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A l g è b r e e t g é o m é t r i e 

M. Jean-Pierre S E R R E , professeur 

On rencontre en ar i thmétique deux types de fonctions zêtas : 

1 ) Celles de la géométrie algébrique. Elles sont associées aux variétés 
algébriques sur les corps de nombres , et à leur cohomologie. On les définit 
par des développements eulériens qui convergent absolument lorsque la 
partie réelle R(s) de la variable est assez grande. On a prouvé dans divers 
cas particuliers que ces fonctions se prolongent analyt iquement à tout le 
plan complexe et y vérifient une équat ion fonctionnelle du type usuel (avec 
certains facteurs gammas) . On conjecture que c'est là un fait général. 

2 ) Les séries de Dirichlet associées, par la t ransformation de Mellin, aux 
formes modulaires des groupes semi-simples (relativement à leurs sous-
groupes ari thmétiques). On sait dans de nombreux cas effectuer le prolon
gement analytique de ces fonctions, démontrer leur équation fonctionnelle 
et les expr imer comme combinaisons linéaires de fonctions ayant un déve
loppement eulérien. 

Il semble maintenant raisonnable d'espérer que les fonctions du second 
type contiennent comme cas particuliers celles du premier type. U n tel 
résultat constituerait un progrès considérable. N o u s en sommes loin ; mais les 
résultats de W E I L (Math. Annalen, 1 9 6 7 ) relatifs aux courbes elliptiques sont 
fort encourageants , d 'autant plus qu'ils ont été complétés par des résultats 
numér iques très poussés ( S W I N N E R T O N - D Y E R , non publié). 

Ce sont ces résultats de W E I L qui ont fait l'objet du cours . Il a fallu d 'abord 
exposer, en une dizaine de séances, la théorie classique des formes auto-
morphes (analytiques) d 'une variable complexe : s t ructure de l 'espace quotient, 
caractérist ique d 'Euler-Poincaré du groupe discret étudié, faisceaux de formes 
automorphes , lien avec le théorème de Riemann-Roch sur les courbes algé
briques, cas particulier du groupe S L ( 2 , Z) et applications aux fonctions 
thêta, théorie des opérateurs de H e c k e pour le groupe T 0(N). L a théorie de 
W E I L p roprement dite a été exposée ensuite ( 4 séances) ; sous sa forme 
la plus frappante, elle conduit à conjecturer que toute courbe elliptique 
définie sur Q est isogène à un facteur de la jacobienne de la courbe modulai re 
correspondant à T 0 ( N ) , où N est le « conducteur » de la courbe. 

U n e dernière séance a été consacrée à des conjectures sur la forme 
générale du conducteur , des facteurs locaux, et des facteurs gammas des 
fonctions zêtas des variétés projectives non singulières. Les facteurs gammas 
sont part icul ièrement intéressants ; il semble bien qu'ils ne dépendent que 
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de la décomposition de Hodge en types (p. q) de la cohomologie considérée, et, 
pour une place réelle, de l ' involution de la cohomologie définie par la conju
gaison complexe. 
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