
Algebre et géométrie 

M . Jean-Pierre SERRE, professeur 

Le cours a comporté deux parties, l'une sur les fonctions L, l'autre sur 
les formes modulaires. 

1. Fonction zêta et fonctions L 

Il s'agit de la fonction zêta de Riemann et des fonc­

tions L de Dirichlet relatives au corps Q des 

nombres rationnels ; le cas d'un corps de nombres quelconque fera l'objet 
du cours de 1972-1973. 

On a commencé par établir les principales propriétés élémentaires de ces 
fonctions : région de convergence, prolongement analytique, comportement 
sur la droite R(s) = 1, équation fonctionnelle. La méthode suivie a été celle 
introduite par A. HURWITZ en 1882 (Math. Werke, I, p. 72-88) ; elle est 
basée sur la fonction 

et son expression intégrale 

où C désigne le contour d'intégration : 
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D'autres propriétés des fonctions ζ et L ont été résumées sans démons­
tration, notamment celles liées aux majorations du terme d'erreur (X) dans 
le théorème des nombres premiers 

ainsi que dans le théorème de la progression arithmétique. 

On a surtout insisté sur les valeurs des fonctions ζ et L aux entiers négatifs. 
Ces valeurs s'expriment de façon simple en fonction des polynômes de Ber­
noulli Bk(X) et des nombres de Bernoulli bk : on a 

et en particulier 

pour tout entier k ≥ 2. Ce résultat, connu depuis près d'un siècle, a été 
récemment le point de départ de la théorie des fonctions L p-adiques de 
KUBOTA-LEOPOLDT. Il y a intérêt à présenter cette théorie comme l'a fait 
TATE dans le cas archimédien, i.e. en considérant la fonction de KUBOTA-
LEOPOLDT comme une fonction méromorphe ( ) d'un caractère (et 
non plus d'une « variable » s). Comme l'a suggéré B. MAZUR, on peut définir 
( ) comme une « transformée de Mellin » d'une certaine mesure p-adique : 

Soit p un nombre premier, et soit mo un entier ≥ 1, premier à p. L'an­
neau T = Z/moZ X Z p est limite projective des Z/mZ, où m est de la 
forme mopα, avec α ∞ Si k est un entier ≥ 1, soit φk la fonction sur 
Z/ mZ définie par 

où x Z/mZ est identifié à un entier positif < m, et où Bk(X) désigne 
le k-ième polynôme de Bernoulli. On constate que, lorsque m varie, les φk 

sont compatibles en un sens évident, et définissent sur T une distribution Φk, 
que l'on peut appeler la k-ième distribution de Bernoulli. Cette distribution 
n'est pas continue pour la topologie p-adique (ce n'est pas une « mesure 
p-adique » : elle ne permet pas d'intégrer les fonctions continues, mais seule­
ment les fonctions localement constantes). Toutefois, si c est un entier premier 
à mop, la distribution 

est une mesure p-adique sur T. Soit alors Г = (Z/moZ)* X Z*p le groupe 
des éléments inversibles de T. Si est un homomorphisme continu 1 
de Г dans les imités d'une extension finie de Q p , on pose 
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où Y désigne l'homomorphisme naturel de Г sur Z*p. On montre que ( ) 
ne dépend, ni du choix de с (pourvu que ni du choix de к. La 
fonction est la fonction de KUBOTA-LEOPOLDT. Si est d'ordre 
fini, on a 

pour tout entier 

Il serait très intéressant de généraliser les « distributions de Bernoulli » 
aux corps de nombres totalement réels quelconques. On dispose de 

quelques résultats partiels encourageants, cf. notamment 2.3 ci-dessous. 

2. Propriétés p-adiques des formes modulaires sur SL 2(Z) 

Cette seconde partie du cours a été présentée sous forme de séminaire. 
Elle a consisté à donner un certain nombre d'applications d'un résultat 
récent de SWINNERTON-DYER : 

Notons Ek la série d'Eisenstein normalisée de poids k : 

Si p est un nombre premier ≥ 5, on a 

De plus, cette relation engendre (en un sens facile à préciser) l'idéal des 
relations entre les réductions (mod.p) des formes modulaires sur SL 2 (Z) . 

Les applications de ce résultat sont les suivantes : 

2.1. Formes modulaires p-adiques 

On appelle ainsi toute série à coefficients an entiers 

p-adiques, telle que, pour tout N ≥ 1, il existe une forme modulaire fN à 
coefficients p-entiers, de poids kN dépendant de N, telle que 

S'il en est ainsi, et si f 0, on montre que les kN ont une limite dans 
le groupe 
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groupe que l'on peut identifier à celui des homomorphismes continus de Z*p 

dans Z*p. Cette limite est le poids de f. C'est un élément pair de X. Inver­

sement, pour tout k 2X, on peut définir une série d'Eisenstein Gk de 

poids k, qui dépend de façon méromorphe de k (avec pôle pour k = 0) ; 

son terme constant est essentiellement la fonction de KUBOTA-LEOPOLDT pour 

le caractère k. 

Signalons également que toute forme modulaire à coefficients p-entiers 
sur le groupe de congruence Гo(p) est une forme p-adique sur SL 2 (Z) au 
sens ci-dessus. Si f est modulaire p-adique de poids k, la série 

est modulaire p-adique de poids к + 2. 

2.2. Représentations l-adiques attachées aux formes modulaires 

P . DELIGNE a démontré, il y a quelques années, que toute forme modulaire 
parabolique à coefficients entiers qui est fonction propre des opérateurs de 
HECKE correspond à un système de représentations l-adiques 

L'analogie avec le cas des courbes elliptiques (traité dans le cours 1970-1971) 
laissait penser que, pour presque tout l, l'image de l est « grosse », i.e. 
contient S L 2 ( Z l ) . La méthode de SWINNERTON-DYER permet de montrer 
qu'il en est bien ainsi : si Im( l) était « petite », on en déduirait certaines 
congruences entre formes modulaires qui, pour presque tout l, contrediraient 
le théorème de structure donné au début. 

Ainsi, pour la forme de poids 12, on trouve que Im( l) est « grosse » 
pour l 2,3,5,7,23,691. Cela entraîne un théorème de densité du type 
Dirichlet : si a,b,m,n sont des entiers ≥ 1, avec (a,m) = 1, et n non 
divisible par 2,3,5,7,23,691, il existe une infinité de nombres premiers p 
tels que 

où τ(p) désigne le coefficient de qp dans le développement de . 

D'autres exemples peuvent également être traités numériquement. La 
forme E 4 de poids 16 a un comportement spécialement intéressant pour 
l = 59 : il semble (mais ce n'est pas démontré pour l'instant) que la repré­
sentation Q 5 9 correspondante ait une image dans P G L 2 ( F 5 9 ) isomorphe au 
groupe symétrique S4 
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2.3. Valeurs des fonctions zêta aux entiers négatifs 

Soient K un corps de nombres totalement réel de degré r, ζk la fonction 
zêta de K, et m un entier pair ≥ 2. On sait que ζk(l — m) est un nombre 
rationnel 0. La méthode de K L I N G E N et S I E G E L consiste à étudier ce 
nombre au moyen d'une certaine série 

jouissant des propriétés suivantes : 

a) fm est une forme modulaire sur SL 2(Z) de poids k = rm (mis à par 
le cas r = 1, m = 2, exclu dans ce qui suit) ; 

b) son terme constant am(0) est égal à 

c) ses autres coefficients am(n), n 1, sont des entiers, donnés par une 
formule explicite, qui se réduit à am(n) = m _ 1 ( n ) lorsque K = Q. 

On peut exploiter les propriétés d'intégralité et de congruence des 

pour obtenir des propriétés analogues pour ζk(l — m). C'est ainsi que, s 
p est premier, et si 

on démontre que ζk(l — m) est p-entier ; si en outre 

on a 

Pour K = Q, on re t rouve une congruence de KUMMER sur les nombres de 
Bernoulli. 

Les résultats de 2.2 et 2.3 ont également fait l'objet d'un exposé au Sémi­
naire BOURBAKI de juin 1972. 

SÉMINAIRE 

Barry M A Z U R a fait deux exposés sur la construction de fonctions analy­
tiques p-adiques attachées aux formes modulaires de poids 2 sur le groupe 
de congruence Гo(N). Ses résultats, obtenus en collaboration avec S W I N N E R -

T O N - D Y E R , montrent une remarquable analogie avec ceux de K U B O T A - L E O ­

P O L D T et I W A S A W A ; ils sont en rapport étroit avec ceux publiés récemment 
par M A N I N . 
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Nicholas KATZ a fait un exposé sur l'interprétation en termes de courbes 
elliptiques de certains résultats sur les formes modulaires utilisés dans le 
cours. Il a notamment expliqué, au moyen de la connexion de Gauss-Manin, 
le fait que l'algèbre des formes modulaires modulo p soit stable par l'opé­
rateur de dérivation 6. 
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