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Le cours a complété celui de l'année précédente, consacré au théorème 
de densité de Čebotarev, et à ses applications. Il a commencé par exposer, 
avec démonstrations, un certain nombre de résultats connus : 

bornes supérieures dans la méthode du crible (d'après Selberg), et appli­
cation au théorème de Brun-Titchmarsh ; 

régions sans zéros pour les fonctions L (d'après de la Vallée Poussin) ; 
zéros exceptionnels (d'après Siegel et Stark) ; 
formes effectives du théorème de Čebotarev (d'après Lagarias-Odlyzko). 

Les applications ont porté sur les courbes elliptiques et sur les formes 
modulaires ; elles sont résumées ci-après. Pour certaines d'entre elles, il a été 
nécessaire de supposer l'exactitude de l'Hypothèse de Riemann Généra­
lisée (GRH). 

1. Courbes elliptiques 
Soient E une courbe elliptique sur Q, et SE l'ensemble (fini) des nombres 

premiers p en lesquels E a mauvaise réduction. Si p n'appartient pas à S, 
soit E(p) le groupe des points de E modulo p. 

THÉORÈME 1.1 (sous GRH) - Supposons que l'un des points d'ordre 2 
de E ne soit pas rationnel sur Q. Alors l'ensemble des nombres premiers 
p ∉ SE tels que E(p) soit cyclique a une densité cE que est > 0. 
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(De plus, cette densité peut se calculer « galoisiennement » : pour tout 
nombre premier l, soit K Ɩ l'extension de Q obtenue par adjonction des 
coordonnées des points d'ordre Ɩ de E, et soit K le composé des K Ɩ ; soit 
G = Gal(K/Q), soit HƖ le noyau de G → Gal(KƖ/Q), et soit H la réunion 
des HƖ. On a alors 

cE = 1 — µ(H) (sous GRH) 

où µ est la mesure de Haar du groupe profini G, normalisée de telle sorte 
que µ(G) = 1.) 

La démonstration suit de près celle donnée par Hooley (J. Crelle, 225, 1967) 
de la « conjecture d'Artin » relative aux nombres premiers p pour lesquels 
un entier fixé a est racine primitive. Les corps KƖ définis ci-dessus remplacent 
les corps Le fait que KƖ contienne joue un rôle essentiel, 
car il permet d'appliquer le théorème de Brun-Titchmarsh. 

Supposons maintenant que E n'admette pas de multiplication complexe. 
Si l'on pose G Ɩ = Gal(KƖ/Q), on sait que GƖ ≃ GL 2(Z/ƖZ) pour tout Ɩ assez 
grand (Invent. Math. 15, 1972). Le théorème suivant précise ce résultat : 

THÉORÈME 1.2 (sous GRH) - Il existe une constante absolue C (indépen­
dante de l et de E) telle que l'on ait GƖ ≃ GL2(Z/ƖZ) pour 

On peut également montrer (toujours — hélas — sous GRH), que le 
nombre des Ɩ tels que GƖ ne soit pas isomorphe à GL 2(Z/ƖZ) est o(loglog 2NE). 

Conservons les notations et hypothèses ci-dessus. Si p ∉ SE, posons 

ap = 1 + p — Card. E(p) (≪ trace de Frobenius ≫). 

Pour tout nombre réel x, désignons par N{p ≤ x : ap = 0} le nombre 
des p ≤ x, n'appartenant pas à SE, pour lesquels ap = 0. 

THÉORÈME 1.3 - (i) Il existe δ > 0 (par exemple δ = 1/10) tel que 

N{p ≤ x : ap = 0} = 0(x/log
1+ 8x) pour x → ∞ 

(ii) (sous G.R.H.) On a N{p ≤ x : ap = 0} = 0(x3/4) 

L'assertion (ii) avait été démontrée dans le cours 1976/1977 en admettant, 
non seulement (GRH), mais encore la conjecture d'Artin (AC) sur l'holo-
morphie des fonctions L. L'utilisation de certains sous-groupes de 
PGL 2 (Z/ Ɩ n Z) a permis d'éliminer (AC). 
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2. Formes modulaires 

Soit f = Σ anq
n une forme modulaire parabolique de type (k,Ԑ) sur 

Γo(N), qui est normalisée (ao =1), et fonction propre des opérateurs de 
Hecke Tp, pour (p, N) = 1. 

THÉORÈME 2.1 - Supposons k≥2, et f sans multiplication complexe (au 
sens de Ribet, Lect. Notes 601, p. 34). Alors : 

(i) Il existe δ > 0 tel que 

N{p ≤ x : ap = 0} = 0(x/log
1 + δx) pour x→ ∞. 

(ii) (sous GRH). On a N{p ≤ x : ap = 0} = 0(x3/4). 

Ce théorème, ainsi que le théorème 1.3, est un cas particulier d'un résultat 
applicable à toute représentation Ɩ-adique Gal(Ǭ/Q) PGL 2(Q Ɩ) dont l'image 
est ouverte. 

Cela resuite de (i). 
COROLLAIRE 2 - Les entiers n tels que an ≠ 0 ont une densité > 0. 

Cela se déduit du cor. 1, et du fait que f est fonction propre des Tp. 

Exemple - Prenons N = 11, k = 2, Ԑ = 1 et 

La densité des n tels que an ≠ 0 est égale à le 

produit étant étendu aux nombres premiers p tels que ap = 0 (i.e. p = 19, 
29, 199, 569, 809, 1 289, . . . ) ; d'après le cor. 1, ce produit est convergent. 

Du cor. 2, on déduit : 

THÉORÈME 2.2 - Soit g = Σ bnq
n une forme modulaire de type (k, Ԑ) sur 

Γo(N), avec k ≥ 2. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) N{n ≤ x : bn ≠ 0} = o{x) ; 

b) N{n ≤ x : bn ≠ 0} = o(x/log
1/2x) ; 

c) g est combinaison linéaire de formes paraboliques à multiplications 
complexes. 

COROLLAIRE. Si N = 1, la propriété a) entraîne g = 0. 

J.-P. S. 
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in Math., n° 601, Springer-Verlag, 1977, 294 p.). 
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— Points rationnels des courbes modulaires Xo(N) (d'après Barry MAZUR), 
séminaire Bourbaki, Paris, novembre 1977 ; 

— Selberg Upper Bound Sieve : an Introduction, Princeton University, 
janvier 1978 ; 

— Circuits in Graphs : an elementary Analogue of Selberg's Zeta Function, 
Inst. for Adv. Study, Princeton, février 1978 ; 

— Icosahedral Extensions, Inst. for Adv. Study, Princeton, avril 1978. 
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