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Le sujet du cours a été l 'é tude des points rat ionnels des variétés algébriques, 

et plus spécialement des variétés abéliennes et des courbes algébriques : 

hauteurs , théorème de Mordel l -Wei l et conjecture de Morde l l . 

Il a compor té qua t re part ies : 

1. Hauteurs 

Hauteurs sur l'espace projectif 

Soit x ∈ Pn (Q) un poin t ra t ionnel de l 'espace projectif Pn de dimension n. 

Choisissons les coordonnées projectives (x o , …, xn) de x de telle sorte que 

l 'on ait : 

xi ∈ Z pou r tout i et pgcd (xo, …, xn) = 1 ; 

un tel choix existe, et est un ique à un changement de signe près. 

La hauteur H (x) du point x est alors définie pa r : 

H (x) = Sup (¦xo¦, …, ¦xn¦). 

L a fonct ion H se prolonge de façon naturel le aux points algébriques de P n , 

aut rement dit aux éléments de Pn (Q). Si x = (xo, …, xn) est un tel point , et 

si les xi appar t iennent à un sous-corps K de Q de degré fini sur Q , on a : 
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où v pa rcour t l 'ensemble des places de K, et |xi|v désigne le « modu le » de xi 

dans le corps localement compac t Kv complé té de K en v (Bourbaki , I N T VI I , 
§ 1, n° 10). O n a H ( x ) ≥ 1. On pose : 

H(x) = log H(x) ; 

c'est la hauteur logarithmique du point 

Théorème de finitude 

Appelons degré d 'un point x = (x 0 , ⋯ xn) de Pn (Q) le degré de l 'extension 

de Q engendrée par les xi/xj avec xj ≠ 0. D 'après un théorème de D .G . No r t h -

cott, les points de Pn (Q) de degré d donné et de hau teu r bornée sont en 

nombre fini : pour d = 1 c'est immédia t , et le cas général se r amène à celui-là 

grâce à un produi t symétr ique d-uple. E n part iculier , si K est un sous-corps 
de Q de degré fini d, et si X est un n o m b r e réel, les points de Pn (K) de 
hau teu r ≤ X sont en nombre fini ; soit NK,n (X) leur nombre . Le compor -

tement de NK,n (X) pou r X → ∞ a été déterminé par S. Schanuel (Bull. 

Soc. math. France, 107, 1979, p . 433-449) . Le résultat est le suivant : 

où cK,n est une constante > 0 ne dépendan t que de K et de n. On a en 

part iculier : 

NK,n (X) ≍ Xd(n+1) p o u r X → ∞. 

I l serait intéressant d 'avoir des résultats analogues pour d 'autres variétés 

que les espaces projectifs. 

Hauteurs sur les variétés projectives 

Soit V une variété projective sur Q, et soit Pic (V) le groupe des classes 

de fibres vectoriels de rang 1 sur V (i.e. le groupe des classes de « diviseurs 

de Car t ier » de V) . Si φ : V → Pn est un morph i sme de V dans un espace 

projectif nous noterons c (φ) l 'élément de P ic (V) image réc iproque par φ 

du générateur s tandard de Pic (P n) . 

Soit c ∈ Pic (V). On peut écrire c sous la forme : 

c = c (φ) ̶ c (Ψ) 

où φ et Ψ sont des morphismes de V dans des espaces projectifs conve-
nables. Choisissons un tel couple (φ , Ψ), et notons hφ et hΨ les fonctions 
sur V (Q) définies par : 

hφ (x) = h (φ(x)) et hΨ (x) = h (Ψ(x)) (x ∈ V (Q)). 

D'après un théorème de Weil et Né ron , la fonct ion hφ ̶ hΨ ne dépend 
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que de c, à l 'addit ion près d 'une fonction bornée sur V (Q), au t rement dit 

« à O (1) près ». On peut donc poser : 

hc = h φ ̶ h Ψ ; 

c 'est la fonction hauteur ( logari thmique) relative à c ; elle est définie modu lo 

O (1). Ses principales propriétés sont : 

a) (Additivité) h c + d = hc + hd + O (1) si c, d ∈ Pic (V). 

b) (Fonctoriali té) hc, = hc ৹ f + O (1) si f : V' → V est un morphisme, 

et si c ∈ Pic (V), c' ∈ Pic (V') et c'" = f* (c). 

c) (Positivité) Soit Fc l ' intersection des supports des diviseurs positifs 

appar tenant à la classe c. La restriction de hc au complémenta i re de F c est 

minorée (i.e. positive modulo O (1)). 

d) Si c est ample, hc tend vers + ∞ sur les points de degré borné, et 

l 'on a hd = O (1 + hc) pour tout d ∈ Pic (V). 

e) Si V est non singulière, on a hc = O (1) si et seulement si c appart ient 

au sous-groupe de torsion de Pic (V). 

f) Si V est non singulière, si c est ample, et si d ∈ Pic (V) est numér ique-

ment équivalent à 0, on a hd = O (1 + hc

1/2). 

Les démonstra t ions de a), b), c) et d) sont faciles. Celles de e) et f) 

utilisent certains des résultats de Né ron résumés ci-dessous. 

2. Hauteurs normalisées 

La normalisat ion des hauteurs est due à A. Néron . Elle consiste, lorsque 

V est une variété abélienne, à définir des représentants canoniques hc des hc 

qui éliminent les « O (1) » de la théorie générale. Comme l'a mon t r é J. Ta te , 

on peut baser la construction des hc sur le résultat é lémentaire suivant : 

Lemme - Soient S un ensemble et Π : S → S une application. Soit f une 

fonction sur S telle que f ৹ Π = kf + O ( l ) , avec |k | > 1. Il existe alors 

une fonction f sur S et une seule fonction telle que : 

f = f + O (1) . et f on = kf. 

(Démonstra t ion : définir f (x) comme lim k—nf (Π nx) pour n → ∞.) 

Soient alors A une variété abél ienne sur Q et c un élément de Pic (A). 

Supposons que c soit symétrique (resp. antisymétrique), au t rement dit soit 

invariant (resp. anti-invariant) par l ' involution x → —x de A. Le l emme 

ci-dessus s 'applique à S = A (Q), f = hc, Π (x) = 2 x et k = — 4 (resp. k = 2). 

Cela définit hc lorsque c est, soit symétrique, soit ant isymétr ique ; le cas 

général s'en déduit par linéarité. Les hauteurs canoniques hc jouissent des 

propriétés suivantes : 
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est un homomorph i sme de variétés abé-

liennes (avec ƒ(0) = 0) et si c ∈ Pic (A), c' G Pic (B) et c'= f* (c). 

c) hc = 0 si et seulement si c est d 'ordre fini dans Pic (A). 

d) Si c est ant isymétr ique, hc est additive, et se prolonge en une forme 
linéaire sur R A (Q). 

e) Si c est symétr ique, hc est quadra t ique , et se prolonge en une forme qua­
dra t ique sur R A (Q) ; si de plus c est ample, on a hc (x) > 0 pour tout 
é lément x ≠ 0 de R A (Q). 

Dualité 

Soit A ' la variété abélienne duale de A, et soit P Pic (A X A') la classe 
du diviseur de Poincaré de A × A ' (normalisée de telle sorte que ses restric­
tions à A et A ' soient nulles). La hauteur canonique hP associée à P est une 
forme bilinéaire sur A (Q) × A ' (Q), appelée f o rme de Néron. La connaissance 
de cette forme entraîne celle de toutes les hauteurs canoniques hc : : 

si c ∈ Pic (A) est antisymétrique, c est a lgébriquement équivalent à 0 et 
on peut l 'identifier grâce à P à un élément de A ' (Q) ; on a : 

si c ∈ Pic (A) est symétr ique, on a : 

où φc est l ' homomorphisme de A dans A ' défini par c. 

Décomposition de hc en somme de termes locaux 

N é r o n a donné une telle décomposit ion. Le cours s'est borné à résumer 

ses résultats, en insistant sur le cas où A est une courbe elliptique (i.e. dim 

A = 1). D a n s ce cas, en effet, J. Ta te a donné des procédés de calcul 

effectifs pour les composantes locales en question ; voir là-dessus S. Lang, 

Elliptic Curves - Diophantine Analysis (Springer-Verlag, 1978) ainsi que 

H . Z immer , J. Crelle, 3 0 7 / 3 0 8 (1979), p . 221-246. 

Malgré ces procédés de calcul, la na ture ar i thmét ique des hc (x) reste mysté­

rieuse. O n ignore par exemple si hc (x) peut être un n o m b r e algébrique ≠ 0 
(cela para î t peu probable) . 
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3. Le théorème de Mordell-Weil 

Enoncé et principe de démonstration 

Soient K un sous-corps de Q de degré fini sur Q, A une variété abélienne 

définie sur K, et Γ = A (K) le groupe des K-points de A. Le théorème 

de Mordell-Weil dit que Γ est un groupe de type fini. 

Pour le démontrer , on prouve d 'abord l'assertion plus faible suivante : 

(*) - Si n est un entier ≠ 0, le groupe Γ/nΓ est fini. 

La démonstra t ion de (*) peut se faire par diverses méthodes . On peut 

utiliser le théorème de Chevalley-Weil sur les extensions non ramifiées. On 

peut aussi plonger Γ/nΓ dans un groupe de cohomologie H 1 (K, A n ) et 

utiliser la finitude de l 'ensemble des éléments de ce groupe qui sont non 

ramifiés en dehors d'un nombre fini de places. Il est également possible, en 

suivant une idée de Honda , de déduire (*) du fait général suivant : si 

φ : G1 → G 2 est une isogénie de groupes algébriques, l ' image par φ d 'un 

sous-groupe ar i thmétique de G1 est un sous-groupe ar i thmétique de G 2 . 

Un e fois (*) démont rée pour un n ≥ 2, un argument de descente à la 

Fermat , utilisant la théorie des hauteurs , permet d'en déduire que Γ est 

de type fini. (Variante : montrer , grâce aux hauteurs canoniques, que Γ 

est somme directe d'un groupe fini et d 'un groupe libre, lequel est néces-

sairement de type fini à cause de (*).) 

Application : nombre de points rationnels de hauteur ≤ X 

Choisissons un plongement φ de A dans un espace projectif P n . Si X est 

un nombre réel, notons N K , A (X) le nombre des points x ≥ A (K) tels que 

H (φ(x)) ≤ X. On a : 

log H ( φ ( x ) = hφ U) = hc(φ)(x) + O (1), 

et hc(φ) est une forme quadra t ique positive. On déduit de là l 'estimation 

suivante, due à Né ron : 

N K , A (X ) = λ (log X)r/2 + O ((log X)(r—1)/2) pour X → ∞, 

où r est le rang de A (K) et λ un nombre > 0. 

En particulier, N K A (X) est de l 'ordre de g randeur de (log X)r/2 : une 

variété abélienne a « beaucoup moins de points » qu 'un espace projectif. 

Problèmes 

Le théorème de Mordel l-Weil n'est qu 'un théorème d'existence. Il sou­
lève de nombreuses questions. N o t a m m e n t : 
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a) Peu t -on dé terminer effectivement un ensemble fini engendrant A (K) ? 
E n part iculier , peut-on calculer effectivement le rang de ce groupe ? (La 
démonst ra t ion de (*) ne donne qu 'une majorat ion du rang.) 

Lorsque K = Q et d im A = 1, Y. M a n i n a mon t r é que ces questions 
aura ient u n e réponse affirmative si l 'on admet ta i t les conjectures de Birch-
Swinner ton-Dyer et de Tan iyama-Wei l (ce qui est beaucoup demander . . . ) . 

b) Quelle est la s t ructure de A (Q) c o m m e modu le galoisien sur Gal ( Q / K ) ? 
E n particulier, commen t varie le r ang de A (K) lorsque l 'on agrandi t le 
corps K ? (Des exemples intéressants de telles variat ions ont été donnés 
pa r B. M a z u r et M . Harr is . ) 

c) Fixons K ainsi que la dimension de A (par exemple dim A = 1). Est-il 
vrai que l 'ordre du sous-groupe de torsion de A (K) ait une bo rne indé­
pendan te de A ? (C'est vrai p o u r K = Q et d im A = 1, d 'après u n théorème 
de B. Mazur . ) Le rang de A (K) peut-i l ê t re arb i t ra i rement g rand ? (Il y a 
là-dessus des résultats de N é r o n da tan t de 1952 et 1954 sur lesquels on 
reviendra dans le cours de 1980 /1981 . ) 

4. La conjecture de Mordell 

Enoncé et généralisations 

Soient K u n sous-corps de Q de degré fini sur Q , et C une courbe algé­
br ique (projective, lisse, absolument connexe) définie sur K . O n suppose que 
le genre g de C est ≥ 2 (ce qui élimine les courbes rationnelles et les courbes 

elliptiques). L a conjecture de Mordel l est l 'assertion suivante : 

(M ? ) - L'ensemble C (K) des K-points de C est fini. 

Choisissons un diviseur D de degré 1 sur la courbe C (ce qui est possible 

si C (K) est non vide), et faisons cor respondre à tout point x de C la classe 

du diviseur (x) — D , qui est de degré 0. On obtient ainsi un p longement 

de C dans sa jacobienne J, qui est une variété abél ienne de dimension g. Si 

l 'on identifie C à une courbe de J p a r ce p longement , on a : 

C(K) = C(Q) ∩ Γ, 

où Γ = J (K) est le g roupe des K-points de J. D 'après le t héo rème de 

Mordel l -Weil , Γ est un groupe de type fini. On peu t donc reformuler la 

conjecture de Mordel l de la manière suivante : 

(M ? ) - L'intersection de C (Q) et d'un sous-groupe de type fini de J (Q) 

est finie. 
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S. Lang a proposé la généralisation suivante de (M,) : 

(Mii) ' Si C est plongée dans une variété abélienne A définie sur une 
extension L de K, et si A est un sous-groupe de A (L) tel que Q 0 A 
soit de rang fini sur Q, alors l'intersection de C (L) et de A est finie. 

(Noter qu'on ne suppose pas que A soit de type fini.) 

Le cas où A est le sous-groupe de torsion At de A (L) avait déjà été signalé 
par Y. Manin et D. Mumford. Ce cas n'est pas encore résolu. Toutefois, 
F. Bogomolov vient d'obtenir un résultat partiel encourageant : il a prouvé 
la finitude de C ( L ) f * | A lorsque A est somme directe d'un nombre fini de 
composantes p-primaires de At. 

Démonstration de la conjecture de Mordell dans des cas particuliers 

On sait prouver la finitude de C (K) lorsqu'on fait l'une des hypothèses 
suivantes : 

i) (C. Chabauty) Le rang de V = J (K) est < g. 

ii) (V. Dem'janenko et Y. Manin) Il existe une variété abélienne A définie 
sur K telle que rang H o m K (J, A) > rang A (K). 

Le cas i) se traite par une méthode p-adique à la Skolem ; le cas ii) utilise 
la théorie des hauteurs canoniques. 

Signalons une application de ii) due à Manin : si p est un nombre 
premier, il existe un entier n„ = n 0 (K, p) tel que la courbe modulaire 
X0 (pn) attachée au groupe r o (Pn) n'ait qu'un nombre fini de K-points dès 
que n ^ na. En particulier, si E est une courbe elliptique définie sur K, 
la composante p-primaire du sous-groupe de torsion de E(K) est d'ordre 
borné par un nombre qui ne dépend que de p et de K. 

(Le lien entre (M 7) et les courbes modulaires est moins fortuit qu'on ne 
pourrait penser : G. Bely a en effet prouvé que toute courbe algébrique 
sur Q est « modulaire », i.e. peut être définie par un sous-groupe d'indice 
fini de SL 2 (Z).) 

Le théorème de Mumford 

Ce théorème ne dit pas que C (K) est fini, mais seulement qu'il est « très 
rare ». De façon plus précise, supposons C plongée dans un espace projectif 
P„, et notons N K 0 (X) le nombre des points xEC (K) tels que H (x) ^ X. 
Mumford démontre : 

où \ r ne dépend que du rang r de Y = J (K) (on peut prendre ^. = 3 . 5 r , par 
exemple), et u. dépend de C, de K et du prolongement de C dans P„. 
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On a en part iculier : 

N K , C (X) = O (log log X) pour X → ∞. 

L a croissance de la fonction NK,C (X) est donc plus lente que dans le cas 

g = 1 (où elle est de l 'ordre d 'une puissance de log X) et bien plus lente 

que dans le cas g = 0 (où elle est de l 'ordre d 'une puissance de X). 

La démonstra t ion de Mumfo rd repose sur une remarquab le inégalité liant 

les hauteurs de deux points de C. Pour l 'énoncer, il est commode de supposer 

que le diviseur D servant à plonger C dans J a été choisi tel que (2g ̶ 2)D 

appar t ienne à la classe canonique de C. Soit alors 0 G Pic (J) la classe du 

« diviseur thêta » de la jacobienne J, et posons : 

Mumfo rd démont re que l 'on a : 

pour x, y ∈ C (Q) et x ≠ y, où v (C) est une constante ne dépendant que 

de la courbe C. 

Le passage de (M') à (M) se fait pa r un argument élémentaire de géométrie 

des nombres . 

J . -P . S. 
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