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L'un des exposés du Colloque sur les Motifs de Seattle (à paraî t re dans les 

publications de l 'Amer . Math. Soc.) a pour ti tre : « Propriétés conjecturales 

des groupes de Galois motiviques et des représentations ℓ-adiques ». 

Le cours s'est proposé de détailler les conjectures en quest ion, et d'expli-

quer les relations qu'elles ont ent re elles. Il a compor té deux part ies. 

1. Structure des groupes de Galois motiviques 

Le corps de base k est un sous-corps de C. On admet les « conjectures 

s tandard » de Grothendieck , ainsi que la conjecture de Hodge . La catégorie 

des motifs sur k est i somorphe, grâce au foncteur fibre « réalisation de 

Betti », à celle des représentat ions linéaires d 'un certain groupe proalgébrique 

sur Q , le groupe de Galois motivique G M . Ce groupe est pro-réductif. Ses 

principales propriétés (conjecturales) sont les suivantes : 

1.1 ? - La composante neutre de G M est le groupe motivique relatif à 

la fermeture algébrique de k dans C. Le quotient 

vu comme groupe proalgébrique de dimension 0. 

Comme est pro-réductif connexe, on peut l 'écrire où C est 

la composante neutre du centre de et D le groupe dérivé de 

1.2 ? ̶ Le groupe des caractères de C est indépendant de k, et peut être 

complètement explicité (en termes de la plus grande extension de Q de type 

CM) . Il en est de même de C ∩ D et de S = C/(C ∩ D ) . 

1.3 ? ̶ Le groupe D est simplement connexe. 

Cet te dernière conjecture est part iculièrement optimiste. 



2. Représentations ℓ-adiques associées aux motifs 

On suppose maintenant que k est de type fini sur Q . Si E est un motif sur 

k, on note G E le quotient de G M défini par E . Pour tout nombre premier ℓ, 

on dispose d 'une représentat ion ℓ-adique : 

ρℓ.E : Γk → G E(Q ℓ). 

On conjecture : 

2.1 ? ̶ L' image de ρℓ.E est ouverte dans G E ( Q ℓ ) . 

Supposons que G E soit connexe, ainsi que le noyau de G M → G E . Alors : 

2.2 ? ̶ Les ρℓ.E, pour ℓ variable, définissent un homomorphisme de Γk 

dans le groupe adélique G E (A
f ) , dont l 'image est ouverte pour la topologie 

adélique (on note l 'anneau Q (×) Z des adèles finis de Q ) . 

Les conjectures ci-dessus sont liées à la suivante : 

2.3 ? - L 'ensemble des Z-formes de E est fini, modulo l 'action de Au t (E ) . 

(Une « Z-forme » de E est la donnée , pour tout nombre premier ℓ, d 'un Zℓ

-

réseau de la réalisation ℓ-adique de E , stable par Γk, et coïncidant avec le Zℓ

-

réseau standard pour presque tout ℓ.) 

Supposons maintenant que k soit un corps de nombres . 

2.4 ? ̶ Si v est une place de k non ramifiée dans E , de caractéristique 

résiduelle pv, l 'é lément de Frobenius correspondant à v et à un nombre 

premier ℓ ≠ pv est une classe de conjugaison semi-simple de G E , qui est 

rationnelle sur Q et indépendante de ℓ. 

Supposons que E domine le motif de Ta t e , et notons le noyau de 

l 'homomorphisme t : G E → G m correspondant . Soit K un sous-groupe compact 

maximal de 

2.5 ? ̶ Les classes des é léments de Frobenius (convenablement normali-

sées) appart iennent à l 'espace Cl K des classes des conjugaisons de K. Elles 

sont équiréparties pour la mesure de Cl K qui est l ' image de la mesure de 

Haa r de K. 

Ce dernier énoncé généralise la conjecture de Sato-Tate sur les courbes 

elliptiques (pour laquelle 

Le cours s'est achevé par une discussion des résultats partiels connus sur 

cette dernière conjecture, lorsque k = Q et que E est une courbe elliptique 

« de Weil ». 
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