
Chapitre 4

L’état fondamental du gaz de Bose :

LHY, spectre d’excitation et gouttelettes quantiques
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Nous continuons dans ce chapitre l’étude du gaz de Bose dilué en nous
intéressant à la fois à l’énergie de son état fondamental et à son spectre
d’excitation. Grâce à l’approche de Bogoliubov, nous connaissons l’expres-
sion de l’énergie E0 du fondamental pour un gaz de densité n = N/L3 :

E0

L3
=

1

2
gn2

[

1 + α
√
na3 + . . .

]

avec α =
128

15
√
π

≈ 4.8, (1)

où a est la longueur de diffusion caractérisant les interactions en onde s
et g ≡ 4π~2a/m. Le terme dominant gn2/2 représente le terme de champ
moyen et le terme suivant est la correction de LEE, HUANG et al. (1957)
décrivant (à l’ordre le plus bas) l’effet des fluctuations quantiques.

L’expression (1) résulte d’une approximation quadratique de l’hamilto-
nien vis-à-vis des opérateurs ak et a†k avec k 6= 0, détruisant et créant une
particule dans un état d’impulsion non nulle. Cette approximation quadra-
tique est valable quand la déplétion quantique n′/n = (N − N0)/N don-
nant la fraction d’atomes en dehors de l’état k = 0 est faible. L’approche de
Bogoliubov permet d’estimer cette déplétion :

n′

n
≈ 8

3
√
π

√
na3, (2)

ce qui fait apparaître le paramètre
√
na3. La condition d’auto-cohérence de
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CHAPITRE 4 : ÉTAT FONDAMENTAL DU GAZ DE BOSE § 1.

l’approche de Bogoliubov s’écrit donc

√
na3 ≪ 1. (3)

Le spectre d’excitation se déduit de l’expression de l’hamiltonien après
les transformations canoniques de Bogoliubov, qui introduisent des nou-
veaux opérateurs bosoniques bk, b

†
k :

Ĥ = E0 +
∑

k 6=0

~ωk b
†
kbk (4)

avec pour l’approche pseudo-potentiel :

~ωk = [ǫk (ǫk + 2gn)]
1/2

, ǫk =
~
2k2

2m
. (5)

L’action de b†k sur le vide de Bogoliubov crée donc une quasi-particule
d’impulsion ~k et d’énergie ~ωk. La dépendance en k de ωk permet d’em-
blée d’identifier la valeur caractéristique k0 (cf. figure 1)

~
2k20
2m

= gn ⇒ k0 =
1

ξ
=

√
8πna. (6)

Pour k ≪ k0, on trouve le régime phononique ωk ≈ ck, avec la vitesse du
son c = ~k0/

√
2m. Pour k ≫ k0, on trouve le régime de particule libre

~ωk ≈ ǫk + gn. Rappelons l’origine du déplacement d’énergie gn dans
ce régime : il doit être compris comme la différence gn = 2gn − gn. Le
premier terme 2gn représente l’énergie d’interaction totale (terme direct +
terme d’échange) de la particule excitée d’impulsion ~k avec le conden-
sat de densité n ; le second terme correspond à l’énergie initiale gn de la
particule quand elle fait partie du condensat (terme direct).

Cette relation de dispersion, tracée en figure 2, est obtenue en suppo-
sant un fluide de faible densité [cf. (3)] et ne permet donc pas de décrire les
systèmes en interaction forte comme l’hélium liquide : en particulier, elle
ne contient pas sa fameuse structure en roton-maxon reportée sur la figure 3.
En revanche, elle est en principe bien adaptée à la description des conden-
sats de Bose-Einstein gazeux, tout du moins tant que l’on ne s’approche
pas trop près d’une résonance de diffusion.

k

k0 =
1

ξ
≡ 8πna

ϵk ≪ gn ϵk ≫ gn

ℏωk ≈ ℏck

phonons

ℏωk ≈ ϵk + gn

particules libres

≪ 1 ⇒ ≪
1

nm, a ∼FIGURE 1. Les deux régimes de valeurs de k pour le pseudo-potentiel dans le cadre
de l’approche de Bogoliubov. Une autre valeur caractéristique de k, de l’ordre de
1/a ≫ k0, apparaîtra plus loin. Par ailleurs, pour un potentiel de portée finie b,
l’échelle k ∼ 1/b peut également jouer un rôle important (cf. cours 3).

Dans ce chapitre, nous allons commencer par décrire les mesures ex-
périmentales de l’énergie LHY faites sur des gaz atomiques dilués. Nous
passerons ensuite aux mesures du spectre d’excitation : nous présenterons
d’abord les résultats désormais classiques de STEINHAUER, OZERI et al.
(2002) qui sont très bien décrits par (5). Ces mesures ont été faites à la
fois dans le régime phononique et dans le régime de particule libre, mais
en gardant toujours ka ≪ 1. Nous nous intéresserons ensuite à des expé-
riences plus récentes menées à Boulder (PAPP, PINO et al. 2008) et à Cam-
bridge (LOPES, EIGEN et al. 2017), qui ont étendu la plage de mesure à la
zone ka ∼ 1, ce qui a conduit à des déviations notables par rapport à (5).

La dernière partie de ce chapitre sera consacrée au cas d’un mélange
de deux gaz quantiques notés 1 et 2. Selon les valeurs des trois paramètres
d’interaction gij avec i, j = 1, 2, ce mélange peut être miscible ou immis-
cible dans le cadre de la théorie de champ moyen. En particulier, l’immis-
cibilité se produit quand la relation de dispersion du mélange homogène,
qui généralise (5), fait apparaître des fréquences ω complexes, conduisant
à des divergences exponentielles d’une petite perturbation initiale. Nous
verrons alors, suivant la proposition de PETROV (2015), comment il est
possible d’utiliser des effets LHY, donc au-delà du champ moyen, pour
stabiliser malgré tout ce mélange sous forme de gouttelettes quantiques.

– page 2 –



CHAPITRE 4 : ÉTAT FONDAMENTAL DU GAZ DE BOSE § 1. Mesures de l’énergie LHY

0 1 2 3 4
0

5

10

15

k/k0

h̄
ω
k
/ǫ

k
0

FIGURE 2. Relation de dispersion de Bogoliubov (5) en trait plein bleu avec k0 =
1/ξ =

√
8πna et ǫk0

= ~
2k20/2m. La droite rouge tiretée correspond au régime

de phonons. La courbe pointillée violette donne la relation de dispersion d’une
particule libre ǫk = ~

2k2/2m.

FIGURE 3. Spectre d’excitation pour l’hélium superfluide ; la courbe pointillée
représente les données expérimentales de DONNELLY, DONNELLY et al. (1981)
et les points avec barre d’erreur les résultats du calcul Monte Carlo quantique de
MORONI, GALLI et al. (1998). La ligne tiretée est une borne supérieure obtenue
à partir de l’approche de Feynman. Figure extraite de PITAEVSKII & STRINGARI

(2016).

1 Mesures de l’énergie LHY

1-1 Le problème des pertes à trois corps

La mesure quantitative de l’énergie LHY n’est pas aisée dans le me-
sure où elle n’est par définition (au moins pour un gaz à une seule com-
posante) qu’une petite correction par rapport à l’énergie de champ moyen.
On pourrait songer à accroître expérimentalement sa contribution relative
en augmentant momentanément la longueur de diffusion a grâce à une ré-
sonance de Feshbach, quitte à renoncer à l’approche de Bogoliubov pour
décrire précisément le système. On pourrait alors tirer parti du fait que
ELHY croît comme a5/2 [cf. (1)] alors que l’énergie de champ moyen ne
croît que comme a.

Néanmoins, cette augmentation de a ne peut pas se faire en pratique
jusqu’à des valeurs arbitrairement grandes. On est en effet limité par les
pertes par recombinaison à trois corps, dont le taux varie comme L3 ∼
~a4/m, à un facteur multiplicatif près, au voisinage d’une résonance de
diffusion (FEDICHEV, REYNOLDS et al. 1996). Dans ce processus, deux des
atomes forment une molécule de taille ∼ a et d’énergie ∼ −~

2/ma2, le troi-
sième corps emportant l’énergie libérée lors de la formation du dimère fai-
blement lié. Ce dimère peut ensuite relaxer vers un état moléculaire plus
fortement lié et il s’échappe alors du piège confinant les particules. Pour
qu’une mesure de l’énergie LHY soit fiable, il faut que l’augmentation de
a ne soit faite que pendant une durée τ assez courte, telle que L3n

2τ ≪ 1,
assurant ainsi que la densité varie peu pendant la mesure. Mais la du-
rée τ doit par ailleurs être au moins égale au temps que met le système
pour atteindre son équilibre pour la nouvelle valeur de a, typiquement
~/µ. Comme ordre de grandeur, on peut prendre ici la valeur du potentiel
chimique donné par la théorie de champ moyen, µ = gn. La conjonction
de ces deux inégalités entraîne :

~

µ
< τ <

1

L3n2
⇒ na3 ≪ 1. (7)

À température nulle 1, l’étude d’un gaz de Bose à l’équilibre ne peut se

1. Nous verrons dans un prochain chapitre que cette condition peut être assouplie à tem-
pérature plus élevée, dans le régime non dégénéré, et qu’elle devient nλ3 ≪ 1.
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faire que pour de faibles valeurs de na3 (pour une revue, voir CHEVY &
SALOMON (2016)).

Nous allons détailler dans ce qui suit quelques pistes qui ont été explo-
rées pour mettre en évidence cette énergie LHY.

1-2 Mode de respiration

Cette approche tire parti d’un résultat théorique important établi par
PITAEVSKII & ROSCH (1997). Considérons un condensat décrit par la théo-
rie de champ moyen, confiné dans un piège harmonique isotrope à deux
dimensions dans le plan xy, (i) sous forme de disque ou (ii) sous forme
d’un cigare très allongé d’axe z. Dans ces deux cas, le mode de respiration
dans le plan xy a toujours pour fréquence ωresp. = 2ω, où ω est la fréquence
du piège. Ce résultat se prouve relativement simplement en étudiant l’évo-
lution de 〈r2〉(t) à partir de l’équation de Gross–Pitaevskii à 2D :

i~
∂ψ

∂t
= − ~

2

2m
∇2ψ + gN |ψ|2ψ +

1

2
mω2r2ψ (8)

quelle que soit la valeur du produit Ng (ψ est normalisée à l’unité). Il a été
vérifié expérimentalement pour la première fois par CHEVY, BRETIN et al.
(2001).

Toute déviation de ωresp. par rapport à la fréquence 2ω signale donc une
contribution au-delà du champ moyen à l’énergie du gaz. C’est le principe
de l’expérience de ALTMEYER, RIEDL et al. (2007), menée sur un gaz de 6Li,
l’isotope fermionique du lithium. Les auteurs se sont placés au voisinage
d’une résonance de Feshbach (834 G), du côté a > 0 de la résonance. En
première approximation, le gaz dans son état d’équilibre est alors essen-
tiellement formé de dimères 6Li2, des molécules bosoniques qui forment
un condensat de Bose–Einstein. Ce gaz est confiné dans un piège hybride :
le confinement harmonique dans le plan xy est assuré par un faisceau la-
ser de longueur d’onde 1030nm et de waist 54µm. On ajuste la fréquence
ω/2π entre 290 et 590 Hz en variant la puissance de ce laser. Le confine-
ment le long de l’axe z est assuré par un piège magnétique, de fréquence
ωz/2π = 22.4Hz.

L’excitation du mode de respiration est faite en réduisant pendant un
court intervalle de temps la puissance du laser de confinement. On laisse

 

FIGURE 4. Evolution de
√

〈r2〉(t) (mode de respiration) pour un gaz de 6Li (fer-
mions) au voisinage d’une résonance de Feshbach. On s’est placé ici sur le côté
a > 0 de la résonance de sorte que les atomes de 6Li sont présents essentiellement
sous forme de molécules bosoniques de 6Li2. La fréquence (ici 1185 Hz) est mesurée
avec une précision ∼ 10−3. Figure extraite de ALTMEYER, RIEDL et al. (2007).

ensuite le gaz osciller dans le piège pendant une durée ajustable avant de
mesurer son rayon. Un exemple d’oscillation est représenté sur la figure 4.

Cette expérience est répétée pour différentes valeurs de la longueur de
diffusion a et le rapport ωresp/ω est tracé en fonction de 1/a en figure 5.
Dans le régime condensat moléculaire (kFa . 1), ce rapport est notable-
ment au dessus de 2, et la déviation par rapport à 2 est en bon accord avec
un calcul numérique basé sur une approche Monte Carlo quantique (figure
5, haut). Notons que les données expérimentales ont été (légèrement) cor-
rigées pour prendre en compte la non-isotropie du piège (∼ 7%) ainsi que
son anharmonicité.

Le fait que l’on travaille ici au voisinage d’une résonance de Feshbach
complique bien sûr l’attribution aux seuls effets LHY de la valeur non nulle
de ωresp − 2ω. Nous avons reporté en figure 5 (bas) une analyse faite par S.
Nascimbene à partir des prédictions théoriques de STRINGARI (2004). Elle
montre que pour les valeurs de 1/kFa explorées ici, qui restent relative-
ment faibles, on est encore loin de la prédiction pour un "simple" condensat
de bosons.
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FIGURE 5. Haut : Variation de fc = ωresp/ω en fonction de 1/kFa avec
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. Les disques ouverts (resp. pleins) ont été obtenus
avec ω/2π = 290Hz (resp. 590 Hz). La courbe noire est la prédiction de la théo-
rie de champ moyen et elle est compatible avec une limite ωresp = 2ω dans la
limite kFa ≪ 1, correspondant à un condensat moléculaire en faible interaction.
La courbe rouge est un calcul Monte Carlo quantique, prenant en compte les cor-
rections de type LHY. Figure extraite de ALTMEYER, RIEDL et al. (2007). Bas :
mêmes données expérimentales, avec en tireté la contribution des seuls effets LHY.
La courbe continue est déduite de l’équation d’état mesurée par NASCIMBÈNE,
NAVON et al. (2010). Figure adaptée de la thèse de S. Nascimbene.
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FIGURE 6. Principe de la mesure de l’équation d’étatP (µ) à partir de l’image d’un
gaz confiné dans un piège harmonique. En utilisant l’approximation de densité
locale, la pression P s’obtient à partir de

∫

n(x1, x2, x3) dx1 dx2 (cf. chapitre 1).

1-3 Détermination de l’équation d’état

Nous avons décrit au chapitre 1 le principe de la mesure de l’équation
d’état d’un gaz confiné dans un piège harmonique à partir de son profil de
densité intégré selon deux directions de l’espace (NASCIMBÈNE, NAVON

et al. 2010) [voir figure 6]. Dans le chapitre 1, nous nous étions intéressés
à la limite de basse densité dans l’espace des phases et nous avions dé-
crit comment on pouvait extraire de ces expériences certains coefficients
du développement du viriel. Le même type d’expérience permet d’étudier
l’équation d’état à très basse température, dans le régime fortement dégé-
néré.

NAVON, PIATECKI et al. (2011) ont utilisé un gaz de ∼ 60 000 atomes de
7Li (isotope bosonique du lithium) qu’ils ont préparé à une valeur "stan-
dard" pour la longueur de diffusion, a ∼ 10nm. Ils ont ensuite modifié le
champ magnétique pour se rapprocher d’une résonance de Fano-Feshbach
(B = 738G) et mesurer la pression du gaz pour différentes valeurs de a,
allant de 30 à 100 nm. Ces mesures sont faites à très basse température
de sorte que la seule variable thermodynamique pertinente en point de
vue grand-canonique est le potentiel chimique µ, que l’on peut mesurer en
unité de l’échelle d’énergie ~

2/ma2.

Les résultats pour la pression, mesurée en unités de Pa = ~
2/ma5,
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FIGURE 7. Equation d’état pour un gaz de Bose de 7Li : mesure de la pression P
en fonction du potentiel chimique µ. Lignes rouges continue et tiretée : prédiction
analytique incluant ou non la correction LHY. Ligne noire : résultats numériques
obtenus par une méthode Monte Carlo quantique. La région colorée en vert déli-
mite la zone d’incertitude liée à la détermination de a. Figure extraite de NAVON,
PIATECKI et al. (2011).

sont montrés en figure 7. La prédiction de la théorie de champ moyen est
P = gn2/2 et µ = gn [avec comme toujours g = 4π~2a/m], et elle cor-
respond donc à la loi quadratique P = µ2/2g. Cette prédiction, indiquée
par la ligne tiretée rouge, n’est clairement pas en accord avec les résultats
expérimentaux pour les plus grandes valeurs de µ.

La prise en compte des fluctuations quantiques se fait en utilisant le
résultat LHY donné en (1) et les relations thermodynamiques prises ici à
entropie nulle (état fondamental) :

P = −
(

∂E

∂L3

)

S,N

=
1

2
gn2

(

1 +
3

2
α
√
na3 + . . .

)

(9)

µ =

(

∂E

∂N

)

S,L3

= gn

(

1 +
5

2
α
√
na3 + . . .

)

(10)

dont on déduit par élimination de na3 :

P =
µ2

2g

(

1− α
√

µa3/g
)

(11)

Cette prédiction LHY, indiquée en trait continu rouge sur la figure 7, est en
excellent accord avec les données, tout comme les résultats Monte Carlo
(ligne continue noire) obtenus en supposant une température T . Tc/4, où
Tc est la température de condensation du gaz parfait.

1-4 Distribution en impulsion et énergie cinétique

Pour terminer cette partie consacrée à l’énergie du fondamental du gaz
de Bose, nous allons revenir sur la distribution en impulsion déduite de
l’approximation de Bogoliubov et discuter l’énergie cinétique totale qui en
découle.

Pour cette analyse, nous quittons momentanément l’approche pseudo-
potentiel pour revenir à un potentiel d’interaction régulier V (r) de trans-
formée de Fourier Ṽk. Dans le calcul de la déplétion quantique du chapitre
précédent, nous avons fait apparaître la population n̄k de chaque état d’im-
pulsion ~k :

n̄k = |vk|2 =
1

2





ǫk + nṼk
√

ǫ2k + 2nṼkǫk

− 1



 , (12)

dont nous déduisons l’énergie cinétique

Ecin =
∑

k

~
2k2

2m
n̄k. (13)

La population n̄k représente la distribution en impulsion du gaz, telle
qu’on peut la mesurer dans une expérience de temps de vol, si on coupe
brusquement le potentiel d’interaction au début de l’expansion balistique.

Pour un potentiel régulier, nous avons expliqué au chapitre précédent
que l’on peut distinguer trois domaines pour k, que nous rappelons en
figure 8 :
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FIGURE 8. Les trois domaines pertinents pour le nombre d’onde k.

— Le domaine phononique, k ≪ ξ−1, qui conduit à n̄k ∝ 1/kξ. Ces états
sont donc fortement peuplés sans que cela ne conduise à une diver-
gence de la déplétion quantique ou de l’énergie cinétique du fait du
jacobien en k2 dk qui apparaît dans les intégrations à 3D.

— Le domaine intermédiaire ξ−1 ≪ k ≪ b−1, dans laquelle le terme
d’énergie cinétique ǫk domine le terme d’interaction Ṽk, mais où l’on
peut encore remplacer Ṽk par sa valeur à l’origine Ṽ0. On obtient alors
une loi de puissance pour la distribution en impulsion :

n̄k ≈ n2Ṽ 2
0

4ǫ2k
=
C

k4
avec C ≡ 16π2a2n2. (14)

Cette loi en k−4 est une caractéristique importante des gaz en interac-
tion. Nous la retrouverons lorsque nous étudierons le formalisme du
contact de Tan.

— Le domaine de très grande impulsion, b−1 ≪ k. La décroissance de Ṽk
devient alors significative et la distribution en impulsion décroît plus
vite que dans le domaine intermédiaire :

n̄k ∝ Ṽ 2
k

k4
. (15)

Cette zone de très grande impulsion est absente pour le pseudo-
potentiel, puisque ce dernier revient à prendre Ṽk constant égal à g
pour toutes valeurs de k.

La décroissance plus rapide que k−4 de n̄k est essentielle pour assu-
rer que l’énergie cinétique du gaz prend une valeur finie. En effet, à trois
dimensions, une distribution en impulsion variant comme C/k4 jusqu’à

l’infini conduit à une divergence de l’intégrale

∫

~
2k2

2m

C

k4
d3k =

∫

~
2k2

2m

C

k4
4πk2 dk. (16)

Une telle divergence, qui conduit donc à une énergie cinétique infinie, se
produira si l’on modélise V (r) un potentiel de contact puisqu’on aura alors
Ṽk = Ṽ0 pour tout k. Comme l’énergie totaleELHY est quant à elle finie, cela
entraîne que la divergence positive de l’énergie cinétique doit être com-
pensée par une divergence négative de l’énergie d’interaction. Ce dernier
point se vérifie aisément ; écrivons le potentiel d’interaction intervenant
dans l’hamiltonien de Bogoliubov sous la forme

V̂ = gn
(

N̂ ′ + Ô
)

(17)

où N̂ ′ =
∑

k 6=0 a
†
kak est l’opérateur nombre de particules en dehors de

k = 0 et
Ô =

1

2

∑

k 6=0

aka−k + H.c. (18)

La divergence provient de la contribution de 〈Ô〉 qui s’écrit dans le vide de
Bogoliubov :

〈Ô〉 = −1

2

∑

k 6=0

ukvk〈bkb†k〉+ c.c. = −
∑

k 6=0

ukvk. (19)

L’argument de la somme se comporte en effet comme k−2 aux grands k, de
sorte que l’intégrale tri-dimensionnelle sur k (avec son jacobien en 4πk2 dk)
diverge. Nous reviendrons sur ces deux divergences de l’énergie cinétique
et de l’énergie potentielle lors de notre étude du contact.

2 Le spectre d’excitation d’un condensat

2-1 Resommation du développement de Born

La diagonalisation de l’hamiltonien de Bogoliubov menée aux chapitres
précédents nous a conduit à l’expression de la relation de dispersion pour
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les excitations élémentaires du gaz. Nous avons traité deux cas différents :
pour un potentiel régulier à l’approximation de Born, nous avons trouvé

Pot. régulier (Born) : ~ωk =
[

ǫk

(

ǫk + 2nṼk

)]1/2

(20)

et pour le pseudo-potentiel :

Pseudo-pot. : ~ωk = [ǫk (ǫk + 2ng)]
1/2 avec g =

4π~2a

m
. (21)

Intéressons-nous à la première de ces deux relations, concernant le cas
d’un potentiel régulier. On voit qu’elle fait intervenir la transformée de
Fourier du potentiel Ṽk. Si nous nous limitons à des moments k petits de-
vant 1/b, où b est la portée du potentiel, on peut utiliser

k ≪ 1

b
: Ṽk ≈ Ṽ0 =

4π~2a(1)

m
(22)

où a(1) est la longueur de diffusion, à l’ordre 1 du développement de Born.
Rappelons qu’il n’est légitime de se limiter à ce premier ordre que si la lon-
gueur de diffusion a est très petite devant la portée b, soit 1

b ≪ 1
a . En fait,

comme nous l’avons expliqué au chapitre précédent, il est possible d’al-
ler plus loin dans le développement de Born et de resommer toute sa série
(BELIAEV 1958a ; BELIAEV 1958b). Cela impose d’aller au-delà de l’hamilto-
nien de Bogoliubov : pour étudier l’interaction entre un atome d’impulsion
~k et un atome du condensat d’impulsion nulle, il faut prendre en compte
le passage par un état virtuel où les deux atomes ont pour impulsion k1,k2

avec k = k1 + k2 :

k, N − 1 : 0 −→ k1,k2, N − 2 : 0 −→ k, N − 1 : 0 (23)

ce qui n’est possible que par l’action de termes comme a†k1
a†k2

aka0 pour
la première flèche et a†ka

†
0ak1

ak2
pour la seconde. Ces termes, qui ne

contiennent qu’un opérateur a0 ou a†0, ont été négligés quand on a restreint
l’hamiltonien à N corps à son approximation quadratique.

Une fois cette resommation effectuée, on arrive alors à une expression
formellement identique à celle obtenue dans le cas du pseudo-potentiel en
(21). La contrainte a ≪ b n’a plus de raison d’être si tous les termes du

ω

ω π

FIGURE 9. Gauche : Image d’un nuage atomique après un pulse de Bragg. Le
nuage diffracté se déplace dans le sens des x > 0 . Droite : courbe de résonance.
Les deux types de symboles correspondent à des nuages diffractés se déplaçant dans
le sens x > 0 ou x < 0. Figure extraite de STEINHAUER, OZERI et al. (2002).

développement de Born sont pris en compte (à condition que ce dévelop-
pement converge, bien sûr) et on arrive pour le potentiel régulier au même
résultat que celui obtenu pour le pseudo-potentiel :

k ≪ 1

a
,
1

b
: ~ωk = [ǫk (ǫk + 2ng)]

1/2
. (24)

2-2 Mesure du spectre de Bogoliubov

Nous décrirons ici brièvement la mesure quantitative du spectre de Bo-
goliubov faite par STEINHAUER, OZERI et al. (2002) [voir aussi cours 2016].
Cette expérience repose sur la spectroscopie de Bragg, que nous avons
déjà décrite au chapitre précédent. Rappelons que cette technique expé-
rimentale consiste à étudier la réponse linéaire du fluide à une sonde qui
peut transférer un quantum d’impulsion ~q et d’énergie ~ω. Pour les gaz
d’atomes froids, cette sonde est généralement 2 formée par une paire de
faisceaux lumineux de vecteurs d’onde k1 et k2 , les atomes gagnant l’im-
pulsion ~q = ~(k1 − k2) et l’énergie ~ω = ~(ω1 − ω2) dans un processus
"absorption – émission stimulée".

STEINHAUER, OZERI et al. (2002) ont travaillé avec un condensat de ru-
bidium 87, et une paire de faisceaux lumineux dont l’angle varie entre 3
et 130 degrés, ce qui correspond à q entre 0.4 et 15 µm−1. La longueur de

2. voir malgré tout GUARRERA, WÜRTZ et al. (2011) pour un autre type de sonde.
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FIGURE 10. Spectre d’excitation mesuré par spectroscopie de Bragg. La courbe
continue montre la prédiction (24) pour le spectre de Bogoliubov. Figure extraite
de STEINHAUER, OZERI et al. (2002).

cicatrisation est ξ ≈ 0.25µm, de sorte que qξ varie entre 0.1 (régime phono-
nique) et 4 (régime de particules libres). Un exemple typique de résultat est
montré en figure 9 pour q = 2.8µm−1. Cette image prise après un temps
de vol montre clairement la (faible) fraction des atomes excités par le pulse
lumineux, à la droite du condensat.

Si l’on suppose que le signal observé correspond à la création d’une
seule excitation élémentaire pour chaque processus de Bragg élémentaire
(nous reviendrons sur cette hypothèse plus loin), la courbe de résonance de
ces processus donne directement accès à la relation de dispersion recher-
chée ωq . Un exemple de résultat est montré en figure 10. L’accord avec la
prédiction de Bogoliubov (24) est remarquable, aussi bien dans le régime
phononique que dans celui des particules libres.

On peut s’interroger sur l’effet des termes LHY, donc au-delà du champ
moyen, sur ce type de spectre d’excitation. Dans le cas phononique, ces ef-
fets vont modifier la vitesse du son dans le condensat. Partons de la relation

générale

c =

√

1

m

(

∂P

∂n

)

S

, (25)

où la dérivée est prise à entropie constante, c’est-à-dire pour l’état fonda-
mental dans le cas qui nous intéresse ici. La pression P a été donnée en (9)
et on en déduit :

c =

√

gn

m

[

1 +
8√
π

√
na3 + . . .

]

. (26)

Ce résultat coïncide avec celui trouvé par Beliaev par la méthode des fonc-
tions de Green [voir aussi MOHLING & SIRLIN (1960)]. Dans le régime de
particules libres kξ ≫ 1 (mais ka≪ 1), MOHLING & SIRLIN (1960) écrivent
la relation de dispersion d’une excitation sous la forme

ξ−1 ≪ k ≪ a−1 : ~ω(k) ≈ ǫk + 2gn− µ, (27)

où µ est le potentiel chimique du condensat donné en (10). L’interpréta-
tion physique de (27) est en ligne avec celle proposée plus haut dans ce
régime : cette relation représente la différence entre l’énergie de la parti-
cule dans son état final, ǫk + 2gn, non modifiée par les termes au-delà du
champ moyen à cet ordre du calcul 3, et l’énergie à fournir pour extraire
une particule du condensat, c’est-à-dire le potentiel chimique µ. Pour cha-
cun de ces deux régimes, phononique et particule libre, il semble difficile
de détecter les effets au-delà du champ moyen dans un gaz de Bose en
interaction faible, compte tenu de la précision des mesures.

2-3 Expériences de Boulder et Cambridge : q & 1/a

En utilisant respectivement du rubidium 85 et du potassium 39, PAPP,
PINO et al. (2008) et LOPES, EIGEN et al. (2017) ont étendu la mesure de
la réponse d’un condensat par spectroscopie de Bragg à des valeurs beau-
coup plus grandes de a, en profitant de l’existence d’une résonance de Fe-
shbach pour ces espèces atomiques.

Les résultats de PAPP, PINO et al. (2008) sont montrés en figure 11. La fi-
gure du haut montre l’écart ~ωq−ǫq en fonction de la longueur de diffusion

3. Cela peut se comprendre qualitativement en notant que c’est le domaine k . 1/ξ qui
contribue essentiellement à l’intégrale conduisant à l’énergie LHY.
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FIGURE 11. Haut : spectroscopie de Bragg d’un condensat de 85Rb, où l’on repré-
sente la fréquence de résonance ωres/2π mesurée après soustraction de la fréquence
"à une particule" ǫq/h. Les symboles ouverts correspondent aux mesures directes
et les symboles fermés sont les données corrigées, une fois la contribution de la
partie thermique du nuage prise en compte. Les lignes correspondent à différentes
modélisations théoriques. Bas : largeur de la résonance de Bragg donnant accès, au
moins qualitativement, à la durée de vie des excitations. Figure extraite de PAPP,
PINO et al. (2008).

a. Dans le régime qξ ≫ 1, le spectre de Bogoliubov (24) prédit ~ωq−ǫq ≈ gn,
c’est-à-dire une variation linéaire de cet écart avec a, ce qui ne correspond
pas aux observations.

Ce type d’expérience a été repris sur une plus grande plage de valeurs
de qa par LOPES, EIGEN et al. (2017). Dans cette expérience, trois valeurs
de q ont été utilisées, correspondant à trois orientations relatives possibles
des vecteurs k1 et k2. Un exemple de résonance est montré en figure 12. Les
résultats pour différentes valeurs de a et de q sont regroupés 4 en figure 13.

4. Pour cette série de données, la valeur maximale du petit paramètre
√
na3 est de l’ordre

(a) (b)

FIGURE 12. Gauche : image d’un nuage d’atomes de 39K après spectroscopie de
Bragg. Le nuage en bas de la figure correspond au condensat initial. Le nuage plus
petit en haut de la figure correspond aux atomes diffractés, ayant gagné l’impul-
sion ~q. Droite : exemple d’une courbe de résonance permettant de déterminer
ωres(q). La ligne tiretée donne la position de la résonance "nue" : ~ω = ǫq . Figure
extraite de LOPES, EIGEN et al. (2017).

La quantité tracée est

α = qa
~ωres(q)− ǫq

gn
(28)

et les résultats expérimentaux sont remarquablement bien ajustés par la
loi :

α = qa
(

1− π

4
qa
)

, (29)

qui conduit à une annulation de α en qa = 4/π ≈ 1.3. En ce point, la
fréquence de résonance pour le processus de Bragg est égale à la fréquence
à un atome, ǫq/h.

Nous allons expliquer la raison d’être de ce choix de la loi quadratique
(29) en § 2-5, mais remarquons tout de suite qu’elle n’est pas compatible
avec le spectre d’excitation à une particule de Bogoliubov (24), qui prédit
~ωq = ǫq + gn, et donc la loi linéaire α = qa tracée en ligne droite tiretée
sur la figure 13.

de 0.05.
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(b)

FIGURE 13. Positions des résonances ωres(q) en fonction de qa pour trois valeurs
de q différentes, avec α définie en (28). La courbe en trait plein représente la prédic-
tion (29) basée sur la formule de Feynman (cf. § 2-5). La droite tiretée représente la
prédiction pour une excitation élémentaire de Bogoliubov α = qa. Figure extraite
de LOPES, EIGEN et al. (2017).

2-4 Retour vers l’approche de Beliaev

Une première piste pour expliquer les résultats expérimentaux de Boul-
der et Cambridge est fournie par l’approche de Beliaev, qui a récemment
été généralisée à une valeur arbitraire de na3 par HOFMANN & ZWERGER

(2017) en utilisant la technique OPE (Operator Product Expansion). Nous al-
lons donner ici quelques éléments pour explorer cette piste, pour conclure
qu’elle ne peut à elle seule expliquer les résultats expérimentaux.

Dans son article déjà cité plus haut, BELIAEV (1958b) explique comment
prendre en compte à tous les ordres en V l’interaction entre l’excitation
élémentaire d’impulsion ~k et un atome du condensat d’impulsion nulle.
Cette resommation du développement de Born fait apparaître notamment
l’amplitude de diffusion f(kr) entre les deux partenaires, avec l’impulsion
relative kr = k/2. En supposant que a est grand devant la portée effective,

on a [cf. cours 2021] :

f(kr) ≈
−a

1 + ikra
. (30)

À basse énergie, k ≪ 1/a et on trouve f(kr) ≈ −a, ce qui conduit au
spectre de Bogoliubov donné en (24). En revanche, quand kr devient com-
parable à 1/a, les corrections liées au dénominateur de (30) deviennent
significatives. Beliaev montre que le spectre d’excitation est relié à la partie
réelle de f(kr) qui est modifiée comme :

Re [f(0)] = −a −→ Re [f(kr)] =
−a

1 + (ka/2)
2 . (31)

Plus précisément, le bilan d’énergie déjà mentionné dans le régime 5 kξ ≫
1 devient :

~ωk = (ǫk + 2 gn)− gn −→ ~ωk =

(

ǫk +
2 gn

1 + (ka/2)
2

)

− gn (32)

Cette prédiction constitue une déviation significative par rapport à la
relation de dispersion de Bogoliubov (24). En particulier, on voit que la dif-
férence ~ωk−ǫk peut désormais s’annuler et changer de signe. Toutefois, le
point d’annulation ne correspond pas à ce qui a été mesuré à Cambridge :
selon (32), il devrait se produire pour ka = 2, alors qu’on le trouve expé-
rimentalement autour de ka = 1.3. Le même type de désaccord se produit
quand on cherche à ajuster les données de l’expérience de Boulder avec la
loi (32) (HOFMANN & ZWERGER 2017).

Durée de vie des excitations. L’analyse de Beliaev permet également de
calculer la durée de vie τ d’une excitation élémentaire à partir de la partie
imaginaire de l’amplitude de diffusion (30). Cette durée de vie correspond
à un processus dans lequel une excitation se désintégre en deux excitations
de plus basse énergie. Dans le régime de particules libres, cela peut corres-
pondre simplement au processus de collision élastique entre la particule

5. Nous ne donnerons pas ici l’expression générale trouvée par BELIAEV (1958b) [cf. eq.
(4.7) de cet article]. RONEN (2009) a étudié en détail comment adapter ce résultat général au
cas d’un potentiel d’interaction entre atomes [voir aussi HOFMANN & ZWERGER (2017)].
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d’impulsion ~k et un atome du condensat

(~k) + (0) −→ (~k1) + (~k2) (33)

avec |k1|, |k2| < |k|. Le résultat de ces collisions en onde s est clairement
visible sur la figure 12 et il conduit à la durée de vie (MOHLING & SIRLIN

1960 ; HOFMANN & ZWERGER 2017) :

1/ξ ≪ k . 1/a : τ−1 ∼ n(8πa2)
~kr
m

=
gn

~
ka. (34)

On note que pour avoir une mesure de la résonance avec une précision au
moins égale à gn (nécessaire pour discriminer entre ~ωk et ǫk), le temps de
mesure doit être au moins égal à ~/gn, ce qui est comparable à la durée de
vie τ d’une excitation quand ka ∼ 1. Une description précise du processus
de mesure de Bragg dans le régime de haute énergie devrait donc prendre
en compte cette durée de vie finie.

2-5 La formule de Feynman

FEYNMAN (1954) a développé une approche puissante pour étudier le
spectre d’excitation qui nous intéresse ici. Cette approche fournit le centre
de gravité de la raie d’absorption :

ω̄(q) =

∫ +∞

−∞
ω Γ(q, ω) dω

∫ +∞

−∞
Γ(q, ω) dω

(35)

en le mettant sous la forme

~ω̄(q) =
ǫq
S(q)

(36)

avec comme toujours ǫq = ~
2q2/2m et le facteur de structure statique S(q)

donné par :

S(q) = 1 + n

∫

[g2(r)− 1] e−iq·r d3r (37)

La fonction de corrélation spatiale g2(r) donne la densité de probabilité
pour trouver deux particules séparées de la distance r au sein du fluide.

Elle se calcule à partir de :

g2(r) =
1

n2
〈Ψ̂†(0) Ψ̂†(r) Ψ̂(r) Ψ̂(0)〉. (38)

Cette fonction caractérise les fluctuations de densité du fluide, en parti-
culier un éventuel groupement ou dégroupement de particules, et elle est
normalisée de sorte qu’elle tend vers 1 quand r → ∞.

La démonstration de la formule de Feynman pour le problème qui nous
intéresse est détaillée dans l’appendice de ce chapitre. Nous en indiquons
ici les ingrédients principaux. Nous considérons un fluide quantique à N
particules que l’on soumet à une perturbation dépendant du temps de ma-
nière monochromatique :

V̂ (t) = V̂ (+) e−iωt + H.c. (39)

où l’opérateur V̂ (+) transfère l’impulsion ~q à une des particules du fluide :

V̂ (+) = ~κ

N
∑

j=1

eiq·r̂j . (40)

À l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations, on peut utiliser la règle
d’or de Fermi pour évaluer la probabilité par unité de temps Γ(q, ω) pour
que le fluide absorbe un quantum d’impulsion ~q et d’énergie ~ω. Le calcul
du numérateur de (35) donne alors le résultat exact

N (q) = 2πκ2N
~q2

2m
, (41)

qui ne fait donc pas intervenir la force des interactions présentes dans le
système 6. Le dénominateur s’écrit quant à lui :

D(q) = 2πκ2N S(q) (42)

d’où l’expression (36) pour ω̄(q).

6. Ce résultat est connu sous le nom de règle de somme f (en anglais f -sum rule) ou en-
core relation de Thomas–Reiche–Kuhn. Cette terminologie provient de la physique atomique et
elle concerne la somme algébrique des forces d’oscillateurs (notées f ) des transitions électro-
niques – absorption ou émission de photon – dans un atome.
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La détermination du facteur de structure S(q) nécessite la connaissance
de la fonction g2(r), qui a été calculée par LEE, HUANG et al. (1957) dans
le cadre de l’approche de Bogoliubov. Ce calcul est lui aussi détaillé en
appendice et nous nous contenterons ici de donner le comportement de
g2(r) au voisinage de r = a, puisque c’est la valeur de S(q) pour q ∼ 1/a
qui nous intéresse in fine. LEE, HUANG et al. (1957) trouvent au voisinage
de 0 :

r ≪ ξ : g2(r) =
(

1− a

r

)2

+O(a/ξ). (43)

Quand on développe le carré pour former la quantité g2(r) − 1, on trouve
les termes dominants −2a/r et a2/r2 dont les transformées de Fourier sont
respectivement proportionnelles à −1/q2 et à 1/q. On arrive alors au fac-
teur de structure (cf. appendice) :

qξ ≫ 1 : S(q) ≈ 1− 1

q2ξ2
+

2π2na2

q
= 1− 1

q2ξ2

(

1− π

4
qa
)

(44)

Il ne reste plus qu’à injecter ce résultat dans la formule de Feynman (36)
pour en déduire le centre de gravité de la raie :

qξ ≫ 1 : ~ω̄(q) ≈ ǫq

[

1 +
1

q2ξ2

(

1− π

4
qa
)

]

. (45)

Ce résultat est celui tracé en trait continu sur la figure 13 donnant les résul-
tat de l’expérience de LOPES, EIGEN et al. (2017) :

α = qa
~ω̄(q)− ǫq

gn
= qa

(

1− π

4
qa
)

. (46)

et il semble en excellent accord avec les données expérimentales.

2-6 Problème résolu ?

À première vue, l’accord entre les données expérimentales et la pré-
diction (45) issue de la formule de Feynman semble résoudre le problème
de l’interprétation des données expérimentales de Boulder et Cambridge.
Mais nous allons voir que la situation n’est pas si claire.

ω

Γ(q, ω)

Γ
(1)(q, ω)

Γ
(2)(q, ω)

ω
q

FIGURE 14. Allure générique du spectre à deux composantes attendu dans une
analyse du processus de diffraction de Bragg abordé par la règle d’or de Fermi.

Une première question qui se pose est d’accorder cette prédiction avec
le spectre (32) prédit par l’approche de Beliaev. Dans la mesure où le
spectre (32) porte sur la relation de dispersion d’une excitation élémentaire
alors que le résultat de Feynman concerne le centre de gravité de la raie,
l’écart entre les deux prédictions est possible mais il mérite d’être explicité.
Pour cela, le plus simple est de revenir à l’opérateur V̂ (+) qui décrit l’exci-
tation du système lors de la diffraction de Bragg. Cet opérateur est donné
en (40) et il s’écrit en seconde quantification :

V̂ (+) = ~κ
∑

k

a†k+qak. (47)

Quand on réécrit les opérateurs ak a
†
k en fonction des opérateurs a0 ≈ a†0 ≈√

N0 et des opérateurs bk, b
†
k pour k 6= 0, on voit apparaître au même ordre

en ~κ :

— Un terme dominant, proportionnel à
√
N0, correspondant à la création

d’une seule excitation d’impulsion q avec l’énergie ~ωq .

— Un second terme correspondant à la création d’une paire d’excitations
(k1,k2), d’impulsion totale k1 + k2 = q.

Cette structure en simple et double excitation est décrite en détail par
GRIFFIN (1993). Pour le problème qui nous intéresse ici, nous en déduisons
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la forme de Γ(q, ω) :

Γ(q, ω) = Γ(1)(q, ω) + Γ(2)(q, ω), (48)

où Γ(1) est un pic étroit, centré sur la fréquence ωq d’une excitation élé-
mentaire et Γ(2) correspond à un piédestal beaucoup plus large. Une repré-
sentation (schématique !) de ce spectre est donnée en figure 14, la formule
de Feynman correspondant au centre de gravité de la somme de ces deux
composantes.

Il reste maintenant à comprendre pourquoi les expériences de Boulder
et Cambridge seraient sensibles plutôt au centre de gravité de cette raie à
double structure, plutôt qu’au pic central. À notre connaissance, cette ques-
tion est ouverte 7. Le problème de l’interprétation des résultats expérimen-
taux est rendu encore plus complexe par le fait que cette séparation entre
processus à simple et double excitation n’est pas forcément pertinente au
plan pratique : nous avons vu en effet que sur la durée de l’expérience,
une excitation élémentaire avait une probabilité tout à fait significative de
se désintégrer en deux excitations de plus faible énergie...

3 Mélanges et gouttelettes quantiques

3-1 Position du problème

Dans les expériences que nous venons de décrire, l’énergie LHY était
une petite correction à l’énergie dominante de champ moyen et elle n’in-
tervenait que très peu dans la forme d’équilibre du gaz dans son état fon-
damental. Cela est dû bien sûr au critère de validité na3 ≪ 1 du calcul
LHY. Comme nous l’avons expliqué plus haut [cf. (7)], ce critère est incon-
tournable quand on prend en compte la nécessité d’atteindre l’équilibre en
un temps suffisamment court pour que les pertes à trois corps soient négli-
geables. En dépit de cette contrainte, nous souhaitons aborder ici la ques-
tion suivante : existe-il des situations où l’énergie LHY, malgré la petitesse
de na3, joue un rôle déterminant dans l’équilibre et dans la dynamique du
gaz?

7. Je remercie Johannes Hoffmann, Raphael Lopes et Willi Zwerger pour des nombreux
échanges sur ce sujet.

Puisque la contribution LHY ne peut pas être amenée à une valeur
"standard" de l’énergie de champ moyen gn, l’autre option pour que les
deux termes soient comparables est d’abaisser l’énergie de champ moyen.
C’est l’idée mise en avant par PETROV (2015), et basée sur un mélange
de deux fluides. Le principe est de partir d’une situation où l’énergie de
champ moyen pour chacun des fluides pris séparément est positive (ré-
pulsion intra-espèce), alors que l’énergie de champ moyen décrivant l’in-
teraction entre les deux fluides est négative (attraction intra-espèce). On
peut alors aboutir à un régime où la somme des énergies de champ moyen
est quasi-nulle : l’énergie LHY devient déterminante pour calculer la forme
d’équilibre du fluide. Nous allons voir que cet équilibre correspond à un
état "liquide", avec une densité indépendante du nombre de particules. On
parle donc de gouttelettes quantiques.

Une autre méthode pour abaisser l’énergie de champ moyen au ni-
veau de l’énergie LHY est apparue quasi-simultanément à la proposition
de PETROV (2015). Elle revient à ajouter un terme supplémentaire aux éner-
gies de champ moyen et LHY décrivant les interactions en onde s, ce terme
provenant de l’interaction dipôle-dipôle magnétique. Cette approche a
été poursuivie expérimentalement par les groupes de Stuttgart (FERRIER-
BARBUT, KADAU et al. 2016 ; SCHMITT, WENZEL et al. 2016) et d’Innsbruck
(CHOMAZ, BAIER et al. 2016). Ces études ont ensuite débouché sur l’obser-
vation d’états supersolides dans ces deux groupes (BÖTTCHER, SCHMIDT

et al. 2019 ; CHOMAZ, PETTER et al. 2019) ainsi qu’à Florence (TANZI,
LUCIONI et al. 2019). Nous renvoyons les lecteurs intéressés vers les ar-
ticles de revue récents de FERRIER-BARBUT (2019) et BÖTTCHER, SCHMIDT

et al. (2021).

3-2 Stabilité d’un mélange binaire (chp. moyen)

Nous allons nous intéresser dans ce qui suit à la proposition de PETROV

(2015), qui est basée sur un mélange binaire de deux fluides quantiques.
Pour commencer, nous allons discuter la stabilité d’un tel mélange au ni-
veau de l’énergie de champ moyen. Nous notons 1 et 2 les deux compo-
santes du mélange, qui peuvent correspondre à deux espèces atomiques
différentes de masse m1 et m2, ou bien à la même espèce atomique
mais avec deux états internes différents. Nous notons g11 et g22 les pa-
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ramètres d’interaction de champ moyen intra-espèces et g12 le couplage
inter-espèce. Nous prendrons pour simplifier m1 = m2.

Nous supposerons que les couplages g11 et g22 sont positifs, c’est-à-dire
que chaque composante prise séparément est stable. En revanche, nous ne
faisons aucune hypothèse à ce stade sur la valeur de g12. Nous verrons
plus loin que la situation favorable correspond au cas où g12 est négatif et
approximativement égal à −(g11g22)

1/2.

Nous allons nous intéresser à la stabilité du mélange selon deux cri-
tères :

— Il ne doit pas y avoir de démixtion, c’est-à-dire que l’énergie du mé-
lange doit être plus basse que l’énergie du système avec des phases
séparées.

— Le système doit être stable, c’est-à-dire qu’il ne doit pas s’effondrer sur
lui-même.

Commençons par évaluer l’énergie de la phase avec démixtion, où l’es-
pèce i occupe un volume Vi, avec V1 + V2 = V où V est le volume total
accessible. On a

Edemix = g11
N2

1

2V1
+ g22

N2
2

2V2
(49)

où nous avons négligé l’énergie (non extensive) résultant de la tension de
surface entre les deux phases. La minimisation de cette énergie vis-à-vis de
V1 (à volume total V constant) conduit à l’équilibre des pressions 1

2g11n
2
1 =

1
2g22n

2
2 et on arrive à l’énergie minimale de cette phase séparée :

Edemix = g11
N2

1

2V
+ g22

N2
2

2V
+

√
g11g22

N1N2

V
. (50)

Considérons maintenant la phase mélangée, où chaque espèce occupe
tout le volume V accessible. Son énergie de champ moyen est donc

Emix = g11
N2

1

2V
+ g22

N2
2

2V
+ g12

N1N2

V
. (51)

La comparaison avec l’énergie de la phase séparée (50) donne immédiate-
ment le critère :

Miscibilité si : g12 <
√
g11g22 (52)

g12

−√
g11g22 +

√
g11g22

collapse mélange homogène démixtion

FIGURE 15. Les trois scénarios possibles selon la valeur de g12.

Intéressons-nous maintenant à la stabilité de cette phase mélangée. Il
faut que pour tout couple N1, N2, l’énergie (51) soit positive. Si ce n’était
pas le cas, on pourrait abaisser l’énergie (c’est-à-dire la faire tendre vers
−∞) en prenant un volume V → 0, ce qui correspond à un effondrement
du système sur lui-même. En réécrivant l’énergie Emix sous la forme

Emix =
1

2V
(
√
g11N1 −

√
g22N2)

2
+

1

V
(
√
g11g22 + g12)N1N2, (53)

on constate que l’énergie sera toujours positive si et seulement si

Stabilité si : −√
g11g22 < g12 (54)

Pour continuer l’analyse, plaçons-nous pour simplifier sur la ligne
"minimisante" qui annule le premier terme de (53), c’est-à-dire avec des
nombres d’atomes N1 et N2 choisis tels que :

√
g11N1 =

√
g22N2 ⇔ N1 = N

√
g22√

g11 +
√
g22

, N2 = N

√
g11√

g11 +
√
g22

.

(55)
L’énergie de champ moyen s’écrit alors (PETROV 2015) :

Emix =
1

2
δg
N2

V
(56)

avec

δg = 2 (
√
g11g22 + g12)

√
g11g22

(√
g11 +

√
g22
)2 . (57)

Si on choisit g12 très proche de −√
g11g22 (i.e. juste au bord de la frontière

du collapse de la figure 15), le paramètre δg est petit. L’énergie (56) a donc
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la structure d’une énergie de champ moyen pour un gaz à une composante,
mais avec une valeur du coefficient de couplage δg très réduite par rapport
aux systèmes 1 et 2 de départ. C’est précisément l’effet recherché pour que
l’énergie LHY puisse jouer un rôle déterminant.

On peut prolonger cette étude en calculant le spectre d’excitation du
mélange homogène. Supposons que g11 = g22 ≡ g et N1 = N2 pour simpli-
fier l’écriture du résultat. TIMMERMANS (1998) obtient dans ce cas les deux
branches d’excitation :

ω2
±(k) = ω2(k)± |g12|

g
c2k2 (58)

où c désigne la vitesse du son dans chacun des condensats pris séparément.
Ces deux branches correspondent à l’excitation d’ondes de densité totale
(oscillation de n1 + n2) et d’ondes de "spin" (oscillation de n1 − n2). Dans
la limite des faibles k, on trouve donc deux branches linéaires

ω±(k) = ck

(

1± |g12|
g

)1/2

, (59)

qui sont toutes deux réelles si et seulement le critère de stabilité (54) est sa-
tisfait. Quand ce n’est pas le cas, l’examen de (58) permet de déterminer le
nombre d’onde k qui conduit à la plus grande partie imaginaire de ω±(k),
et donc à l’instabilité maximale.

3-3 L’énergie LHY pour un mélange

L’énergie LHY pour un mélange a été calculée par LARSEN (1963) et
MINARDI, ANCILOTTO et al. (2019). Dans le cas homonucléaire m1 = m2,
cette énergie s’écrit :

ELHY =
8V

15π2

m3/2

~3
(g11n1)

5/2
f

(

g212
g11g22

,
g22n2
g11n1

)

(60)

où la fonction sans dimension f(x, y) définie par

f(x, y) =
1

25/2

∑

±

[

1 + y ±
√

(1− y)2 + 4xy
]5/2

(61)

est en pratique d’ordre unité. Au voisinage du point d’instabilité g12 =
−√

g11g22, on a x ≈ 1 de sorte que cette énergie s’écrit :

g12 ≈ −√
g11g22 : ELHY =

8

15π2

m3/2

~3

(g11N1 + g22N2)
5/2

V 3/2
. (62)

Pour un mélange dans la proportion N2/N1 =
√

g11/g22 définie en (55),
cette énergie se simplifie pour donner

ELHY =
8

15π2

m3/2

~3

(ḡN)
5/2

V 3/2
avec ḡ =

√
g11g22 (63)

c’est-à-dire l’énergie LHY d’un gaz à une composante de constante de cou-
plage ḡ [cf. (1)]. L’énergie LHY n’est donc pas réduite significativement au
voisinage du point d’instabilité g12 = −√

g11g22, contrairement à l’énergie
de champ moyen (56).

3-4 Stabilisation de gouttelettes

Pour former un édifice stabilisé par l’énergie LHY, PETROV (2015) a sug-
géré d’ajuster la valeur du couplage inter-espèces g12 au voisinage de la
zone de collapse de la figure 15, en se plaçant dans la région instable. Si
elle était seule, l’énergie de champ moyen (56) conduirait alors à un effon-
drement du gaz sur lui-même, puisque δg est négatif. Deux termes peuvent
a priori venir s’opposer à cet effondrement. Pour les estimer, notons V = ℓ3

le volume effectif occupé par le fluide à l’équilibre. Ces deux termes sont

— le terme d’énergie cinétique

Ecin ≈ N~
2

2mℓ2
=

N~
2

2mV 2/3
(64)

qui est une contribution à une particule correspondant à l’énergie né-
cessaire pour confiner une particule dans un domaine de taille ℓ ;

— le terme LHY calculé ci-dessus en (63).

Ces deux contributions positives augmentent quand le nuage se contracte
et peuvent donc effectivement contrebalancer le terme de champ moyen.
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1/V2/3

−1/V

E(V )

V

/ 1/3

FIGURE 16. Compétition entre le terme de champ moyen (56) et le terme d’énergie
cinétique (64) pour un nuage 3D. L’équilibre signalé par la flèche est instable.

/ 2/3

1/V

(V )

V

/ 1/3

≡
N

∼ (
δg

)
N

E(V )

V

−1/V

1/V3/2

FIGURE 17. Compétition entre le terme de champ moyen (56) et le terme LHY
(63). L’équilibre signalé par la flèche est stable.

Pour simplifier la discussion, nous allons passer en revue l’action sépa-
rée de chacun de ces deux termes face au terme de champ moyen. Si on ne
prend en compte que l’énergie cinétique et le terme de champ moyen, le
volume d’équilibre du fluide V doit minimiser

Ecin+MF(V ) =
N~

2

2mV 2/3
− |δg|N2

2V
. (65)

Cette fonction de V est tracée sur la figure 16 et le point stationnaire qui
apparaît est clairement instable pour notre problème à trois dimensions 8.
L’équilibre recherché ne peut donc pas se produire en pratique.

Si on ne prend en compte que le terme LHY et le terme de champ
moyen, le volume d’équilibre doit minimiser

ELHY+MF(V ) = γ
m3/2

~3

(ḡN)
5/2

V 3/2
− |δg|N2

2V
avec γ =

8

15π2
. (66)

Cette fonction est tracée sur la figure 17 et elle conduit à un minimum
stable : l’énergie LHY peut donc effectivement empêcher l’effondrement
du gaz sur lui-même que le champ moyen tend à provoquer. Plus préci-
sément, on trouve que ce minimum correspond à une densité n = N/V
donnée à un coefficient numérique près par :

n ā3 ∼
( |δg|

ḡ

)2

avec ḡ =
4π~2ā

m
. (67)

On arrive donc au résultat important suivant : le volume d’équilibre est
tel que la densité au sein de la gouttelette n = N/V est indépendante
du nombre d’atomes. Cela correspond à la définition d’un liquide, c’est-
à-dire un état à la fois fluide et presque incompressible [ce dernier point
est confirmé par l’étude des modes de vibration de la gouttelette (PETROV

2015)]. On note par ailleurs que cette densité vérifie bien le critère de vali-
dité de l’approximation de Bogoliubov nā3 ≪ 1, si on prend soin de garder
|δg| petit devant la valeur typique ḡ du coefficient de couplage.

En pratique, il convient bien sûr de prendre en compte simultanément
les termes d’énergie cinétique et LHY pour étudier quantitativement la

8. La situation serait différente à 1D où le terme de champ moyen varierait comme
−|δg|N2/2ℓ. On retrouverait alors la situation bien connue qui conduit à la formation de
solitons. La transition entre ces solitons et les gouttelettes que nous étudions ici est discutée
par CHEINEY, CABRERA et al. (2018).
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gas

droplet

(c)

FIGURE 18. Évolution d’un gaz de 39K dans l’espace libre pour un mélange des
deux états hyperfins |F = 1,m = 0〉 et |F = 1,m = −1〉. Rangée du haut :
expansion (régime gazeux) obtenue pour |δg| très petit, l’énergie cinétique jouant
alors un rôle significatif ; rangée du bas : régime de gouttelette obtenu pour |δg|
plus grand et résultant essentiellement de la compétition entre énergie de champ
moyen et énergie LHY. Les images sont prises à t = 0, 2, . . . , 10ms. Le nombre
d’atomes initial dans la gouttelette est de l’ordre de 200 000 et la taille r.m.s. de
l’ordre de 2µm. Le rapport N1/N2, de l’ordre de 0.7, est en bon accord avec la
prédiction théorique. Figure tirée de SEMEGHINI, FERIOLI et al. (2018).

compétition avec l’énergie négative de champ moyen. Toutefois, pour les
grands nombres d’atomes, l’énergie cinétique joue un rôle faible et la pré-
diction (67) peut être utilisée en bonne approximation.

Nous ne décrirons pas ici l’observation expérimentale de ces goutte-
lettes puisque ce sujet sera détaillé dans le séminaire et l’atelier du 15 avril
prochain. Signalons simplement que ces gouttelettes ont été observées en
absence totale de confinement par SEMEGHINI, FERIOLI et al. (2018) à Flo-
rence et GUO, JIA et al. (2021) à Beijing, les expériences du groupe de Ta-
ruell à Barcelone étant réalisées dans un confinement à une ou deux di-
mensions (CABRERA, TANZI et al. 2018 ; CHEINEY, CABRERA et al. 2018).
Un exemple de résultat du groupe de Florence est montré en figure 18.

Appendice

Démonstration de la relation de Feynman

Nous partons de la perturbation dépendant du temps V̂ (t) =
V̂ (+) e−iωt +H.c. qui vient sonder la densité du fluide à un vecteur d’onde

particulier q :

V̂ (+) = ~κ

∫

n̂(r)eiq·r d3r (68)

où l’opérateur n̂(r) est associé à la densité spatiale au point r : n̂(r) =
∑N

j=1 δ (r − r̂j). L’opérateur V̂ (+) s’écrit donc :

V̂ (+) = ~κ
∑

j

eiq·r̂j . (69)

La probabilité par unité de temps pour exciter le système en supposant
qu’il est initialement dans son état fondamental |ψ0〉 est donnée par la règle
d’or de Fermi :

Γ(q, ω) =
2π

~

∑

f

∣

∣

∣〈ψf |V̂ (+)|ψ0〉
∣

∣

∣

2

δ(Ef − E0 − ~ω) (70)

et on définit la fréquence moyenne ω̄ comme

ω̄(q) =

∫ +∞

−∞
ω Γ(q, ω) dω

∫ +∞

−∞
Γ(q, ω) dω

=
N (q)

D(q)
(71)

où en fait seules les fréquences positives contribuent à Γ puisque le système
est initialement dans son état fondamental.

Calcul du numérateur N (q). L’intégrale sur ω s’écrit :

N (q) =
2π

~3

∑

f

〈ψ0|V̂ (−)|ψf 〉 〈ψf |V̂ (+)|ψ0〉 (Ef − E0)

=
2π

~3

∑

f

〈ψ0|V̂ (−)|ψf 〉 〈ψf |
[

Ĥ, V̂ (+)
]

|ψ0〉 (72)

ou encore

N (q) =
2π

~3
〈ψ0| V̂ (−)

[

Ĥ, V̂ (+)
]

|ψ0〉

= −2π

~3
〈ψ0|

[

Ĥ, V̂ (−)
]

V̂ (+) |ψ0〉 (73)
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Du fait de l’isotropie du système, le résultat pour N (q) est égal à celui pour
N (−q). Puisque la substitution q → −q correspond à l’échange de V̂ (+) et
de V̂ (−), on en déduit que N (q) est égal à

N (q) =
π

~3
〈ψ0|

[

V̂ (−),
[

Ĥ, V̂ (+)
]]

|ψ0〉. (74)

L’hamiltonien du gaz s’écrit :

Ĥ =
∑

j

p̂
2
j

2m
+

1

2

∑

i 6=j

v(r̂ij). (75)

Par conséquent, seul le terme d’énergie cinétique possède un commutateur
non nul avec les opérateurs V̂ (±). Nous trouvons :
[

Ĥ, V̂ (+)
]

=
~κ

2m

∑

j

[

p̂
2
j , e

iq·r̂j
]

=
~
2κ

2m

∑

j

q ·
(

p̂j e
iq·r̂j + eiq·r̂j p̂j

)

(76)

et
[

V̂ (−),
[

Ĥ, V̂ (+)
]]

=
~
4κ2

m
Nq2 (77)

de sorte qu’on obtient finalement (41).

Le lien avec la relation de Thomas–Reiche–Kuhn en physique atomique
se fait en notant que pour un atome "à un électron" d’opérateur position x̂
et de masse m, on trouve pour un état propre |m〉 de l’énergie :

∑

n

(En − Em) |〈n|x̂|m〉|2 =
~
2

2m
(78)

La démonstration est très similaire à ce qui précède, les opérateurs V̂ (±)

étant remplacés par x̂.

Calcul du dénominateur D(q). L’intégrale sur ω donne :

D(q) =
2π

~2

∑

f

〈ψ0|V̂ (−)|ψf 〉 〈ψf |V̂ (+)|ψ0〉

=
2π

~2
〈ψ0| V̂ (−) V̂ (+) |ψ0〉

= 2πκ2



N +
∑

i 6=j

〈ψ0|eiq·(r̂i−r̂j)|ψ0〉



 (79)

ce qui conduit à (42).

La fonction de corrélation spatiale g2(r)

Le calcul de la fonction g2(r) pour l’état fondamental du gaz de Bose a
été mené de manière détaillée dans l’article original de LEE, HUANG et al.
(1957). Nous reproduisons ici simplement les grandes lignes de ce calcul,
un peu fastidieux mais sans difficulté notable. Différents aspects du com-
portement de la fonction g2(r) ont été analysés dans les articles plus récents
de NARASCHEWSKI & GLAUBER (1999) et HOLZMANN & CASTIN (1999).

Cette fonction de corrélation g2 s’écrit comme le carré de la norme d’un
vecteur :

g2(r) =
1

n2
‖Ψ̂(r)Ψ̂(0)|0B〉‖2, (80)

où |0B〉 désigne l’état fondamental du gaz, c’est-à-dire le vide d’excitations
de Bogoliubov. Remplaçons les opérateurs champ Ψ̂(0) et Ψ̂(r) par leur
expression en terme des opérateurs de création et de destruction des exci-
tations élémentaires :

Ψ̂(r) =
√
n0 +

1√
L3

∑

k 6=0

eik·r ak

=
√
n0 +

1√
L3

∑

k 6=0

eik·r
(

ukbk − vkb
†
−k

)

. (81)

On constate alors que le vecteur intervenant dans (80) peut contenir 0, 1 ou
2 excitations de Bogoliubov :

Ψ̂(r)Ψ̂(0)|0B〉 =



n0 −
1

L3

∑

k 6=0

ukvk e
−ik·r



 |0B〉

−
√
n0√
L3

∑

k 6=0

vk
(

1 + e−ik·r
)

|1k〉

+
1

L3

∑

paires k,k′

vkvk′

(

e−ik·r + e−ik′·r
)

|1k1k′〉 (82)
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On en déduit la fonction de corrélation 9

g2(r) = [1 + F (r)]
2
+ [1 +G(r)]

2 − 1− 2
n′

n
[F (r) +G(r)] (83)

ou encore

g2(r) = 1 + 2
n0

n
[F (r) +G(r)] + F 2(r) +G2(r) (84)

où nous avons adopté les mêmes notations que LEE, HUANG et al. (1957) :

F (r) =
1

N

∑

k 6=0

v2k eik·r, G(r) = − 1

N

∑

k 6=0

ukvk e
ik·r. (85)

Comportements asymptotiques. LEE, HUANG et al. (1957) donnent les
développements à courte et longue distance de ces fonctions. Au voisinage
de 0, ils trouvent :

r ≪ ξ : F (r) ≈ n′

n
, G(r) ≈ −a

r
+

8√
π

√
na3 (86)

ce qui conduit à

r ≪ ξ : g2(r) =
(

1− a

r

)2

+O(a/ξ). (87)

À grande distance, LEE, HUANG et al. (1957) trouvent :

r ≫ ξ : F (r) ∼ −G(r) ∼ 1

π2nξ

1

r2
(88)

ce qui conduit à
r ≫ ξ : g2(r) ≈ 1 +O

(

r−4
)

. (89)

Le facteur de structure S(q)

Une fois connue la fonction g2, on calcule la transformée de Fourier de
g2(r)− 1 pour déterminer S(q) qui intervient directement dans la formule

9. Notons que l’équation correspondante de l’article de LEE, HUANG et al. (1957) contient
un terme 4n′/n au lieu de 2n′/n en facteur du dernier terme de (83). Cette erreur a été signa-
lée par GARCIA-COLIN (1960).

de Feynman. Pour mener à bien ce calcul, on part de l’expression (84) que
l’on met sous la forme

g2(r) = 1 + g2,a(r) + g2,b(r) (90)

avec

g2,a(r) = 2
n0
n

[F (r) +G(r)] g2,b(r) = F 2(r) +G2(r), (91)

et on pose
S(q) = 1 + Sa(q) + Sb(q) (92)

avec

Sa/b(q) = n

∫

g2,a/b(r) e
−iq·r d3r. (93)

Contribution de g2,a(r). Le calcul de la transformée de g2,a(r) est simple :
dans la mesure où F et G sont elles-mêmes définies en (85) comme les
transformées de Fourier de v2k et −ukvk, on trouve sans calcul :

Sa(q) = −2
n0
n
vq(uq − vq). (94)

À l’approximation n0 ≈ n (déplétion quantique négligée quand
√
na3 ≪

1), nous pouvons remarquer que cette contribution à elle seule conduit au
résultat pour le spectre de Bogoliubov donné en (24)

ǫq
1 + Sa(q)

≈ ǫq
1− 2vq(uq − vq)

= ~ωq. (95)

En particulier, dans la limite qξ ≫ 1, nous avons vu au chapitre précédent
que uq ∼ 1 et vq ∼ 1/2q2ξ2 ≪ uq , de sorte que cette expression se simplifie
pour donner

qξ ≫ 1 : Sa(q) ≈ −n0
n

1

q2ξ2
≈ − 1

q2ξ2
. (96)

Contribution de g2,b(r). Le calcul complet de la transformée de Fourier
de g2,b(r) est plus compliqué et nous allons nous contenter ici de son terme
dominant pour qξ ≫ 1 et

√
na3 ≪ 1. On peut alors montrer que le seul
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terme à prendre en compte provient de la transformée de Fourier deG2(r),
que l’on peut évaluer en utilisant l’expression de G aux petits r donnée en
(86) :

Sb(q) ≈ n

∫

G2(r) e−iq·r d3r ≈ n

∫

a2

r2
e−iq·r d3r =

2π2na2

q
. (97)

Bilan dans le régime qξ ≫ 1. En combinant (92), (96) et (97), on arrive au
résultat (44).
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