Chapitre 3

L'énergie de Lee-Huang-Yang et la déplétion quantique
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Le chapitre précédent a été consacré a la mise en place du formalisme
de Bogoliubov pour un gaz de Bose. Le potentiel d’interaction entre les N
atomes est choisi de la forme

V=Y V(i -7 1)
1<j

et le potentiel binaire V' (r), que I'on suppose a symétrie sphérique pour
simplifier les notations, a pour transformée de Fourier

Vi = /V(T) e ik @3y, ()

V(r) est supposé régulier et suffisamment faible pour que le développe-
ment de Born associé converge. Partant de ’hamiltonien a N corps écrit en
seconde quantification,

. 1 .
H:ZQ{; G/Tkak—f—ﬁ Z Vzlalt’—&-qa/—fk”fqa’k” Qg (3)
k k'.k",q
avec €, = h?k*/2m, nous avons fait une approximation quadratique

consistant (i) a traiter le condensat en k = 0 comme un champ classique
et (ii) ne garder que les termes de degré au plus 2 dans un développement
en puissances des opérateurs création et destruction aL et ai pour k # 0.

Apres cette approximation, I’hamiltonien s’écrit

N 1 - N
H' = SnNVo + H" @)
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avec

f — Z (€k + nd) (akak +al L - k) +nVj (a}ca et ara_ k) (5)
paires
{kv_k}

oun = N/L? désigne la densité spatiale du gaz.

L’hamiltonien H" est constitué d’une somme d’hamiltoniens indépen-
dants, portant chacun sur une paire {+k, —k}. Nous avons montré que
chacun de ces hamiltoniens pouvait étre diagonalisé par une transforma-
tion canonique

n

b, = upar + Ve b_p =ura_p + ’Uk(lL (6)
avec ~
Vi
Uy, = cosh \j vy, = sinh Ay, tanh(2X;) = Yk (7)
€r + Vi
L’hamiltonien H" s’écrit alors en fonction des opérateurs bL, b :
. 1
0" = Z [hwk bLbk + gh(wk — w()’k):| (8)
k0
avec
N2 o211/ . 1/2
hw, = {(ek —|—nd) — (nd) } = (ei +2ndek> 9)
hwor, = €p+ nd (10)

Nous nous sommes donc ramenés a une collection de modes indépen-
dants de fréquence wy. On note immédiatement un effet des termes de
création et destruction de paires {+k, —k} dans I’hamiltonien A" écrit en
(5) : il abaisse 1’énergie du fondamental pour chaque paire de la quantité
hwy, — hwo, < 0. L'autre résultat important du cours précédent, qui va
nous servir pour évaluer la déplétion quantique, porte sur la structure de cet
état fondamental, et en particulier le nombre moyen de paires {+k, —k}
présentes dans cet état fondamental :

Lok~ %k (11)
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On constate immédiatement que ce nombre moyen de paires peut devenir
grand quand wy — 0, c’est-a-dire d’apres (9) quand l’énergie cinétique
x = h%k?/2m est petite devant nV.

Dans ce chapitre, nous allons exploiter cet ensemble de résultats pour
étudier 1'état fondamental du gaz de Bose. Dans un premier temps, nous
allons continuer a travailler avec un potentiel V' (r) pour lequel le dévelop-
pement de Born est valable. Nous allons discuter successivement le spectre
d’excitation du systeme, I'énergie Fy du fondamental et la déplétion quan-
tique, c’est-a-dire la fraction d’atomes n’/n en dehors du condensat k = 0.
En ce qui concerne la déplétion quantique, nous allons établir le résultat
suivant :

n’ N
w \F
Rappelons que cette fraction doit étre petite devant 1 pour que le dévelop-
pement permettant de passer de '’hamiltonien complet (3) a '’hamiltonien
approché (4) soit justifiée. En ce qui concerne I’énergie de I'état fondamen-
tal, nous allons montrer qu’elle s’écrit :

(12)

By _1 .

2~ 29"

4drhia
avec ¢ =

15f m

Le premier terme est simplement 1’énergie de champ moyen déja rencon-
trée au chapitre précédent. Le second terme, qui est petit devant le premier
du fait de la condition n’ /n < 1, est la correction calculée pour la premiere
fois par Lee, Huang et Yang (LEE, HUANG et al. 1957) qui s’écrit également,
en notant L3 le volume occupé par le gaz :

(13)

Erpy 1 2 128 5_ 8 m3/2
15y 1572 12

Il est important de noter que 1’énergie Ej ne fait intervenir le potentiel V'(r)
que par l'intermédiaire de la longueur de diffusion ! a (ou du coefficient de

(gn)*"*

3 29"

(14)

1. Le terme suivant dans le développement du crochet est (WU 1959) :

1+Wv +8(——\[>na In(na®) + ..
et ne dépend donc lui aussi que de la longueur de diffusion a. Le terme qui arrive ensuite
dans le développement et qui est représenté par . .. est proportionnel a n; il fait intervenir la
portée effective r ainsi qu'un parametre a trois corps calculé par TAN (2008).

(15)
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couplage g qui lui est proportionnel).

Une fois ces résultats établis, nous aborderons un autre type d’interac-
tion, le pseudo-potentiel V,,, qui est de portée nulle. Les résultats obte-
nus dans le cadre de I'approximation de Born et indiqués ci-dessus res-
teront formellement valables, mais nous soulignerons quelques difficul-
tés propres a Vj,,. Signalons également la publication récente de CARLEN,
HOLZMANN et al. (2021) qui développe une approche alternative rigou-
reuse au gaz de Bose pour le cas d'un potentiel purement répulsif, a la fois
pour le cas des basses et des hautes densités, et qui présente des comparai-
sons détaillées avec des calculs Monte Carlo. Pour finir, nous décrirons un
certain nombre d’expériences récentes qui ont permis de mesurer précisé-
ment les différentes quantités physiques que nous venons de mentionner.

1 Remarques préliminaires

1-1 Préliminaire 1:le développement de Born

Comme au chapitre précédent, nous considérons dans cette partie un
potentiel d’interaction a deux corps régulier de portée b. Nous supposons
que l'interaction de deux atomes sous 1’effet de ce potentiel peut étre traitée
par le développement de Born, la longueur de diffusion s’écrivant comme
un développement en puissances de V' :
gV +¢@ 4

a=a +a® 4 ., g= (16)

avec g = 4nh%a/m.

Rappelons briévement la nature de cette approximation et son critere
de validité a basse énergie. Lors d"une collision binaire, ’amplitude de dif-
fusion de la particule relative de k; vers k; est donnée par I'élément de
matrice de T'(E) entre ces deux états, avec Hy = p2/2m, et E = h2k2/2m,
(p et m; = m/2 représentent I'impulsion et la masse de la particule rela-
tive) :

TE) =V + V¥

S 17)
E — Hy + 104

L’approximation de Born consiste a ne garder que le premier terme de ce
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développement :

‘N/kf —k;
I3

(ks | T(B)lki) = (ks |V ki) =

(18)
Nous nous intéressons au régime des collisions de basse énergie (collisions
en onde s). En prenant la limite |k;| = |k¢| — 0, on retrouve le résultat déja
utilisé au chapitre précédent :

Arh2a®D
g WV=—=W.
m

(19)

Une condition nécessaire pour que cette approximation soit valable est
que le terme suivant dans le développement de Born soit petit devant le
terme conservé. L'élément de matrice du terme suivant se calcule aisément
en introduisant une relation de fermeture dans 'espace des moments :

. 1 - L ky|VIk) (k|V|k;
L —— 'ﬁfkf VIED) o
E — Hy+i04 (2m)3 E - +104
1 Vie, - ka ki 13
= d’k. (20
mres | B,
Prenons la limite |k;| = |ks| — 0 dans cette équation, en utilisant m, =
m/2:

. 1 - V2
kflV——m—-=-Vl]k;) = £ Bk
e AL 2WBhZL?,/

= oo / V2dk, 1)

cette intégrale convergeant deés que |V;| décroit plus vite que 1/vk a I'in-
fini. Comme |V| prend des valeurs significatives pour des valeurs de k
allant jusqu’a ~ 1/b, la valeur correspondante de l'intégrale est, a un coef-
ficient numérique pres dépendant de la forme précise du potentiel :

1 V N m ‘702

S __om W
WV A 0, 2m22LP b

(22)
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La contribution de ce terme (toujours négatif) a la longueur de diffusion a
est petite devant la contribution dominante si

ouencore aV < b. (23)

C’est le critere recherché pour que 'approximation de Born a basse énergie
(19) soit valable.

L’analyse ci-dessus permet de donner la premiére correction a l'ap-
proximation de Born, qui nous sera utile dans la suite :

9(2) — 47Th2a(2) _ 1 / |Vk|2 d3k
26k

(24)

m (2m)3

avec comme précédemment ¢, = h2k?/2m, cette correction ~ a™ x (a1 /b)
étant toujours négative.

1-2 Préliminaire 2 : les différents secteurs pour £

Les différentes quantités physiques mentionnées en introduction,
comme l’énergie de 1’état fondamental ou la déplétion quantique, font
intervenir des intégrales sur le vecteur d’onde k. Il est donc important
d’identifier dés maintenant les comportements des deux termes principaux
qui interviendront dans toutes ces intégrales, nVj, et e, pour les comparer
entre eux.

Nous avons fait 'hypothese que le potentiel V(1) est régulier de portée
b. Nous supposerons dans ce qui suit que sa transformée de Fourier V;, esta
peu prés constante et égale a V, tant que k < 1/b, puis décroit et tend vers
0 quand k devient nettement plus grand que b. Un exemple de variation
pour V(r) et V, est donné en figure 1 dans le cas d’un potentiel gaussien.

Dans l'expression (9) de la fréquence du mode associé a la paire
{+k, —k}, nous voyons apparaitre la somme

€k + Qnd (25)

avec €, = h?k%/2m; il est alors utile de déterminer lequel de ces deux
termes est prépondérant :
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V(r) 4 v, A

Lk
> i >
1/b

FIGURE 1. Un potentiel V (r) de portée b et sa transformée de Fourier Vi, de portée
1/b.

— Quand k — 0, ¢, — 0, a1~0rs que V. tend vers la valeur non nulle V.
Le terme dominant est nV;, ~ nVj.

— Quand k — oo, ¢, diverge alors que Vi — 0. C’est alors ¢, qui domine.

Il nous faut maintenant évaluer le point a partir duquel ¢, devient domi-
nant par rapport a nVj. Pour cela, commengons par définir la valeur ko
pour laquelle ¢, est égale a nlj :

h2k2 - vV 2mnV,
sl =nly = k0:$. (26)

La question est de savoir si Vi est encore voisin de Vj pour k = ko, ous’il
a déja fortement décru. On sera dans le premier cas si ky < 1/b et dans le
cas opposé si ko > 1/b. Ces deux cas limites sont représentés en figure 2.

En reprenant le lien (19) entre longueur de diffusion et 170, la définition
de kg s’écrit
1
ko = V8mna = E
ou ¢ est appelée longueur de cicatrisation (healing length). La condition ko <
1/b peut alors s’écrire :

(27)

ko< 1/b & 8mnab® < 1. (28)
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nV, A VA

nV, nV,

v =
1

'k 1/b 1/b ko

FIGURE 2. Les deux situations possibles pour trouver I'égalité entre I'énergie ci-
nétique a une particule e, = h*k*/2m (en rouge) et I'énergie d’interaction nVj,
(en bleu).

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que la condition (28) est réali-
sée et qu'on est donc dans le cas du diagramme de gauche de la figure 2.
Cette hypothese peut étre vue comme une condition de faible densité. Plus
précisément, on peut écrire nab? sous la forme

nab® = nb> x %.

(29)
Nous avons expliqué dans le premier chapitre que nous considérerons ici
des gaz dilués au sens de nb® < 1 et la validité du développement de Born
requiert par ailleurs que a/b soit petit devant 1.

Dans le régime représenté sur le diagramme de gauche de la figure (2),
nous pouvons identifier trois domaines de valeurs de & distincts (voir fi-
gure 3) :

— Domaine 1, k < ko = 1/¢ : le terme nV; domine I'énergie cinétique ¢,
et on peut par ailleurs prendre Vj, =~ V4.

— Domaine 2, ky < k < 1/b:1'énergie cinétique ¢, est dominante et Vi
reste proche de sa valeur a I’origine V4.

— Domaine 3, 1/b < k : I'énergie cinétique ¢, est dominante et V,
tend vers 0 quand £ — oo (ce domaine sera absent pour le pseudo-
potentiel).
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e <nVi=nVy e >nVi~nVy @ > nVj, #* Vo

domaine 1 i domaine 2 i domaine 3 f
[ [

0 ko = 1/¢€ 1/b

FIGURE 3. Les trois domaines pertinents pour le nombre d’onde k quand la condi-
tion de faible densité (28) est remplie.

Remarque. Méme si les gaz quantiques correspondent au cas de figure
que nous venons de discuter, il est intéressant d’envisager le cas opposé re-
présenté sur le diagramme de droite de la figure 2, obtenu pour une situa-
tion de haute densité, 8mnab? >> 1. Pour bien préciser les parametres dans
ce cas, il est préférable de se donner une forme spécifique de potentiel, par
exemple le potentiel de Yukawa [voir par exemple CEPERLEY, CHESTER et
al. (1978) et CAMPANA, D’ AURIA et al. (1979)]

e—r/b
r/b’

On pourrait s'inquiéter de la validité de I'approche de Bogoliubov dans ce
régime de haute densité, mais il n'y a en fait pas de probléeme. En effet, on
peut montrer que la déplétion quantique s’écrit dans ce cas :

. Vo

— VA 3
Vk— 1+k2b27 ‘/E)_47Tb ‘/E)'

Vir)=W (30)

n' 1

Haute densité : o
n (nab?)1/4

a
X 5 (31)
et elle est donc d’autant plus faible que la densité est grande! Plus précisé-
ment, le premier terme du produit intervenant dans le membre de droite
est inférieur a 1 par définition de la situation de haute densité, et le second
terme est petit devant 1 du fait du critére de validité de I'approximation de
Born. Notons que 1’on peut prendre la limite d’une portée b infinie, c’est-
a-dire un potentiel de Coulomb. Ce probléme a été étudié initialement par
FOLDY (1961) et GIRARDEAU (1962). La phase condensée de Bose-Einstein
est alors en compétition avec la formation d'un cristal de Wigner, mais
on peut montrer dans la limite haute densité considérée ici que la phase
condensée de Bose-Einstein conduit & une énergie plus basse (CEPERLEY,
CHESTER et al. 1978; HALINEN, APAJA et al. 2000).
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1-3 Illustration : le spectre d’excitation
Une fois 'hamiltonien de Bogoliubov mis sous la forme

. . 1/2
H = Z hwy, bLbk -+ constante, hwy, = <ei + 2ndek) ,

k40

(32)

la quantité physique la plus simple a étudier est son spectre d’excitation,
c’est-a-dire 1’énergie et 'impulsion qu’il faut apporter au systéeme pour le
faire passer de son état fondamental & un état excité.

Les excitations élémentaires du systeme sont obtenues en faisant agir
un des opérateurs bL sur I'état fondamental du systéeme. Une telle opéra-
tion confeére au fluide 1’énergie fw;, et 'impulsion 2k, puisque b,i est com-
binaison linéaire de aL (qui amene hk) et de a_j (qui enleve —nk). Nous
allons maintenant discuter les différents régimes possibles pour cette ex-
citation élémentaire, en nous appuyant sur les différents domaines de va-
leurs de k que nous venons d’identifier.

— Domaine 1. Dans ce domaine, on a nV), ~ nV, > ¢, et on trouve

avec c¢=/nVy/m.

On retrouve le spectre de phonons bien connu, qui apparait également
dans une théorie de Bogoliubov menée avec des champs classiques [cf.
cours 2015-16]. Rappelons que ce spectre linéaire est un élément clé de
la superfluidité du gaz; il permet en effet a une impureté localisée de
se propager dans le gaz sans dissiper d’énergie, pourvu que sa vitesse
soit suffisamment basse.

wi = ck (33)

Domaine 2. Dans ce domaine, on a ¢, > nV, ~ nVj et on trouve

g, & e, +nVj. (34)
Ce résultat s’interprete simplement a partir des contributions de Har-
tree et de Fock calculées au cours précédent. Il correspond a 'énergie
qu’il faut fournir pour faire passer une particule du condensat, donc
depuis I’état d'impulsion nulle et avec une énergie d’interaction avec
ses voisins égale a nV; [uniquement le terme de Hartree, puisque le
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terme de Fock (échange) est nul dans ce cas], a un état excité d’impul-
sion hk et une énergie d’interaction 2nV; [Hartree+Fock]. Cette éner-
gie a fournir est donc ¢, + 2nVy — nVp, comme indiqué en (34).

Domaine 3. Dans ce domaine, on a ¢;, > nV}, # nVj et on trouve

iy, ~ € + Vi (35)

Le résultat s’interprete 1a aussi a partir des contributions de Hartree
et de Fock. L’énergie initiale de la particule quand elle fait partie du

condensat est nVj et I'énergie finale est €, +n (Vo + f/k) . Les termes de

Hartree initiaux et finaux se compensent, pour ne laisser que 'énergie
cinétique et le terme de Fock.

Nous verrons dans la suite de ce chapitre et dans le prochain qu’il est
possible d’ajouter des termes négligés dans 1’approximation de Bogoliu-
bov et de resommer ainsi la série de Born décrivant des collisions & deux
corps. Cette procédure, discutée initialement par BELIAEV (1958), revient a
prendre en compte par exemple des processus virtuels comme

(k) +(0) +— (k—q)+(q)

qui correspond a I’application de I'opérateur aLi qajlakao et de son conju-

(36)

gué. L'effet de cette resommation est de remplacer V; par un terme pro-
portionnel a 'amplitude de diffusion a basse énergie f(k = 0) = —a, plus
précisément par le couplage g = 4nh%a/m. Les résultats (33) et (34) de-
viennent alors respectivement

Domaine 1 : (37)

(38)

wy, & ck avec c¢=+/ng/m

Domaine 2 : hwy, = €, + ng.

2 FEnergie LHY et déplétion quantique

2-1 L’énergie de I’état fondamental

Dans ce paragraphe, nous allons évaluer I'énergie de I'état fondamental
de I'hamiltonien approché H’ donné en (4). Notre but sera de faire appa-
raitre le développement de Born (16) dans 'expression de cette énergie.
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En particulier, nous souhaitons aller a ’ordre 2 inclus en V' pour le terme
dominant, représentant 1’énergie de champ moyen.

L'état fondamental est obtenu en plagant chaque mode décrit par les
opérateurs bL, bi, dans son état fondamental, de sorte que 1’énergie recher-
chée s’écrit : ) )

Eiona = inNVo + 3 I;)ﬁwk — hwo -

(39)

En utilisant les valeurs (9-10) de wy, et wy 1, puis en remplacant la somme
discrete par une intégrale, on obtient :

Efond 1 > 1

_ 2
L3 —57?, VO"’

N 1/2 N
2 3
—_— E+2TLV€>) —ep, —nVy| d°k. (40
Il est important de s’assurer de la convergence a l'infini de cette intégrale
qui intervient dans cette expression. Aux grands k, comme expliqué en
§1-2, nV}, tend vers 0 alors que ¢ croit. On peut donc effectuer un déve-
loppement limité ? de la racine carrée contribuant a l'intégrale

A
€k <1+ zkk>

n?V2
2€k

- 1/2
(ei + Qndek)

3773
n Vg

2
2ez

~ e+ nVi— + +... (42)

Ici, le terme dominant de l'intégrande est

2772
Ve

4
S (43)

c’est-a-dire le méme terme que celui apparaissant dans a(?), le deuxiéme
ordre du développement de Born (24) de la longueur de diffusion. Le cri-
tere de convergence est donc toujours une décroissance de [V;|? a l'infini
plus rapide que 1/k, que nous supposerons acquise ici.

2. Nous utilisons le développement limité :

X ZE2 $3
\/1+z:1+§——+—+0(:p4).

8 16 4

page 7

A ce stade, le terme dominant de Ff,,q donné en (40) est la premiere
contribution du membre de droite, %n2f/0, avec Vy = g1, Comme annoncé
en introduction de ce paragraphe, nous souhaitons exprimer ce terme en
fonction de g avec une précision meilleure que g'V), et aller jusqu’a I'ordre
2 en V. Pour cela, nous pouvons réécrire ce terme dominant sous la forme :

1, 1 1
“n2V, = 5"2 <g<1> +g<2>) _ 5nzg(z) (44)

2

puis de réinjecter le deuxieme terme —3nNg(® dans l'intégrale sur k en
utilisant I'expression (24) de g(?). On arrive alors a :

Efond = Echp.moy. + ELHY (45)

avec 5 ) .

chp.moy 2 1 2)\ 2
B L () <ot o
et
Biay ! / (2+2 % )1/2 AT 47)
= € n € — €L — N
L3~ 2(2m)3 b W PR ek

2-2 Calcul de I’énergie Eyrpy

Un point important de 'expression (47) de I’énergie Fruy porte sur le
comportement aux grands k de I'intégrande. Alors que le terme dominant
de l'intégrande apparaissant en (40) faisait intervenir V2 /e, [voir (43)], ce
terme dominant est exactement compensé par la contribution de g(?. L'in-
tégrande de Erpvy tend maintenant vers 0 beaucoup plus vite aux grands
k, avec le terme dominant

3173
n Vg

5
2¢y

Terme dominant pour € > Vi : (48)

Méme si V}, ne décroit que tres lentement a I'infini, la convergence de I'in-
tégrale est maintenant assurée par la présence de €2 « k* au dénominateur.

Il est donc intéressant d"approfondir les valeurs de k qui contribuent de
maniere significative a cette intégrale. Reprenons pour cela la figure 3 sur
laquelle on a distingué trois secteurs :
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— La zone 1 des faibles k ot ¢, < nVj, =~ nVj.
— La zone 2 des k intermédiaires ot e > nVj ~ nV.

— La zone 3 des grands k ol ¢, est toujours dominant et ou V. differe
significativement de V.

Compte tenu de la décroissance rapide de l'intégrande intervenant dans
Ernvy [cf. (48)], 1a zone 3 a une contribution négligeable. En nous limitant a
la contribution des zones 1 et 2, nous pouvons donc remplacer V. dans V,
dans cette intégrale :

Ermy _ 1 /
L3 2(2n)

Pour terminer ce calcul, notons que I'énergie Eriy est une petite correction
par rapport au terme de champ moyen. Nous pouvons y remplacer systé-
matiquement (") par a, ou de maniere équivalente () = Vj par g. De
cette maniere, nous obtenons une expression en fonction de a ou g qui cor-
respond & un développement systématique en puissances de V, a 1’ordre
2 inclus. Insistons sur le fait que cela n’est possible que grace a la décrois-
sance rapide de l'intégrande de (47). Cela n’aurait pas été le cas si on avait
cherché a calculer explicitement l'intégrale (40) : la forme complete de la
dépendance en k de V. aurait alors contribué. Fort heureusement, cette
contribution se réintegre en totalité dans le terme d’ordre 2 du développe-
ment de Born, a?.

n?Vgy a3k

~ 1/2 ~
(e% + 2nV06k> —e, —nVy + (49)

Apres le changement de variable = = k(h?/2mnV;)'/? [ou encore z =
k€ avec & = 1/v/8mna] dans l'intégrale (49), on obtient

Einy I°
s = ()1 (50)
ol on a posé
o [ o 2 2 _ 1
=16 277/ {x +1— (2% 4 22) ~ 3 dz. (51)
0
Apres un calcul explicite de cette intégrale, on arrive a :
Ermy 1 , 128 -
== — 52
3 29 N ET 62)
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ce qui est le résultat annoncé en (13). Comme indiqué en introduction,
I'énergie Ermy est petite devant 1'énergie de champ moyen dés que la
condition de validité "basse densité" de I’approche de Bogoliubov, vna® <
1, est satisfaite.

Nous avons donc vu apparaitre ici le développement de Born pour la
longueur de diffusion, avec les contributions d’ordre 1 et 2 a prendre en
compte pour le terme dominant de champ moyen, la seule contribution
d’ordre 1 étant suffisante pour le terme LHY. On peut chercher a aller plus
loin3 et inclure tous les termes de ce développement pour exprimer le ré-
sultat final uniquement en fonction de a = 3777 a9). Nous ne ferons pas
ici cette resommation pour un potentiel V (r) arbitraire car elle est tres tech-
nique (voir par exemple BELIAEV (1958), HUGENHOLTZ & PINES (1959),
GAVORET & NOZIERES (1964) et NOZIERES & PINES (1990)). Qui plus est, le
caractere convergent des séries que I'on resomme n’est pas facile a établir,
surtout en présence d’états liés dans le potentiel V' (r) qu’il s’agit d’ignorer
pour ne traiter que le cas d’un gaz d’atomes libres. Ainsi LIEB, SEIRINGER
et al. (2005) écrivent a propos de ces méthodes* : They all rely on some spe-
cial assumptions about the ground state that have never been proved, or on the
selection of special terms from a perturbation series which likely diverges.

2-3 La déplétion quantique

La derniere étape de notre traitement réside dans la validation de I'ap-
proximation a la base de la méthode de Bogoliubov. Est-il correct de sup-
poser que le nombre de particules N’ en dehors de 1'état k = 0 est petit
devant le nombre total N ?

Pour évaluer N’, nous pouvons utiliser directement le résultat du mo-
dele a deux modes développé au cours précédent. Le nombre moyen de
paires {+k, —k} dans 'état fondamental du systeme est donnée par v, o
le coefficient vy, est rappelé en (11). En sommant la contribution de toutes

3. Cette possibilité était mentionnée par Bogoliubov dans son article initial (BOGOLIUBOV
1947), et il remerciait Landau pour cette "remarque importante".
4. On pourra également consulter la discussion en pages 463-464 de GAVORET (1963).
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les paires, on trouve donc le nombre d’atomes N’ recherché :

i

Comme lors du calcul de I’énergie du fondamental, il importe bien stir de
vérifier la convergence de cette intégrale :

€r + nd

—1| d&’k.

1 3
Z Ve =35 ~ 1/2 (53)
2 (2m)? 2
k#0 €, + 2ndek)

— Au voisinage de l'origine, grace au jacobien en d*k = 47k? dk, iln’y a
pas de probleme de divergence bien que le contenu de la parenthese
diverge comme 1/k.

— Aux grandes valeurs de k, le terme dominant de I'intégrande est” :

2772
ngVi
5
2€;

(54)

Ce comportement asymptotique est le méme que celui trouvé ci-
dessus pour 'énergie Er v dans le cadre du développement de Born
[voir (48)] et la conclusion est identique : méme si Vi ne décroit que
trés lentement a 1'infini, 'intégrale sera convergente grace au facteur
€2 oc k* qui apparait au dénominateur.

La procédure est donc similaire a celle utilisée pour calculer Erpy.
Parmi les trois zones de valeurs de k identifiées en figure 3, seules les
zones 1 et 2 contribuent de manieére significatives a l'intégrale (53). Dans
ces zones, on peut faire I’approximation V;, ~ V; ~ g et on arrive a I'ex-
pression pour la densité non condensée n’ = N/L3 :

+oo
' = (na 3/24\f/ <5+7+12_33)xd1:,

ot l'on a posé x = k€. L'intégrale figurant dans cette expression se calcule
analytiquement et le résultat (55) s’écrit

(55)

Z 3\[F

5. On utilise le développement limité (1 + 2u)~1/2 =1 — u + %uQ +...et
2u)~1/2 = 14 Lu? 4.

(56)

14w+
. avecu = nd/ek.
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Nous voyons apparaitre ici I'infiniment petit v/na3 annoncé en introduc-
tion. Le résultat (56) ne fait intervenir que la longueur de diffusion et
sa portée dépasse le cas du potentiel régulier décrit par I’approximation
de Born; elle s’étend au cas d'un potentiel quelconque, en particulier le
pseudo-potentiel, comme nous le vérifierons au prochain paragraphe.

Pour faire le lien avec la condition de faible densité établie en §1-2 [cf.
(28)], il est intéressant de réécrire ce résultat sous la forme :

!
a
nab? —

b

—_—~

(57)

qui est le produit de deux termes petits devant 1 : la petitesse du premier
terme vnab? provient de la condition (28) et celle du second terme a/b
découle du critere de validité de 'approximation de Born.

3 Hamiltonien de Bogoliubov pour V},,

Apres avoir étudié en détail I'effet du couplage créé par un potentiel ré-
gulier V(r), dans la limite |a| < b permettant d'utiliser le développement
de Born, nous passons au cas du pseudo-potentiel, de portée b = 0, mais de
longueur de diffusion a arbitraire. Les résultats (12) et (13) pour la déplé-
tion quantique et I’énergie de I'état fondamental seront inchangés, mais la
démarche a suivre présente quelques subtilités spécifiques que nous allons
discuter.

3-1 Potentiel de contact et pseudo-potentiel V,,

Nous avons étudié en détail dans le cours de I’an dernier comment ob-
tenir a trois dimensions un tel potentiel de portée nulle en physique quan-
tique. Le choix le plus simple semble étre le potentiel de contact

Vir)=gd(r) & Vk: Vi=g. (58)
Mais ce potentiel conduit a une divergence de I'amplitude de diffusion et
n’est donc pas utilisable tel quel. Ce comportement singulier s’observe par
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exemple sur le développement de Born : le premier ordre est régulier et

donne
mg

T Amh?’
mais le deuxieme ordre a; donné en (24) fait apparaitre l'intégrale
[(1/k?) d3k qui est divergente.

al (59)

Le pseudo-potentiel V;,, permet de résoudre ce probleme de divergence
tout en gardant une portée nulle. On définit son action® sur une fonction
d’onde ¥ (r) par :

(60)

Vpp [(r)] = gd(r) or r

Cette expression permet de donner un sens au potentiel quand il agit sur
des fonctions régulieres en » = 0 et aussi sur des fonctions divergeant
comme 1/7. Plus précisément, on trouve que V,, "efface” tout terme diver-
geant comme 1/7:

Vop [1/)(7“)] =g wreg(o) a(r) (61)

) = =+ theg(r) =

Oll Yyeq () est réguliere en » = 0. L'action de Vpp sur des fonctions régu-
lieres (comme les ondes planes e'*") est donc identique a celle du potentiel
de contact (58), mais V;,, a également une action bien définie sur les ondes
sphériques qui jouent un role essentiel en théorie de la diffusion :

ikr ikr
A e ~ 1 € -1
Vop [ } =Vop { + ,

On peut donc résoudre completement le probleme d’une collision a deux
corps interagissant via ce pseudo-potentiel et on trouve en particulier que
la longueur de diffusion a est toujours reliée a la constante de couplage g

4nh2a
-

} = ikg d(r). (62)

par la relation g =

3-2 Les subtilités du pseudo-potentiel

Quand on manipule le pseudo-potentiel, il est important de garder a
'esprit plusieurs subtilités dans son action. Un exemple est fourni par 1’ac-

6. Voir OLSHANII & PRICOUPENKO (2001) pour une généralisation de cette définition.
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tion de V};, sur une somme infinie de termes. Considérons 1'identité :

1 1 eik-r 3
=53 / 12 d°k (63)
et appliquons Vpp sur les deux membres :
— Sur le membre de gauche, I'action de V},,, est par définition :
- 1
Voo L] =0 (64)

— Sur le membre de droite, si on s’autorise a intervertir ’action de V,,, et
I'intégrale sur k (ce qui est en fait incorrect), on trouve

R 1 eik»r 3 2 1 Vpp [eikw} 5

Voo {%2 o d k} Lo | B &k (65)
_ go(r) [1 4 795(T)/
= 52 12 d°k = o2 4 dk

qui est une intégrale divergente en k = 400!

1l convient donc d’étre vigilant dés que I’on veut calculer 'action de Vj,,,
sur une fonction que 1’on développe en Fourier, comme en (63). Ce point
apparait quand on considere 'action de V},, en seconde quantification

A 1 A - A - -

V= / ) (1) Uy [0) B @ 0 (66)
ot U(r) est I'opérateur champ qui détruit une particule au point 7. Le dé-
veloppement de cet opérateur sur la base des ondes planes s’écrit :

9r) = 23 ST a (67)
k

Si on insere ce développement dans (66) et que I’on permute I’action de Vj,,,
et la sommation sur k, on arrive a

S g
V= B Z a,TanL,fqak/ak. (68)

k.k'.q
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C’est exactement la forme qu’on aurait déduite de ’expression générale

1 ~
2L3 Z Va aLﬂLq a;rc’—q g’ Q- (69)

k,k'.q

en prenant ‘7q = g pour tout moment g, ce qui correspond en fait au poten-
tiel de contact naif g 6(r) donné en (58). En passant de (66) & (68), on a omis
la subtile différence entre V,, et un pur potentiel de contact, ce qui ouvre
la voie a des divergences.

Pour éliminer ces divergences, deux stratégies sont possibles. On peut
s'interdire l'interversion de I'action de V},, avec toute somme infinie sur k,
et a travailler uniquement avec des opérateurs du type (66) (LEE, HUANG
et al. 1957). L'autre approche, qui est validée par un traitement utilisant
le groupe de renormalisation (BRAATEN, KUSUNOKI et al. 2008), consiste
a mener les calculs avec l'expression "ondes planes" de V,, [c’est-a-dire
I'expression (68)] tout en guettant I’apparition de termes divergents de la

forme
g 1 g
- — = —— [ 4w dk.
I3 Z 12 (2%)3/ T

k#0
Ces termes "signeront” le résultat de I’application de V;,, sur une fonction
proportionnelle a 1/r, qui donne en fait un résultat nul, et ils devront donc
simplement étre soustraits du résultat final :

g 1
syl o
k40

(70)

1)

De fagon plus générale, rappelons que le pseudo-potentiel vient chan-
ger le domaine de travail : pour le probléme & deux corps interagissant
par un potentiel régulier, ’espace des fonctions d’onde ¥ (rq,r2) est com-
posé des fonctions continues des deux variables r;, 5. Quand on utilise
le pseudo-potentiel pour décrire l'interaction, le domaine de ’hamiltonien
est modifié. Il s’agit de ’ensemble des fonctions satisfaisant la condition aux
limites de Bethe—Peierls, c’est-a-dire se comportant comme

U(ry,ms) ~ <1 - 1) ®(R)

r a

r—0: (72)
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avec

R=(r1+1r2)/2, r=7r —Ts. (73)

Cette condition aux limites de Bethe—Peierls joue un role important dans
le choix de fonctions d’essai si on souhaite aborder le probléme par la mé-
thode variationnelle.

3-3 Méthode de Bogoliubov pour le pseudo-potentiel

Une fois établie I'expression de l'opérateur V décrivant I'interaction
entre particules, la démarche de Bogoliubov se déroule de maniere iden-
tique a ce que nous avons décrit pour un potentiel V () régulier. On sup-
pose que la majorité des particules sont dans 1’état condensé k = 0 et on
traite les opérateurs ag et a}, comme des nombres classiques, en négligeant

leur commutateur. On arrive alors a I’hamiltonien approché :

N 1 A
H’:§gnN+H” (74)
et
H" = Z [ex + gn] (a;fcak + aT_ka,k) +gn (aLaT_k + aka,k> (75)
paires
{k’fk}

Le terme dominant de H est I’énergie constante 1gnN : C'est l'énergie
de champ moyen calculée en supposant toutes les particules occupant le
méme état k = 0.

La diagonalisation de H” se fait avec la méme transformation cano-
nique, b = ugag + vpal w- les coefficients (uy, vi,) étant donnés par

U = cosh Ay v = sinh A, (76)
la variable auxiliaire A\;, étant définie par
sinh(20) = 25 cosh(2r,) = ETI" 77)
hewy hewy
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c’est-a-dire

gn 1

tanh(2\) = = 78
anh(2)x) gn+e, 1+ k2£2 (78)

ot1 la longueur de cicatrisation £ est donnée par

1 hi
= = . 79
< V8man  v/2mgn @)
L’hamiltonien H s’écrit en fonction des by, b}, :

H=> hoyblbr+Ey  avec hwy = /€l + 2gne; (80)

k£0

la fréquence wy, et I"énergie gn pouvant également se mettre sous la forme :

1
fiwy, = € 2 gn = ek (e4>"“ — 1) . (81)

L’énergie de I'état fondamental se déduit en principe du résultat général

précédent :
1 1
AE=Y" (271% - 2hw0,k) (82)
k0
ce qui conduit a:
B 2+ N+12(7m ) (83)
fond = 597 D) k=€ —gn).

k0

Nous avons mis un point d’interrogation sur ce dernier résultat, car nous
verrons qu'il présente en fait une divergence du type (71), qu’il s’agira d’ef-
facer avant de donner le résultat correct a cet ordre du calcul.

Du fait de la portée nulle de ce potentiel, il n'y a plus que deux do-
maines a considérer pour k au lieu de trois (cf. figure 4) :

— La région des faibles k, pour lesquels ¢, < gn c’est-a-dire k¢ < 1. 11
s’agit du régime phononique

h 1

ka'lick mf’ Ukzvkmm

avec ¢ =

(84)

Sl
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€ < ng € > ng

domaine 1 i domaine 2 k
[

0 ko =1/¢€

FIGURE 4. Les deux domaines de valeurs de k pour le pseudo-potentiel.

— Le régime de particules presque libres, ¢, > gn, c’est-a-dire k§{ > 1,
pour lequel

1 1

hwy, = €, + gn W7 Uk“m

up ~ 1+ (85)

Le calcul de la déplétion quantique est inchangé par rapport au chapitre
précédent dans la limite basse densité. En effet, les états k contribuant a la
déplétion sont essentiellement tels que k < 1/¢ et leur contribution n’est
pas affectée par la substitution V}, — V;. On trouve donc :

F (86)

Z vl =

k;éo

Notons que la condition de validité de l'approche de Bogoliubov,
vna? < 1 assure d’emblée 1’existence de trois échelles de longueur dans le
probleme :

a < d=n"1? <« &. (87)
La distance moyenne entre particules d doit étre grande devant la longueur

de diffusion a, mais petite devant la longueur de cicatrisation £ puisque

g = n"13\/8ran = V8r(na®)V/® <« 1. (88)
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3-4 L’énergie de I'état fondamental

Revenons maintenant a 1’expression (83) de 1'énergie du fondamental
qui se met sous la forme

2 1 1 1/2
FEiong = fgnN + 5 Z |:(€i =+ 29n€k) / — € — gﬂ:|

(89)
2 k0

Aux grandes valeurs de k, les termes dominants de 'argument de la
somme sont :
@?n?  g*nd

2€k. 26%

(90)

Le premier terme o 3, 1/ k? conduit a la divergence caractéristique que
nous avons signalée en §3-2, elle-méme liée au fait qu’en passant sur la
base des ondes planes, nous avons identifié V;,, a un pur potentiel de
contact [cf. (68)]. Rappelons que ce terme traduit une inversion abusive
de I’action de Vj,, et du développement en série de Fourier d"une fonction
du type 1/r. Comme expliqué précédemment, ce type de terme doit étre
simplement retiré du résultat final puisque V,,(1/r) est en fait nul :

1
k#0

On

Une fois cette soustraction effectuée, nous trouvons donc ’expression pour
le déplacement d’énergie du fondamental sous l'effet du pseudo-potentiel :

2,2

g°n
. 2
e, 92)

1 1
Efond - 7gnN + 5 Z

5 {(ei =+ 2gnek)1/2 — € —gn +
k£0

Aux grandes valeurs de k, le terme dominant dans I'argument de cette

somme est maintenant

g3n> 1

26% CXF

ce qui conduit a une intégrale tri-dimensionnelle sur k convergente.

(93)

En fait, le deuxiéme membre de I’expression (92) est identique au terme
(49) obtenu pour un potentiel régulier et le résultat du calcul Eyrny, donné
en (52), est inchangé. Une fois ajouté le premier terme 1gnN de (92), on
aboutit la encore au résultat (13) annoncé en introduction.
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La similitude entre les résultats des calculs menés avec un potentiel ré-
gulier ou avec le pseudo-potentiel ne doit malgré tout pas masquer une
subtilité importante de V;,, :

— Calcul pour V(r) régulier : L'énergie E” écrite en (40) est toujours
négative. Pour faire émerger le développement de Born de ¢, on a
ajouté au terme dominant $nN Vo = inNgW la correction a I'ordre 2
%nN ¢, contribution que I'on a simultanément soustraite a E”. Cela
a conduit a une valeur positive pour Eruy (rappelons que la correc-
tion g(?) est toujours négative) :

1 - 1 -
—nN —nN E"
2n Vo — 2n Vo +

<0
1 - 1 1
= inNVo + inNg(Q) +E" - §nNg(2) 94)
1gnN Evrny >0

Calcul pour V,,,, : Partant de A’ = sgnN +H",on estarrivé a l'énergie :

1 1
—gnN — —gnN + Erny . (95)
2 ——

2
>0

La prise en compte de H” pour le pseudo-potentiel augmente donc
I'énergie du fondamental au lieu de la diminuer, ce qui semble consti-
tuer une violation du théoréme variationnel. L'explication de ce pa-
radoxe tient au changement du domaine de ’hamiltonien quand on
passe de 2gnN a ignN + H". Comme on ne travaille plus dans le
méme espace de Hilbert, le théoréeme en question ne s’applique plus
et cette élévation d’énergie peut se produire. Nous renvoyons le lec-
teur vers le cours 2020-21 (chapitre 3), ol1 ce point est discuté plus en
détail avec les références bibliographiques correspondantes.

4 Mesures de la déplétion quantique

Nous disposons maintenant du résultat de la méthode de Bogoliu-
bov, a la fois pour un potentiel régulier pour lequel le développement
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TaKE k= [ky—ka] >> Kot

W= Q=G >>6)rot

FIGURE 5. Diffusion inélastique de neutrons par de I'hélium liquide. On mesure
sur les neutrons diffusés l'impulsion hk et I'énergie hw transférées au liquide.
Figqure extraite de HOHENBERG & PLATZMAN (1966).

de Born converge, et pour le pseudo-potentiel. Dans la limite basse den-
sité na® < 1, la déplétion quantique n’/n et I'énergie de LHY prennent
la méme valeur dans les deux cas, et elles sont données en (12) et en (13).
Dans ce paragraphe, nous allons discuter quelques mesures de la déplétion
quantique ainsi que des expériences qui lui sont reliées, comme 'observa-
tion de paires d’excitations corrélées. Nous décrirons les mesures de Erny
dans le chapitre suivant.

4-1 Le cas de1’hélium liquide

Les mesures de la déplétion quantique, c’est-a-dire la fraction d’atomes
en dehors de la composante d’impulsion nulle, ont été menées avec une
précision remarquable sur ’hélium liquide. Le protocole qui s’est avéré le
plus robuste utilise la diffusion inélastique de neutrons; il donne acces au
facteur de structure dynamique S(k,w), ot hik et fw sont I'impulsion et
I'énergie déposées par un neutron dans le fluide [voir la figure 5, tirée de
la proposition initiale de HOHENBERG & PLATZMAN (1966)].

Pour accéder a la déplétion quantique, les neutrons doivent étre suffi-
samment rapides pour que le nombre d’onde % soit plus grand que 1/d,
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ot d est la distance moyenne entre atomes au sein du liquide. De cette ma-
niére, on ne sonde pas les propriétés collectives du fluide, mais les proprié-
tés des atomes individuels, en particulier leur distribution en impulsion

n(p).

On se place plus précisément dans le régime de I'approximation sou-
daine (impulse approximation), olt le temps de diffusion "neutron-atome" est
suffisamment bref pour que 1’on puisse en premiére approximation négli-
ger l'interaction de ’atome avec ses voisins pendant ce temps. On a alors
simplement

. fin)2 ini\2
pi;iél — p;rzl + FL’C, (pat) _ (pat) + hw, (96)
2mat. 2mat.
dont on déduit - o
W2k2 pini .k
hw = 4 Pat B 97)
2m Mt

c’est-a-dire la somme de l’énergie de recul hw,ec = h?k?/2m et d’un terme
décrivant ’effet Doppler lié au mouvement initial de 1’atome. Le signal
obtenu en mesurant 'impulsion et 1’énergie des neutrons diffusés s’écrit
donc

p-k
Mag

I(k,w) /d3p n(p) 6 [h(w — Wree) — (98)

ini

outon anoté p = p.}.

Apreés passage en coordonnées sphériques et intégration angulaire, on
arrive a

“+o0
Iow)x J(¥) x [ pnlp)dp 99)
Y]
oll la variable Y est définie par
W — Wrec
Y =—— 1
; (100)

Une difficulté expérimentale sérieuse vient du fait que le signal J(Y") ob-
tenu apres intégration sur p n(p) masque en grande partie 1'effet recherché,
a savoir la présence d’un pic tres étroit en p = 0. Nous avons reporté sur la
figure 6 un exemple tiré de SOKOL (1995) qui montre a gauche deux pré-
dictions théoriques tres différentes pour le méme systeme, ’hélium super-
fluide a basse température. L'une des courbes, obtenue avec une approche
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FIGURE 6. Signal attendu (a droite) pour deux distributions n(p) tres différentes
(a gauche). Voir le texte pour plus de détails. Figure extraite de SOKOL (1995).

Monte Carlo quantique, montre le pic étroit en p = 0 correspondant a un
condensat; I'autre courbe qui résulte d’une approche variationnelle est ré-
guliere en p = 0. La fonction J(Y') donnée en (99), montrée sur le panneau
du milieu permet encore de différencier les deux prédictions. En revanche,
apres convolution par la résolution expérimentale et la prise en compte
des effets correctifs liés a I'interaction de I’atome diffusant avec ses voisins,
les prédictions pour les deux distributions n(p) deviennent quasi indiscer-
nables (panneau de droite de la figure 6).

On peut néanmoins analyser finement les courbes J(Y) mesurées ex-
périmentalement pour en déduire la fraction condensée. Les résultats ré-
cents de GLYDE, AZUAH et al. (2000) et GLYDE, DIALLO et al. (2011)
(voir figure 7) conduisent dans la limite 77 — 0 & une fraction condensée
no/n = 7.25(0.75)% a la pression de vapeur saturante. On est donc trés
loin de la limite d’applicabilité de la méthode de Bogoliubov, qui requiert
une fraction condensée ng /n voisine de 100%, puisque n’ /n est I'infiniment

petit du probleme.
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FIGURE 7. Distributions J(Y') mesurées dans le cas superfluide (I' = 0.5 K) et
dans le cas normal (T = 2.3K). La différence au centre s’explique par la pré-
sence d’une fraction condensée dans le cas superfluide. Figure extraite de GLYDE,

AZUAH et al. (2000).

4-2 Mesure sur un gaz atomique

La mesure quantitative de la déplétion quantique avec des atomes
froids "souffre" d'un probléme inverse de I'hélium liquide. Les densités
atomiques y sont faibles, inférieures a 10'® atomes/cm?. Avec une lon-
gueur de diffusion typique a de 'ordre de quelques nanometres, on arrive
ana® de 'ordre de 1075 : la fraction non condensée est alors inférieure au
%. Pour I'augmenter et pouvoir la mesurer avec une bonne précision, il
faut avoir recours soit a une augmentation locale de la densité utilisant par
exemple un réseau optique comme XU, LIU et al. (2006), soit & une aug-
mentation de a grace a une résonance de diffusion. C’est cette deuxieme

stratégie que nous allons décrire ici.

Nous nous intéressons a la mesure faite par le groupe de Cambridge
(LOPES, EIGEN et al. 2017) sur un gaz d’atomes de potassium (isotope *?K)
pour lequel une résonance de Fano-Feshbach (champ magnétique ~ 400 G)
permet d’augmenter la longueur de diffusion @ jusqu’a une centaine de
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FIGURE 8. Distribution en impulsion pour l'état fondamental d’un gaz de Bose
confiné dans une boite de longueur L = 50 pm et de diametre 60 pum. Pour un
gaz sans interaction, on attend un condensat parfait avec une distribution limitée
simplement par la relation de Heisenberg (zone colorée en bleu). Pour un gaz en
interaction, des ailes supplémentaire de part et d’autre de I'impulsion k = 0 ap-
paraissent dues a la déplétion quantique (en orange). Figure extraite de LOPES,
EIGEN et al. (2017).

nanometres sans que les pertes d’atomes par collision inélastique ne de-
viennent génantes. Le gaz est confiné dans un potentiel en forme de boite
cylindrique (c¢f. figure 8). On sonde le gaz par spectroscopie de Bragg en
I'éclairant par deux faisceaux lumineux de fréquences et vecteurs d’onde
w1, k1 et wg, ko. Par un processus absorption — émission stimulée, on trans-
fere au gaz l'impulsion hg = h(ky — k1) et I'énergie fw = fi(we — wr).

Le gaz est préparé dans 1'état d’équilibre correspondant a une interac-
tion entre atomes caractérisée par la longueur de diffusion a. Juste avant
la mesure par spectroscopie de Bragg, la longueur de diffusion est soudai-
nement amenée a 0, de sorte qu’on obtient un gaz sans interaction, mais
avec la distribution en impulsion correspondant a a. Comme dans le cas
de la diffusion de neutrons par I'hélium liquide, les atomes qui sont affec-
tés par la spectroscopie de Bragg sont ceux pour lesquels les conservations
de l'impulsion et de 1’énergie sont possibles, c’est-a-dire ceux d’impulsion
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initiale p; et finale p; telles que

;P2
p; =p; +hq = Ty py, (101)
2m  2m
ou encore, en éliminant p; :
. ho2
Pi' 9, M _ py, (102)
m 2m

En pratique, le moment transféré Aq est aligné avec I’axe du cylindre et
on choisit w = hq?/2m, de sorte que le transfert se fera pour des atomes de
vitesse initiale nulle le long de cet axe. Les atomes non transférés peuvent
avoir trois origines :

— Ce sont les atomes correspondant a la déplétion quantique recherchée.

— Ce sont des atomes dont I'impulsion non nulle provient de la taille
finie de la boite selon la direction z : I'inégalité de Heisenberg impose
en effet que la distribution d’impulsion selon z n’est pas simplement
un 6(z), mais plutot une fonction en puissance d'un sinus cardinal.

— Ce sont des atomes correspondant a une excitation thermique. Ces
derniers jouent un role faible, compte tenu de la température extré-
mement basse du gaz (voir l'inset de la figure 9).

Apres déconvolution des différents effets, LOPES, EIGEN et al. (2017)
sont arrivés au résultat montré en figure 9, donnant la fraction diffractée n
en fonction de la longueur de diffusion. Ces données sont bien ajustées par

la fonction
n="1o (1 - Wna3)

avecy = 1.5 (2) en accord avec la prédiction 8/(3+/m) = 1.505. Une analyse
poussée des effets systématiques dans cette expérience permet de conclure
a une confirmation quantitative de la prédiction (56), avec une erreur sta-
tistique de 15 % et une erreur systématique de 20 %.

(103)

4-3 Paires d’atomes dans le vide de Bogoliubov

Une prédiction importante de I'approche de Bogoliubov est la corréla-
tion entre particules d’impulsions opposées. Cette corrélation trouve son
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FIGURE 9. Fraction maximale diffractée par une impulsion de Bragg de fréquence
w = hq?/2m. L'ajustement linéaire correspond a ng = 0.954 (5) et v = 1.5 (2).
L’inset montre le résultat de simulations numériques, faites a T' = 0 (ligne tiretée)
et pour T entre 3.5 et 5nK, zone colorée en orange. Figure extraite de LOPES,
EIGEN et al. (2017).

origine dans la forme méme du couplage intervenant dans H’, en ala’ .

Comme nous I’avons signalé dans notre analyse du systeme a deux modes,
ces corrélations apparaissent dans une mesure simultanée des nombres
d’occupation n; et ny des deux modes en question : ces deux nombres sont
en principe toujours égaux (n; — ne = 0), méme si la somme n; + ny peut
avoir une distribution trés large.

Tres récemment TENART, HERCE et al. (2021) ont réussi a mesurer direc-
tement la corrélation entre ces paires (k, —k) [voir aussi CAYLA, BUTERA
et al. (2020)]. L'expérience est menée avec des atomes d’hélium placés dans
un état électronique métastable. Les atomes sont détectés apres temps de
vol grace a une galette de micro-canaux avec une efficacité de 53 %. Cette
galette est placée dans l'enceinte a vide, 45cm sous le condensat (temps
de vol de 300 ms). L'impact d"un atome métastable génére une impulsion
électronique qui se propage a la surface de la galette; la mesure tres pré-
cise des instants d’arrivée de cette impulsion sur la périphérie de la galette
donne acces aux cordonnées z, y et a l'instant ¢ de I'impact de I'atome, ce
qui permet ensuite de remonter aux trois composantes de la vitesse initiale
de l'atome.

Trapped cloud
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FIGURE 10. Gauche : expérience de temps de vol menée sur un condensat de Bose—
Einstein d’atomes d’hélium métastable. Pour chaque réalisation de I'expérience, on
en déduit les vitesses v; des atomes. Droite : zone §) (colorée en vert) sélectionnée
pour I'analyse des données. Figure extraite de TENART, HERCE et al. (2021).

Pour chaque réalisation de l’expérience, on sélectionne les détections
en dehors du pic correspondant au condensat lui-méme (zone verte 2 de
la figure 10, droite). Il y a environ 100 atomes et 0.5 paires corrélées dans
cette zone. L'expérience est reproduite 2000 fois pour obtenir une moyenne
significative pour la fonction de corrélation

Joy(n(k)n(6k — k)) d3k

(2) _
97 0k) = T (k) (n(ok — ) Bk

(104)

ot (...) signifie une moyenne sur les différentes réalisations de 1'expé-
rience. Avec cette définition, les paires (k, —k) recherchées doivent appa-
raitre comme un pic en 6k = 0. Notons que pour augmenter la déplétion
quantique, TENART, HERCE et al. (2021) ont placé les atomes dans un ré-
seau optique, qui a pour effet de concentrer les atomes aux minima du
potentiel et donc d’accroitre la densité effective n intervenant dans v/na3.

Un exemple de résultat est montré sur la figure 11. Le pic de corré-
lation en 6k = 0 apparait clairement. Cette figure a été obtenue a tres
basse température, pour une fraction condensée de 84%. TENART, HERCE
et al. (2021) ont étudié la dépendance de la hauteur de ce pic avec la tem-
pérature et montré qu’il devient quasiment indétectable quand on s’ap-
proche de la température critique de condensation. Ils ont également vé-
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FIGURE 11. Fonction de corrélation g (k) mesurée selon les trois directions de
U'espace, mettant clairement en évidence les corrélations entre paires d'impulsions
opposées. Figure extraite de TENART, HERCE et al. (2021).

rifié que sa hauteur variait comme 1/pq, ol la densité p, est définie par
pa = [o(n(k)) d®k; ’est la dépendance attendue si 1'on suppose une cor-
rélation parfaite entre n(k) et n(—k).
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