Les interactions entre atomes dans les gaz quantiques (II)

Du probleme a deux corps au cas macroscopique

Jean Dalibard
College de France, chaire Atomes et rayonnement

Cours 2021-22






Table des matiéres

Introduction 7 II L’approche de Bogoliubov quantique
1  Lapproximation quadratique pour H . . ...........
I Le développement du viriel 11 oo s
1-1 Préliminaire : terme de Hartree, terme de Fock . . . .
1 Ledéveloppement duviriel .. ... 12 1-2  Hamiltonien a IV corps en seconde quantification . .
1-1  Equationd’étatd’un fluide . .. ............ 12 13 Les hypothéses de 'approche de Bogoliubov . . . . .
12 Le gaz parfait classique (Boltzmann) . . . . . ... .. 13 14 Points de vue grand-canonique vs. canonique
1-3  Les gaz parfaits quantiques . . ............. 13 2 L’hamiltonien de Bogoliubov a deuxmodes . . . . . . .. ..
1-4  Le principe du développement du viriel . . . . . . .. 14 21  Approche perturbative . . . . . . ..\ \ ot
2 Ledeuxiéme coefficientduviriel . ... ... ... ... ... 15 . .
2-2 Transformation canonique . . . . . . ... ... ....
2-1 Séparation "centre de masse" et "'mvt. relatif” . . . . . 15 23 Etat fondamental de Vhamiltonien . . - . . . . . . . .
2-2  Interactions en onde s loin de résonance . . . . . . .. 16 . " s . o
3  Exemple:le gaz de spin 1 en "dimension zéro" . . . . .. ..
2-3  Pression et énergie internedugaz .. ... ... ... 17 31  Interactionsemonde s . .
2-4 Le voisinage d'une résonance de diffusion . ... .. 18 3 L'approximation du mode unique . . . . . . . . . ..
3 LegazdeFermiunitaire . . ... ..... ... ... ... ... 21 33 Effet Zeeman et hamiltonien de Bogoliubov . . . . .
3-1  Développement du viriel pour un gaz spineur . . .. 21 34  Réponse du gaz & un saut de champ magnétique . . .
3-2 Le coefficientbs . . . . ... ... ... .. ....... 23
3-3  Résultats expérimentaux . . . . .. ..... ... ... 24 III L'énergie de Lee-Huang-Yang et la déplétion quantique
3-4 Audeladeseffetsatroiscorps . . ... ........ 26 1  Remarques préliminaires . . . . . ... ... ... .......



1-1 Préliminaire 1 : le développement de Born . . . . .. 48

12 Préliminaire 2 : les différents secteurs pour k . . . . . 49

1-3  Illustration : le spectre d’excitation . . . . . .. .. .. 51

2 FEnergie LHY et déplétion quantique . . .. ... ....... 52
2-1  L'énergie de I'état fondamental . . . . . ... .. ... 52

2-2 Calcul del'énergie Erpy . - . o o v o v oo oot 53

2-3  Ladéplétion quantique . . ... ... ... ... ... 54

3  Hamiltonien de Bogoliubov pour Vp, . .« .o oot ... 55
3-1  Potentiel de contact et pseudo-potentiel V,, . . . . . 55

3-2  Les subtilités du pseudo-potentiel . . . ... ... .. 56

3-3  Méthode de Bogoliubov pour le pseudo-potentiel . . 57

3-4  L'énergie de I'état fondamental . . . . . ... ... .. 58

4  Mesures de la déplétion quantique . . . . .. ... ... ... 59
4-1  Lecasdel'héliumliquide . . ... ... ........ 59

4-2  Mesure sur un gaz atomique . . .. .......... 61

4-3  Paires d’atomes dans le vide de Bogoliubov . . . . . 62

IV Etat fondamental du gaz de Bose 65
1 Mesuresdel'énergie LHY . . . ... ... ... ... .... 67
1-1  Le probléme des pertes a troiscorps . . . . .. .. .. 67

12 Modederespiration . ... ....... ... ... .. 67

1-3  Détermination de 'équationd’état . . . . . .. .. .. 69

1-4  Distribution en impulsion et énergie cinétique . . .. 70

2 Le spectre d’excitation d'un condensat . . . . ... ... ... 71
2-1  Resommation du développementde Born. . . . . . . 71

2-2 Mesure du spectre de Bogoliubov . . . .. ... ... 72

2-3  Expériences de Boulder et Cambridge: g 2 1/a

2-4  Retour vers I'approche de Beliaev . . ... ... ...
2-5  LaformuledeFeynman ... ..............
2-6  Problemerésolu? . . ... ........... .. ...
Mélanges et gouttelettes quantiques . . . .. ... ... ...
3-1  Positionduprobleme . .............. ...
3-2  Stabilité d'un mélange binaire (chp. moyen) . . . ..
3-3  L'énergie LHY pourunmélange . .. ... ... ...

3-4  Stabilisation de gouttelettes . . . . .. ... ... ...

V Le contact a deux corps

1

Champ d’application du concept de contact . . . . . ... ..
1-1  Contribution des étatsliés . . . . ... ... ... ...
12 Conditions d’application : fermions vs. bosons . . . .
1-3  RappelsurlegazdeFermi ...............
1-4  Résonances de Feshbach larges ou étroites? . . . . . .
Contact et corrélations a deuxcorps . . . ... .. ... ...
2-1  Rappel : états de diffusion prochesde E =0 . . . ..
2-2  Unargument qualitatif . . . . ... ... ... ... .
2-3  Fonction de corrélation spatiale a deux corps . . . . .
2-4  Distributionde paires . . ... .............
2-5  Distribution enimpulsion . . . . . ... ... ... ..
Définition thermodynamique ducontact. . . . .. ... ...
3-1  Une nouvelle variable thermodynamique . . . . . . .
32 Unlemmeutile . ... ............. .. ...

3-3 Variationdeaetcontact . . . . ... .. ... .....

73
74
75
77
77
77
78
79
80



3-4  Lacasdelatempératurenonnulle . . . .. ... ... 96

3-5  Contact et théoréeme du viriel . . . . .. ... .. ... 97

4  Premieres mesuresducontact . . . . ... ... ... ... 98
4-1  Distribution en impulsion d'un gaz de Fermi . . . . . 98

4-2  Lois d’échelle pourlecontact . . ... ......... 99

4-3  Ftudesnumériques . . . . .. .. .. ... ... ... 100

4-4  Résonance de Feshbach et fraction moléculaire . . . . 101

VI Les différentes facettes du contact a deux corps 103
1 Contact et pseudo-potentiel . . . . ... ... ... ... .. 104
1-1 Rappels sur la définition du contact . . . . ... ... 104

1-2  Lalimite d'une portéebnulle . . . . . ... ... ... 104

1-3  L’approche pseudo-potentiel . . ... ... ... ... 105

1-4  Lecas d’un potentiel en "vrai" Dirac . . . . ... ... 106

2 Contact et spectroscopie radio-fréquence . . ... ... ... 107

2-1  Positionduprobleme . .............. ... 107

2-2  Lecentre de gravité duspectre . . ... ... ..... 108

2-3  L'aile du spectre radio-fréquence . . . . . .. ... .. 109

3  FEtudes expérimentales sur le gaz de Fermi . . .. ... ... 111
3-1  Spectroscopie radio-fréquence . ... ... ... ... 111

3-2  Mesure du contact par pertes d’atomes . . . . .. .. 112

3-3 Lecontactenondep . ... ... .. ... ... ..., 114

4  Contact a deux corps pour legazdeBose . . ... ... ... 116
4-1  Les différents régimes pour le gaz de Bose . ... .. 116

4-2  Prédictions pour le contact a deux corps . . . . . . .. 117

4-3  Contact a deux corps et spectroscopierf . . . . . ... 118

4-4  Mesure par spectroscopie de Ramsey . ... ... .. 119
Références 120






Introduction

Comment passer du simple au complexe, de l'individuel au collectif,
du microscopique au macroscopique ? La connaissance des propriétés des
constituants de base de la matiere ordinaire, atomes et molécules, permet-
elle de prédire le comportement d'une assemblée de N > 1 particules,
qu’elle soit gazeuse, liquide ou solide ?

Cette question s’est posée deés la mise en place du formalisme de la phy-
sique statistique. Un exemple célebre est 1'équation d’état pour un fluide
de volume V, de pression P et de température T écrite! par Johannes Di-
derik van der Waals en 1873 dans sa thése de doctorat, équation qui lui
valut le prix Nobel de physique en 1910 :

2
(P+a’J‘\/[2) (V. — Nb') = NkgT. 1)
Dans cette équation, les parametres o’ et b’ sont censés décrire les proces-
sus physiques microscopiques qui induisent une déviation par rapport au
gaz parfait, pour lequel PV = NkgT : o’ caractérise les interactions entre
particules, en particulier les interactions de van der Waals, et b’ le volume
occupé par chacune, considérée comme une sphére dure impénétrable.

Une prédiction importante de cette équation est I'universalité des phé-
nomenes caractéristiques des fluides décrits par la physique classique,
comme |'existence d'une transition liquide-gaz et d’un point critique ot
la distinction entre liquide et vapeur disparait?. L’équation d’état de van
der Waals permet également de relier les propriétés des fluides entre eux
pourvu qu’on utilise des unités réduites qui éliminent les parametres mi-
croscopiques o’ et b'. Si on note P,, T, et n. la pression, la température et la

1. Les variables utilisées par van der Waals n’étaient pas le nombre de molécules N, ni la
constante de Boltzmann kg, mais le nombre de moles et la constante R des gaz parfaits. On
passe d'un systéme de notation a I'autre par une multiplication par le nombre d’Avogadro.

2. Rappelons que ce point critique est obtenu par la recherche du point d’inflexion du

densité n = N/V au point critique, on peut mettre cette équation sous la

forme
P T n
m=r () ®

ol F' est une fonction identique pour tous les fluides.

Cette universalité, appelée loi des états correspondants, est illustrée sur
la figure 1 extraite de l'article de GUGGENHEIM (1945). L'auteur y a tracé
pour huit fluides différents la densité du gaz et la densité du liquide pour
toute une gamme de températures inférieures a la température critique.
Les densités sont mesurées en unité de n. et les températures en unité de
T., de sorte que 'universalité exprimée par (3) doit conduire a une seule
et méme courbe pour les différents fluides. C’est effectivement ce qui se
produit, en bonne approximation, pour les huit fluides considérés.

L’équation de van der Waals et sa généralisation par GUGGENHEIM
(1945) sont des approches entierement classiques. Elles sont valables a
haute température, plus précisément a basse densité dans 1’espace des
phases :

4)

2mh? 1/2
kaT> ’

n\® < 1 avec \ = <

ou \ est la longueur d’onde thermique.

Nous allons dans ce cours nous intéresser au point de vue opposé, dans
lequel les effets quantiques jouent un role essentiel. Ce point de vue est

réseau de courbes isothermes P(V') a T donnée. Il faut donc résoudre

2
Point critique : (8—P> =0 (8—P> =0, (2)
ov ) ovz )

exprimant notamment que la compressibilité du fluide est infinie en ce point.
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FIGURE 1. Caractere "universel” de la coexistence liquide-gaz pour une série de
fluides différents, représentée ici sur un diagramme densité-température. On a
tracé sur ce graphique la densité du gaz (branche de gauche) et celle du liquide
(branche de droite). Les densités et les températures sont exprimées en unités des
valeurs critiques pour chacun des corps, n. (notée ici p.) et T.. Au point cri-
tique, en haut du graphe, les deux courbes se rejoignent. Notons que les ajuste-
ments indiqués par une ligne continue different quantitativement de la prédiction
pour I'équation d’état de van der Waals, méme si l'allure générale des résultats est
conforme a ce qu’on attend pour (1). Figure tirée de GUGGENHEIM (1945).

bien entendu motivé par le développement considérable des recherches
autour de la physique des gaz a trés basse température qui s’est produit au
cours des vingt derniéres années. Gréce a la combinaison du refroidisse-
ment d’atomes par laser et par évaporation, on sait produire des fluides bo-
soniques ou fermioniques fortement dégénérés. Pour ces fluides, les inter-
actions doivent étre décrites par la physique quantique. Plus précisément,
les collisions se produisent essentiellement dans 1'onde partielle de mo-
ment cinétique nul, I’'onde s. Elles sont donc caractérisées par un nombre,
la longueur de diffusion a, dont la valeur peut, pour certaines espéces ato-
miques, étre ajustée a une valeur arbitraire, voire méme a = o0, grace a
des résonances de diffusion appelée résonances de Fano—Feshbach.

Notre but va étre de comprendre dans quelle mesure on peut retrouver
une universalité quantique, similaire dans son principe a celle montrée en
figure 1. Cette universalité doit permettre de relier les propriétés macro-
scopiques du fluide, comme son énergie, a cette grandeur microscopique
a. Nous allons pour cela procéder par étapes selon le plan suivant :

— Le chapitre 1 sera consacré au cas faiblement dégénéré, nA? <1, qui
peut étre abordé par le développement du viriel, c’est-a-dire un déve-
loppement de I’équation d’état en puissances de n\>.

— Les chapitres 2, 3 et 4 seront consacrés au cas du gaz de Bose forte-
ment dégénéré, nA3 > 1, mais en interaction relativement faible au
sens ol na® < 1. Nous commencerons par la présentation détaillée
de la méthode de Bogoliubov, puis nous étudierons les corrections
d’ordre supérieur, comme celle de Lee-Huang-Yang (LEE, HUANG et
al. 1957). Nous présenterons également plusieurs expériences récentes
fournissant des tests quantitatifs de ces théories. Nous expliquerons
par ailleurs comment ces corrections permettent de stabiliser des états
"liquides", c’est-a-dire des états de densité indépendante du nombre
de particules (PETROV 2015).

— Dans les chapitres 5 et 6, nous aborderons le cas des systemes en inter-
action forte, dans lesquels une résonance de diffusion permet de réali-
ser une situation telle que na® 2> 1, tout en restant dans le régime dilué
nb® < 1 ou b est la portée du potentiel. Nous présenterons le concept
de contact introduit par S. Tan (TAN 2008a; TAN 2008c) et nous mon-
trerons comment il permet de relier la physique a un ou deux corps,
par exemple la distribution en impulsion n(k) et la fonction de corré-
lation spatiale g2(r,,7), & la physique a N corps par 'intermédiaire



des fonctions thermodynamiques.

Nous utiliserons dans ce cours un certain nombre de notions qui ont
été développées en détail dans le cours de I’an passé : collision en onde
s et longueur de diffusion, développement de Born, résonances de Fano—
Feshbach. Nous rappellerons au fur et a mesure les ingrédients essentiels
pour utiliser ces notions et nous renvoyons le lecteur vers les notes du
cours 2020-21 (DALIBARD 2021) pour les approfondir si besoin est.

Je remercie Jérome Beugnon, Markus Holzmann, Raphael Lopes, Syl-
vain Nascimbene, Félix Werner et Willi Zwerger pour de nombreuses dis-
cussions sur les points abordés dans ce cours.






Chapitre I

Gaz quantiques faiblement dégénérés : I’approche

"développement du viriel"

Nous abordons dans ce chapitre une premiere méthode pour relier
la physique a petit nombre de corps et les propriétés macroscopiques
d’un fluide. Cette méthode, qui porte le nom de développement du vi-
riel, est utilisable pour des fluides faiblement dégénérés, c’est-a-dire une
densité dans l'espace des phases n\* < 1, ou n est la densité spatiale et
A = +/27h?/mkgT lalongueur d’onde thermique, T’ désignant la tempéra-
ture.

Cette approche du viriel consiste & proposer un développement d'une
fonction thermodynamique du fluide macroscopique, sa pression par
exemple, en puissances de la densité n ou de la fugacité! 2z = exp(u/kpT),
ou . est le potentiel chimique. Ce type de développement a été proposé par
Kamerlingh Onnes au tout début du vingtieme siécle pour un fluide décrit
par la thermodynamique classique, puis étendu a une description quan-
tique par UHLENBECK & BETH (1936) et BETH & UHLENBECK (1937). De
maniere remarquable, le coefficient du terme d’ordre n (avec en pratique
n de l'ordre de 2 a 5) est calculable pourvu que 'on sache traiter exacte-
ment le probléme & n corps, donc un "tout petit" systeme trés loin du cas
macroscopique [cf. figure 1].

1. Pour un développement en puissances de z, certains auteurs préferent utiliser le terme
"développement en amas" (cluster expansion). Nous garderons ici la terminologie la plus com-
mune, "développement du viriel".

11

Nous commengons ce chapitre par un rappel des bases de la descrip-
tion thermodynamique d'un gaz quantique parfait, décrit par la statistique
de Bose ou de Fermi. Nous trouvons ainsi une premiére source de dévia-
tion des coefficients du développement du viriel par rapport a un gaz de
Boltzmann. Dans la deuxieme partie, nous nous intéressons au premier co-
efficient du viriel non trivial, noté b,. Nous détaillons son calcul dans le cas
d’interactions "standard" et nous retrouvons un résultat célebre de BETH &
UHLENBECK (1937). Nous discutons ensuite le cas d’interactions binaires
résonantes. La troisiéme partie est consacrée au cas du gaz de Fermi de spin
1/2 unitaire, c’est-a-dire avec des interactions 1| résonnantes. Il s’agit d'un
systéme qui joue actuellement un rdle central en physique des gaz quan-
tiques, car il permet de tester de maniere tres fine différentes approches
théoriques en les confrontant a des résultats expérimentaux. Nous décri-
vons ces expériences et présentons les différents résultats connus pour les
coefficients b3, b4 et b5 du développement.
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= b(T)z + by(T)Z* + by(T)Z> +

] |

ke T/ 13

FIGURE 1. Principe du développement du viriel. On exprime la pression P (en
unités de kgT /\3) comme un développement en puissances de la fugacité » =
exp(u/ksT). Le coefficient d’ordre n, b, (T'), se calcule en résolvant le probleme a
n corps correspondant. On fait ainsi le lien entre les propriétés macroscopiques du
fluide et le probleme a petit nombre de corps (n allant typiquement de 2 a 5), au
moins dans le cas faiblement dégénéré : n\3 ~ z < 1.

1 Le développement du viriel

1-1 Equation d’état d’un fluide

L’état d'un fluide a I'équilibre thermodynamique est caractérisé par la
valeur d’un certain nombre de variables thermodynamiques. Pour un gaz
de particules sans spin, on utilise en général les trois variables suivantes :

— la température T' ou sa variable conjuguée, ’entropie S.
— le volume L3 ou sa variable conjuguée, la pression P.

— le nombre de particules N ou sa variable conjuguée, le potentiel chi-
mique y

L’équation d’état d’un fluide consiste a exprimer une fonction ther-
modynamique, I'énergie E(S, L3, N) ou le grand potentiel Q(T, L3, 1) par
exemple, en fonction d’un triplet formé & partir de ces variables. Dans un
premier temps, nous allons utiliser le grand potentiel Q(T', L3, 1), dont la

12

différentielle totale s’écrit :

dQ=-SdT — PdL? — Ndu (1)

On montre en physique statistique [voir par exemple LANDAU &
LIFSHITZ (1975)] que € est relié a la fonction de partition dans 1’ensemble
grand-canonique Zgc

Q= —k;BTlog ZGC (2)

avec

ZGC = Z ZNZN, (3)
N=0

ot I'on a introduit la fugacité z = exp(u/kpT) et olt Zy est la fonction de
partition de 'ensemble canonique a IV particules, avec Zy = 1 par conven-
tion. Rappelons la définition de Zy :

Zy =) e BilleT (4)
J

ol la somme porte sur tous les états ¢; du systeme a NV particules. En pra-
tique, du fait du facteur de Boltzmann e~ Ei/ksT geuls I'état fondamental
d’énergie ) et les états excités d’énergie F/; — Ey < quelques kg7’ contri-
buent significativement a Z .

Une fois connu le grand potentiel (L3, T, 11), on déduit les quantités
thermodynamiques conjuguées des trois variables, ’entropie S, la pression
P et le nombre de particules moyen N (ou la densité spatiale n) :

o0 o0 N 1 /00
5 <8T>L3,u <8L3>T,,U. ! L? L3 (5N)T,L3 ©

Nous considérons ici un fluide dans lequel les interactions sont a suffi-
samment courte portée pour que le grand potentiel Q2 soit une fonction
extensive, c’est-a-dire proportionnelle au volume quand on maintient 7" et
p constants. L'intérét du choix du grand potentiel est alors clair : 1a relation
entre 2 et P ne peut étre que la relation linéaire

©
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En d’autres termes, une équation d’état possible pour le fluide est I'ex-
pression de la pression P en termes de la température et du potentiel chi-
mique. Pour travailler avec des quantités sans dimension, on peut s’inté-
resser par exemple a

3
i )
B
Par transformation de Legendre, on peut ensuite calculer d’autres poten-
tiels thermodynamiques comme 'énergie libre F(L3, T, N) = Q + uN ou
I'énergie interne E(L3,S,N) = Q+ TS + uN.

1-2 Le gaz parfait classique (Boltzmann)

Le gaz parfait classique correspond a une assemblée de particules de
masse m, non interagissantes et non corrélées, et il obéit a la statistique
de Boltzmann. Si on prend des conditions aux limites périodiques dans la
boite de volume L3, une base d’états propres a une particule est donnée
par les ondes planes

1 n 2

ﬁe , k= T n YA (8)
d’énergie h?k? /2m La fonction de partition a une particule est donc
7, = ;e—h2k2/2kaT _ (;:)3 /e—h2k2/2kaT Bk ©)
ou encore
Zy = %z (10)

Comme les particules ne sont pas corrélées, la fonction de partition a N
particules est égale au produit de N fonctions Z3, au facteur 1/N! pres
nécessaire pour la résolution du paradoxe de Gibbs. On a donc

> (22N
Zge = Z ( ]\;!) = exp(2Z1) (11)
N=0
et donc
L3
Q= —kBT z Zl = —kBT z F (12)

13

On déduit de (6) I'expression de la pression

. . P)3
Gaz parfait classique : — =z (13)
kgT
La densité spatiale se déduit de (5) :
nA3 = 2. (14)

Pour le gaz parfait classique, la fugacité est égale a la densité dans 'espace
des phases.

1-3 Les gaz parfaits quantiques

Dans notre monde physique, le gaz parfait classique étudié ci-dessus
n’existe pas. Méme si les particules n’interagissent pas (gaz parfait), le fait
qu’elles obéissent a la statistique de Bose ou de Fermi vient introduire des
corrélations entre elles. Par exemple, le principe de Pauli interdit que deux
fermions de méme spin occupent le méme état k.

Pour des particules quantiques sans interaction, le calcul (2) du grand
potentiel 2 a partir de la fonction de partition grand-canonique Zgc est
un exercice de dénombrement traité dans tous les ouvrages de physique
statistique. Indiquons ici le résultat :

Gaz parfait (Bose) : Q= kBTZ log (1 — ze*Ef/kBT> (15)
J

Gaz parfait (Fermi) : Q= —k;BTZ log (1 + ze_Ej/kBT> (16)
J

ol la somme porte sur tous les états ¢; (spin et orbital) a une particule,
d’énergie E;.

Prenons un gaz de particules sans spin ou polarisées, de sorte que le de-
gré de liberté de spin n’intervienne pas. Les états ¢; sont les ondes planes
et on trouve, en remplacant la somme discrete sur k par une intégrale :

3

_ L —h2k?/2mkT 3
Q_i@T@ﬂg/bg0$ze )dk 17)
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En utilisant le développement en série

8

J
log(1 — x) x— (18)
Jj=1 J
on arrive a
P¥ X1
Gaz parfait (bosons polarisés) : T = ; W 27 (19)

et

P I (—1)i+t

- 15/2
kBT = ¥ /

Gaz parfait (fermions polarisés) : 2J (20)

Le premier terme (j = 1) des développements (19) et (20) coincide avec
le résultat du gaz classique (13). L'apparition des termes suivants (j > 2)
dans le cas des bosons ou des fermions traduit I’émergence des corrélations
entre particules dues aux statistiques quantiques.

1-4 Le principe du développement du viriel

Nous considérons maintenant un gaz de particules sans spin ou pola-
risées, en interaction, et confiné dans une boite de volume L3. Le dévelop-
pement du viriel est basé sur la série en puissances de la fugacité = :

PN & ,
T > bi(T) 2 (21)
j=1

Ce développement est utile quand la fugacité z est petite devant 1, c’est-a-
dire p négatif avec |p| > kgT. Comme nous 'avons vu sur le cas du gaz
parfait classique [cf. (14)], cela correspond a un gaz faiblement dégénéré,
de petite densité dans 1'espace des phases nA®. On peut alors se restreindre
aux premiers termes du développement, que I'on suppose convergent dans
cette limite z < 1 (LEBOWITZ & PENROSE 1964).

Une fois connu le développement de la pression, on en déduit les autres
quantités thermodynamiques comme la densité n qui se calcule a partir de

() op
n= (> , (22)
o T,L3
ce qui conduit a
= ib(T)# (23)
j=1

Les différents coefficients b;(T") sont obtenus en identifiant terme a
terme les puissances de z dans I'égalité
PX3 X3
— = —log Z 24
kel  L° 0g 4GC (24)
c’est-a-dire :
3

A
bi(T) z4bo(T) 22+ ... = ﬁlog(l+zZ1+z2Zg+...) (25)

On constate alors immédiatement que le premier coefficient du viriel by (T')
ne fait intervenir que la fonction de partition a un corps Z; et ne contiendra
donc pas trace des interactions :
)\3
b (T) = ﬁzl (26)

ou encore, en utilisant la relation Z; = L3/\3 :

b(T) =1 (27)

Le deuxiéme coefficient du viriel by(7") requiert la connaissance de Z5,
donc de la physique a deux corps :

1 7z}
() = 5 (- %) 28)
et on trouve de méme :
1 73
bs(T) = — ( Z3 — 212, + = (29)
7 3
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Plus généralement, le coefficient d’ordre j, b,;(T), fait intervenir la so-
lution des problemes a au plus j corps, et seulement eux! On a donc
la propriété remarquable suivante : le développement du viriel, quand il
converge, permet de relier de maniere naturelle la physique a petit nombre
de corps et les propriétés macroscopiques du fluide. Dans le paragraphe
qui suit, nous allons nous concentrer sur les processus a deux corps, c’est-
a-dire la premiere déviation par rapport au gaz parfait.

2 Le deuxiéme coefficient du viriel

D’apres les résultats énoncés au paragraphe précédent, le deuxieme
coefficient du viriel b3(T") contient les premiéres corrections au gaz par-
fait classique. Ces corrections correspondent a I’émergence de corrélations
entre particules causées par

— les simples effets des statistiques quantiques, avec

1

0) _
0 =7

(30)
comme nous l’avons vu en (19) et (20). L'exposant () indique ici que
le résultat est obtenu pour un gaz parfait.

— les interactions entre particules, auxquelles nous allons nous intéresser
dans les paragraphes qui suivent.

D’apres (28), la correction a b liée aux interactions est directement propor-
tionnelle a la correction a Z5, que nous noterons AZ,.

Les effets quantiques pour b,. Avant de passer au role des interactions,
il est instructif de vérifier que I'on peut retrouver simplement le coefficient
bgo). Pour des bosons, une base d’états possibles est donnée par les paires
(k1,k2), en ne comptant qu'une fois la paire (ki,k2) = (k2, k1) et sans
restriction pour I'état k; = ko. Pour des fermions polarisés, on ne compte
également qu'une fois chaque paire mais 1'état k; = k; est exclu. On peut
regrouper les deux cas en écrivant :

2 2 T 25/2

1 2., 1 2k z: Z
Ty = = Z e—n2(k§+k§)/(2kaT) + 5Ze—ﬁ?kz/(kaT) _ 214 1 31)
k1,ko k
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avec le signe + pour les bosons et — pour les fermions. On retrouve bien

O = (32)

Gaz parfait quantique : 5572

2-1 Séparation "centre de masse'" et "mouvement relatif"

Considérons un gaz de bosons polarisés dans lequel les particules in-
teragissent deux a deux par le potentiel V(r), supposé isotrope. Nous ré-
écrivons ici la fonction de partition & deux particules Z; sous la forme :

Zo = (Z eﬁ2K2/(4mk¢BT)> Z eij/kBT . (33)
J

K

Nous avons séparé le mouvement libre du centre de masse, paramétré par
son impulsion K = k; + k2 associé a la masse totale 2m, et le mouvement
de la variable relative, caractérisé par ses états propres ;(r) d’énergie E;,
et associé a la masse réduite m, = m/2.

La partie "centre de masse" se calcule comme précédemment pour don-
ner:

ZCdM — Z e7}12’[(2/(41111@,T) — 23/221 (34)
K
La somme intervenant dans la partie "variable relative"
7l = Y e Bk (35)
J

contient la contribution de tous les états de moment cinétique (ondes par-
tielles) £ = 0,2, 4, ... autorisés par le principe de symétrisation :

7 ="z (36)
4

Nous supposerons ici le gaz de bosons suffisamment froid pour que seules
les interactions en onde s jouent un role (rappelons que des fermions po-
larisés n’ont pas d’interaction dans ce canal). La contribution des ondes
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>

V(r) 4

FIGURE 2. Ftats de diffusion et états liés pour le probleme a deux corps. Dans
le cas non résonnant (|a| < M), nous allons nous concentrer essentiellement sur
les états de diffusion, et plus particulierement sur ceux dont I'énergie ne dépasse
pas quelques kgT. Dans le cas résonnant (|a| > M), nous prendrons également
en compte la contribution du dernier état lié, dont I'énergie ~ —h?/ma? est (en
valeur absolue) petite devant kgT.

partielles ¢ # 0 a cette somme est donc identique a celle d'un gaz par-
fait et nous ne I'écrirons pas explicitement. En ce qui concerne la contribu-
tion Z}¢l) du canal de moment cinétique ¢ = 0 (onde s), rappelons qu’elle
contient a la fois la contribution des états liés (molécules diatomiques) et
des états de diffusion, asymptotiquement libres.

2-2 Interactions en onde s loin de résonance

Nous nous plagons dans ce paragraphe dans une situation "normale"
de l'interaction entre deux atomes, c’est-a-dire une longueur de diffusion

a comparable a la portée du potentiel de van der Waals? b = Rqw. Cette
hypothese vient simplifier notablement le calcul du coefficient b5, a la fois
en ce qui concerne la contribution des états de diffusion et des états liés [cf.
figure 2] :

— Les états libres qui contribuent de fagon significative a Z3°! sont tels
que h?k%/2m < quelques kT, c'est-a-dire k& < 1/X. Or les énergies
thermiques kg1 des gaz quantiques sont trés inférieures a E.qw =
h? /mR2 ;, qui est de 'ordre de la dizaine de microkelvin, voire plus
pour les atomes légers. D’ailleurs, si ce n’était pas le cas, les collisions
ne se produiraient pas uniquement en onde s. On a donc a < A, soit
pour tous les vecteurs d’onde k pertinents la relation ka < 1.

— Le potentiel d’interaction entre deux atomes contient généralement de
nombreux états liés, et I'énergie du dernier lié en absence d'une réso-
nance de diffusion est de I’ordre de —F, qw. Comme nous venons de
le dire, cette énergie de liaison est en valeur absolue grande devant
kgT. S’il y avait dans le gaz un processus de collision qui établissait
un équilibre entre les populations des états libres et celles des états liés,
essentiellement tous les atomes se trouveraient sous forme de dimeres
(ou de trimeres, tétrameres, etc.). Heureusement, ce n’est pas le cas : la
formation de dimeres peut se produire, mais c’est un processus mar-
ginal a I'’échelle de temps des expériences. D’ailleurs, sitot formés, ces
dimeéres s’échappent généralement du piége confinant les atomes car
I'énergie libérée lors de leur formation est supérieure a la profondeur
du piege.

Grace a ces deux remarques, on limite donc le calcul de Z}°!; a la seule
contribution des états de diffusion en onde s, repérés par leur impulsion 7k
et leur énergie h?k?/2m, = h?k?/m. La seule difficulté est de les dénombrer
correctement, sachant que le comportement asymptotique de leur fonction
d’onde réduite est pour ka < 1 (voir figure 3) :

u(r) ~ sinfk(r — a)]. (38)

2. Rappelons que le rayon de van der Waals est défini a partir de la masse d"un atome et
du coefficient Cg décrivant l'interaction de van der Waals par

1

Ryaw =
dW 2(

1/4
mC’g) . 37)

h2

Pour les especes atomiques utilisées dans les expériences, ce rayon de van der Waals est de
I'ordre de quelques nanometres.
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. \ \ \ \ hkG d’ott I'on déduit le deuxiéme coefficient du viriel
[ NS T~ T ~ | = V

kob _40.752n P § om0 - o
a~ e Bosons hors résonance (a < \) : bo(T) = —5 — — 42
ol klky = 0.02 ( ) 2(T) = 557 = 3 42)
N | klky = 0.03 avec les deux contributions béo) = 275/2 provenant des statistiques quan-

i R S N S B klky = 0.05 tiques et bgnt') = —2a/\ provenant des interactions.

| |
80 100 120 140 160 180 200
r/b

0 20 40 60

FIGURE 3. Etats de diffusion dans un puits carré de profondeur Vy et de largeur
b, avec un neeud commun aux fonctions d’onde en r = a.

La présence du terme en —ka dans le sinus vient en effet modifier leur
densité d’états. Supposons que la particule relative est insérée au centre
d’une sphere de rayon R, avec des conditions aux limites de Dirichlet sur
les parois de la sphére. Les nombres d’onde &k doivent donc satisfaire la
condition de quantification

™

kn: ;
nR—a

n entier positif, (39)

au lieu de k,, = nm/R en absence d’interaction. Le passage d'une somme
discréte a une intégrale pour le calcul de Z}¢!; donne alors :

rel _
ZE:O -

—+oo
Zefﬁkfb/(kaT) _ R - a/ o—N°K*/(mkeT) 4.
0 0

n
R—a
= — . 40

73 (40)
La contribution en R/\ serait présente méme en 1’absence d’interactions
et elle vient s’ajouter a celle des autres ondes partielles pour donner, tous
calculs faits, la fonction de partition Z5 du gaz parfait quantique. Le terme
intéressant ici est celui lié aux interactions, en a/\. Une fois multiplié par
ZCM = 23/2 7, [cf. (34)], ce terme conduit & la contribution des interactions
a la fonction de partition Z; recherchée :

AZy = —221% (41)
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2-3 Pression et énergie interne du gaz

Comme nous 'avons expliqué en §1-1, la connaissance du grand po-
tentiel (a un ordre donné en z) permet de retrouver les autres fonctions
d’état au méme ordre. Nous allons utiliser ici le développement du viriel
a l'ordre 2 pour retrouver l'expression de l’énergie d’interaction dans le
régime faiblement dégénéré.

Nous partons de I'expression de (2 :

3 L? 2
T, L3, ) = —kgT = [z + bo(T) 27 (43)
dont nous déduisons le nombre de particules moyen

Y L3 )
N=- ((W)LW ~ 17 (2 +2022%) (44)

et 'entropie :

s o0 I3 [5 o K oo o dby

(45)

A cet ordre du calcul, la relation (44) entre nombre de particules et fu-
gacité peut s’inverser pour donner :

2 nX3 — 2by(nA3)?, (46)
ce qui donne a cet ordre pour la relation pression-densité :

P 3
ﬁ ~ [RA? = 202 (RA?)?] + ba(nA®)? = nA® — by(nA?)2. (47)
B
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Si on se limite aux corrections liées aux statistiques quantiques, by(7T") =
+275/2, on constate qu’il y a, pour une densité et une température fixées,
un abaissement de pression pour les bosons (b, > 0) et un accroissement
pour les fermions (b, < 0), par rapport au cas d'un gaz parfait classique.
Cela se comprend a partir du postulat de (anti)symétrisation. Par exemple,
pour des fermions, le fait d’empécher deux particules d’étre présentes au
méme endroit constitue en quelque sorte une diminution de 'espace ac-
cessible, d’ot1 une augmentation de la pression.

Exprimons maintenant I’énergie interne du gaz en fonction de 7', L* et
N (oun= N/L?):

} - 3 5(ndby  3by
E_Q+TS+MN_NkBT[2+n)\ (TdT 2)} (48)

On retrouve bien entendu le terme dominant %kBT correspondant a 'éner-
gie cinétique d'un gaz parfait classique. Examinons les corrections a ce mo-
dele classique en passant en revue les deux contributions a b3 (1") trouvées
en (42).
— Le terme lié aux statistiques quantiques, bgo) = 27%/2, ne dépend pas
de la température. Il correspond a un abaissement de I'énergie (pour
des bosons) donné par

3
_27/2

On trouverait la méme contribution au signe pres pour un gaz de fer-
mions polarisés :

Bosons: AEW® = NkgT nX3. (49)

3
Fermions: AE© = +_"_NkgT n)>. (50)

27/2

On voit bien apparaitre ici l'infiniment petit du développement, la
densité dans I'espace des phases nA®.

— Le terme lié aux interactions, issu de béint') = —2a/\, conduit a la mo-
dification de I’énergie
) 4k
Bosons : AE®™Y) — gn N avec ¢ = mva (51)
m

Ce terme serait absent pour un gaz de fermions polarisés (pas d’inter-
action en onde s).
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La forme trouvée pour AE() est intéressante & au moins deux titres.
Tout d’abord, elle permet de vérifier que la longueur de diffusion a est
bien le seul parametre du potentiel d'interaction V' (r) qui joue un role dans
le probleme a N corps, au moins dans le régime faiblement dégénéré. Ce
résultat important ne nécessite pas que le potentiel V (r) puisse étre traité
par l'approximation de Born.

Par ailleurs, le coefficient numérique apparaissant dans (51) est instruc-
tif. Dans ce cours, nous serons fréquemment amenés a modéliser le poten-
tiel d’interaction par une interaction de contact (éventuellement régulari-
sée), conduisant a la méme longueur de diffusion a que le potentiel réel.
Cela revient a remplacer 1’'hamiltonien d’interaction

- 1
Hin = 5 //ﬁ(r)ﬁ(r’) V(e —r'|) & a* (52)
ot n(r) est 'opérateur associé a la densité au point r, par
. 4rh?
=3 [ @ avee 9= T2 (53)
m

Pour un systéeme homogene, on attend donc pour la moyenne de l'énergie
d’interaction
ABE) = (Hy) = 3 in* ()L (54)

ce qui entraine, par comparaison avec (51), que 1’on a dans le régime fai-
blement dégénéré :
(n*(0)) = 2n>. (55)

On retrouve ici l'effet de groupement de type Hanbury-Brown et Twiss,
caractéristique d’une statistique de champ classique avec des fluctuations
gaussiennes (HANBURY-BROWN & TWISS 1956).

2-4 Le voisinage d’une résonance de diffusion

Une résonance de diffusion est caractérisée par une longueur de dif-
fusion a anormalement grande, c’est-a-dire |a| > b oi1 b est la portée du
potentiel. Au voisinage d’une telle résonance, I’évaluation du coefficient b,
doit étre modifiée.



CHAPITRE I. LE DEVELOPPEMENT DU VIRIEL

§2. Le deuxieme coefficient du viriel

FIGURE 4. Apparition d’un état lié et divergence de la longueur de diffusion a
lors d'une résonance de diffusion.

Rappelons pour commencer la nature de ces résonances, en supposant
que I'on peut modifier finement un des parametres du potentiel d’interac-
tion V(r) en faisant apparaitre un nouvel état lié dans ce potentiel >. On a
le résultat général suivant, connu sous le nom de théoreme de Levinson [cf.
figure 4] :

— Juste avant que l'état lié n’apparaisse, la longueur de diffusion est
grande et négative.

— Au seuil d’apparition de I’état li¢, la longueur de diffusion est infinie.

3. La description qui suit s’applique sans modification au cas d"une résonance de Fano-
Feshbach, au moins pour le cas d’une résonance large. Pour une étude dans le cas d'une
résonance étroite, on pourra consulter ENDO & CASTIN (2016b)
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— Juste apres l'apparition de l’état lié, la longueur de diffusion est
grande et positive.

Dans ces conditions, il est indispensable de prendre en compte la contri-
bution de cet état faiblement lié a la fonction de partition car sa fonction
d’onde est tres étendue (~ a) et il peut étre significativement peuplé lors
de collisions entre atomes. Par ailleurs, son énergie (négative) :

i ~ ——— (56)
ma

peut devenir tres faible devant kg7’ et une population significative de cet

état lié est possible sans que le gaz ne soit entierement sous forme de di-

meres.

Par ailleurs, le déphasage dy(k) varie tres vite avec k et il n’est plus
légitime de supposer dy(k) ~ —ka comme nous 'avons fait en (38). Il faut
revenir a l’expression

u(r) & sin [kr + do (k)] (57)
ol le déphasage se déduit de I'expression générale

tan[dg (k)] = —ka. (58)

Comme dans le cas non résonnant, les interactions viennent changer
la densité d’états qui intervient dans la sommation sur tous les nombres
d’onde possibles. En prenant ici encore des conditions aux limites de Diri-
chlet dans une boite sphérique de rayon R, on a maintenant la condition
de quantification sur & :

kn R+ 00(ky) = nm, n entier positif (59)

de sorte que l'intervalle entre deux valeurs de k successives vérifie

(kns1 — k) <R + ‘(135) s (60)

On peut alors reprendre le calcul de la fonction de partition Z;¢, comme
en (40) pour trouver :

—+o00
)+ l/ %G—FBICQ/"LI"BT dk + |:e—Elie/kBT:| ) (61)
0

zrel = (...
=0 = ( 7 dk
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Dans cette expression, le premier terme (.. .) représente la contribution du
rayon de la sphere R : elle est indépendante des interactions et sera donc
omise dans ce qui suit. Par ailleurs, le dernier terme correspond a la contri-
bution de I'éventuel état 1ié : cette contribution ne doit étre prise en compte
que du coté a > 0, puisque cet état n’existe pas tant que a est négatif; les
crochets autour de ce terme indiquent cette restriction. Dans ce qui suit,
on multipliera cette contribution par la fonction de Heaviside ©(a) pour
prendre en compte les deux possibilités.

En utilisant I’expression de la fonction de partition pour le centre de
masse, ZCM = 23/27, [cf. (34)], on trouve alors la contribution des inter-
actions au deuxiéme coefficient du viriel * :

“+o0
b(int) _ 23/2/ %e—hsz/kaT dk + 23/28_E“e/kBT@(a). (63)
2 T Jo dk

Calculons explicitement I'intégrale sur £ dans le cas d"une résonance de

diffusion. La relation tan[dy (k)] = —ka se différencie pour donner :
d(SQ —a
@& IR 9

La variation de dy (k) avec k est représentée sur la figure 5. Pour a < 0, 69 (k)
est une fonction croissante qui part de la valeur 0 en £ = 0 pour atteindre
une valeur proche de 7/2 quand k devient supérieur a 1/a. Pour a > 0,
do (k) est une fonction décroissante, qui part de 7 en k = 0 pour tendre elle
aussi vers 7/2 aux grands k.

Si on définit la résonance comme la zone ot la longueur de diffusion
|a| est beaucoup plus grande que la longueur d’onde thermique A, on voit
que dans ce cas, les variations de 'intégrande de (63) sont dominées par
%(33 et on peut prendre e~h°k*/mkeT ~ 1 dans cette intégrale. Par ailleurs,
I'état 1ié quand il existe (a > 0) a également une contribution tres simple a
(63) : e~ Frie/k8T ~ 1. On trouve donc (HO & MUELLER 2004) :

b(int) B 93/2 oo
)~ 2
™ Jo

a 3/2
T i2a? dk + 2°/°0(a) (65)

4. On retrouve la formule générale de BETH & UHLENBECK (1937)

. 3/2 Rl
bg“t) _ 27r Z(%"" 1)/0 diee_hzw/kaT dk + 23/2 Ze—Ej/kBT (62)

Z dk ;

restreinte ici au cas de ’onde s, £ = 0. La somme discréte sur j correspond aux états liés.
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FIGURE 5. Représentation schématique de la variation du déphasage en onde s
0o (k) au voisinage d'une résonance de diffusion (|a| > \).

c’est-a-dire :

a<0: o™ a2 (pasdétatlié) (66)

et

a>0: "~ V24232 = 2, (67)
Le coefficient b, 1ié aux interactions ne présente donc pas de discontinuité
au passage a la résonance et il prend en ce point une valeur "universelle",
c’est-a-dire indépendante de la température :

Bosons a résonance : bS‘“) =2 (68)

Nous retrouverons ce méme comportement, a un facteur 2 pres, pour le
gaz de Fermi a deux composantes dans le régime unitaire. En ajoutant la
contribution liée a la statistique, on a donc :

1

Bosons a résonance : bo




CHAPITRE I. LE DEVELOPPEMENT DU VIRIEL

§3. Le gaz de Fermi unitaire

¢ 5

FIGURE 6. Gaz de Fermi i deux composantes, composé d’atomes de spins 1 et |

3 Le gaz de Fermi unitaire

Nous nous intéressons dans cette partie a un gaz de particules de spin
(ou de pseudo-spin) égal a 1/2, suffisamment froid pour que les interac-
tions soient dans le régime de I'onde s (figure 6). Ce gaz présente une réso-
nance de diffusion de sorte que I'interaction 1| correspond a une longueur
de diffusion a infinie (figure 4). Par ailleurs, on suppose le gaz suffisam-
ment dilué pour que la distance entre particules reste grande devant la
portée b du potentiel (ou sa portée effective ) de sorte que b et ry n'in-
terviennent pas dans la physique du probleme. On parle alors de gaz de
Fermi unitaire puisque les interactions atteignent la valeur la plus grande
possible, compte tenu de la contrainte imposée par 1'unitarité de la phy-
sique quantique. Rappelons qu’il n'y a pas d’interaction en onde s pour
une paire 11 ou ||, en raison de l’antisymétrie d’échange entre deux fer-
mions.

Ce paradigme du gaz de Fermi unitaire se rencontre dans plusieurs cir-
constances dans la nature, au moins de maniére approchée. On le trouve
par exemple dans les étoiles a neutrons : la longueur de diffusion a est
de l'ordre de 18fm alors que la portée effective rg n’est que de 2.8 fm.
On peut donc envisager des configurations ot la distance entre particules
est grande devant 7y (donc un systeme dilué), mais petite devant a (donc
une interaction forte). D’autres systémes physiques s’approchant du ré-
gime d’un gaz de Fermi unitaire sont le plasma quark-gluon ou certains
supraconducteurs a haute température critique.
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Le gaz de Fermi unitaire constitue un systeme universel dans la mesure
ot il ne présente aucune échelle de longueur associée aux interactions®.
C’est donc un banc d’essai remarquable pour les différentes approches des
systémes de particules fortement corrélées. Pour le développement du vi-
riel qui nous intéresse ici, cette invariance d’échelle se traduit par le fait que
les coefficients b,, du développement sont de purs nombres. Nous avons
déja constaté ce point au paragraphe §2-4 sur le cas de bosons polarisés
pour le coefficient b, mais pour le cas du gaz de Fermi unitaire, il est en

fait valable pour tous les b,, comme nous l’expliquerons en § 3-2.

Des efforts considérables ont été fait au cours des 15 derniéres années
pour aller au dela du coefficient b,. On dispose désormais de valeurs théo-
riques fiables pour b3 et pour by, validées (au moins dans une certaine me-
sure) par 'expérience. Nous n’allons pas détailler ici les calculs complexes
qui ont menés a ces prédictions, mais simplement esquisser la progression
qui s’est faite durant ces derniéres années. Le lecteur désireux d’appro-
fondir la question pourra consulter les articles de revues de LIU (2013) et
ENDO (2020).

3-1 Développement du viriel pour un gaz spineur

N

Pour décrire 'équilibre thermodynamique d'un gaz a deux compo-
santes, on est amené a introduire un potentiel chimique pour chacune
d’elles, que nous noterons 4 et 1. Nous supposons ici que les deux com-
posantes ont la méme masse et la méme énergie pour l'état fondamental a
une particule k = 0. Elles sont & la méme température et occupent le méme
volume L3 de sorte que la fonction de partition grand-canonique s’écrit
maintenant

ZGC: Z 21+V+Z]7V,ZN+’N7. (70)
Ny N_

5. Pour le gaz de Bose unitaire, les effets liés au phénomene d’Efimov (apparition d’une
série infinie d’états liés a trois corps quand |a| = +4o00) viennent introduire une échelle de
longueur spécifique, ce qui brise I'invariance d’échelle. Nous renvoyons le lecteur intéressé
vers l'article de CASTIN & WERNER (2013) qui explique comment obtenir le coefficient b3
dans ce cas. Une situation similaire se produit si les deux états de (pseudo-)spin du gaz de
Fermi unitaire ont des masses trés différentes. Nous supposerons ici que les deux masses m
et m sont égales; il n’y a donc pas d’effet Efimov, d’ot1 I'universalité annoncée.
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1 by =—2all

big=1by; =1 b, = \/E arés.

by = by,

¥

T osn

. .
¢ N

pas d’interaction entre fermions polarisés,
uniquement des effets de statistique quantique

FIGURE 7. Les premiers coefficients du viriel pour un gaz de spin 1/2.

La fonction de partition canonique Zy, n_ décrit un systeme de IV, parti-
cules dans I'état 1 et N_ particules dans l'état |, le tout a la température 7.
La relation entre Zg et le grand potentiel est inchangée :

Q= 7kBT 10g Z(;c, (71)

de sorte qu’on arrive a un développement pour 2

L3 i
Q= —kpT F Z bi,j Ean 2L (72)
.3
que l'on espére rapidement convergent, au moins aux faibles densités dans
I'espace des phases.

La valeur des deux premiers coefficients b, ¢ et by ; est obtenue en met-
tant une seule particule (1 ou |) dans la boite de volume L? et elle est donc
inchangée par rapport au cas a une composante (cf. figure 7) :

7

Pour évaluer les termes d’ordre 2, séparons les deux cas possibles :

— Les deux particules sont dans le méme état de spin, Ny =2, N_ =0
ou N; =0, N_ = 2. On est alors ramené au cas déja étudié précédem-
ment de fermions polarisés, sans interaction dans 1'onde s. Le coeftfi-
cient du viriel correspondant est di uniquement aux effets statistiques
et on a donc [cf. (32)]

1

5 (74)

bao = b2 =

hors rés.
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— Les deux particules sont dans des états de spins opposés N, =
1, N_ = 1. On peut considérer :

e Des états symétriques de spin, donc antisymétriques d’espace
(ondes partielles impaires), pour lesquels il n’y aura pas d’inter-
action en onde s et une contribution a b, ; due aux statistiques
quantiques en —2~°/2 comme ci-dessus.

e Des états antisymétriques de spin, donc symétriques d’espace
(ondes partielles paires). On retrouve alors le méme résultat que
pour les bosons polarisés [cf. (42) et (68)] avec une contribution
due aux statistiques quantiques en +275/2 et une contribution
due aux interactions égale a —2a/\ hors résonance et a V2 aré-
sonance.

En sommant les contributions de ces deux classes d’états, on arrive
donc a

2a
bii=——~
Dans la suite, nous allons considérer un gaz de Fermi équilibré, pour
lequel z; = z_ = z. En notant n, = 2 le nombre d’états de spin, le grand

potentiel s’écrit alors & 1’ordre 2 inclus en fugacité :

Hors résonance : Arésonance: by = V2| (75)

LS
Qr —nsksT 43 [z + b22?] (76)
avec le coefficient by "effectif" :
1
by = 3 (b2,0 +bo2 +b11). (77)
On trouve alors hors résonance :
1
Gaz de Fermi équilibré hors résonance : by = 353 % (78)
et a résonance (HO & MUELLER 2004)
Gaz de Fermi équilibré a résonance : by = 1 + 1_3 (79)
q : TR AT 42

soit un effet des interactions divisé par 2 par rapport au cas bosonique :
chaque particule n’interagit qu’avec la moitié des particules restantes, a
savoir celles qui ont un spin opposé au sien.
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Energie interne. Comme nous I’avons fait dans le cas de bosons polarisés
en §2-3, il est intéressant d’étudier 1’expression de 1'énergie interne du gaz
en fonction des densités n et n_. Nous nous plagons ici dans le cas non-
résonant et nous partons du grand potentiel a 1’ordre deux inclus

3

L
Q%—k’BTF Z++Z_—

1 2a
HE (23 +22) — Sk (80)
Le calcul se déroule comme dans le cas bosonique. On commence par éva-
luer les nombres moyens de particules V4 et 'entropie S en dérivant 2 par
rapport a pu+ et a I. On arrive notamment a (HO & MUELLER 2004)

1 2 2a
~ 3 3 3 3
Zy RNpA” + 5372 (nyX’)” + 3 (neA?) (n=A?) (81)
et un résultat similaire pour z_, puis a la contribution des interactions a

I'énergie interne :

47 h?
avec g = Wma. (82)

AEM™) = gn n_ L?

Ce résultat correspond bien a celui attendu pour une interaction de contact
entre les deux composantes :

e = g / Py () () d3r, (83)

avec des fluctuations non corrélées des densités spatiales des deux compo-
santes.

3-2 Le coefficient b5

Le calcul du coefficient b3 (et des suivants) est notoirement plus diffi-
cile puisqu’il implique la résolution du probléme & (au moins) trois corps,
avec la détermination de toutes ses énergies propres (figure 8). Nous allons
nous concentrer dans ce qui suit sur le cas résonant (ja| = +o0) qui est la
situation la plus discriminante en ce qui concerne la validité des différentes
approches possibles.

Du fait de I'invariance d’échelle qui apparait dans le régime unitaire, le
coefficient b3(T") — ainsi que tous les autres coefficients du viriel — ne peut

23

¢ 4 é

FIGURE 8. Les deux situations a prendre en compte pour le calcul du coefficient
bs. Ces deux situations conduisent a des résultats identiques si my = m,.

étre qu'un pur nombre. En effet, b,,(T") est par construction une fonction
de la température seulement, et pas du potentiel chimique p. Par ailleurs,
il est sans dimension et la température ne peut donc y intervenir que de
maniére adimensionnée. Quand la longueur de diffusion n’est pas infinie,
elle fournit I'échelle d’énergie E, = h?/ma? et on peut donc trouver b, (T)
comme fonction de la variable x = kgT/E,. C’est bien ce qui s’est pro-
duit quand nous sommes arrivés au résultat bgnt) = —2a/) dans le cas non
résonant. En revanche, dans le cas résonant, la seule quantité sans dimen-
sion possible qui permettrait de "faire varier" b, (T') est kgT'/u, mais elle
n’est pas éligible puisqu’elle dépend de p. Les coefficients b,,(7) sont donc
des nombres indépendants de 7" dans le régime unitaire.

Le calcul de ce coefficient b3 dans le régime unitaire n'a été fait qu’assez
récemment, avec au départ des résultats contradictoires. Le premier résul-
tat publié (RUPAK 2007), b3 ~ 1.11, dont on sait désormais qu'il est incor-
rect, utilisait une approche "théorie des champs". Deux ans plus tard, L1U,
HU et al. (2009) ont publié la valeur considérée désormais comme correcte
et confirmée par l'expérience

Gaz de Fermi équilibré a résonance : bs = 357

1
—— —0.3551... = —0.2910...

(84)
IIs se sont appuyés sur un travail précédent de WERNER & CASTIN (2006),
qui avaient réussi a calculer quasi-analytiquement le spectre entier de trois
particules identiques dans un piége harmonique isotrope, pour une inter-
action de portée nulle et résonante. LTU, HU et al. (2009) ont alors calculé la
fonction de partition a trois corps dans un piege de fréquence w et ils en ont
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SLi imaging

FIGURE 9. Imagerie d'un gaz de Fermi unitaire de lithium 6. La longueur du
gaz piégé selon la direction x5 est de quelques centaines de micrometres. Figure
extraite de NASCIMBENE, NAVON et al. (2010).

déduit le coefficient bs 1o, correspondant. Le retour vers un gaz homogene
s’est fait via une approximation de densité locale qui devient exacte dans
la limite w — 0 et qui conduit a :

bn = n3/2 bn,trap (85)

Le résultat de L1U, HU et al. (2009) a ensuite été confirmé théoriquement
par plusieurs auteurs, soit a partir des méthodes utilisant la théorie des
champs (KAPLAN & SUN 2011; LEYRONAS 2011), soit par une solution nu-
mérique du probléme a trois corps (RAKSHIT, DAILY et al. 2012). Comme
nous allons le voir dans le paragraphe qui suit, ce résultat est également en
excellent accord avec I'expérience.

3-3 Résultats expérimentaux

La premiere mesure de la thermodynamique du gaz de Fermi dans le
régime unitaire a été menée en 2009-10 dans le groupe de Christophe Sa-
lomon et Frédéric Chevy a 'ENS (NASCIMBENE, NAVON et al. 2010). L'ex-
périence est menée sur une assemblée d’environ 10° atomes de SLi, placés
dans un champ magnétique B = 834 G (centre d’une résonance de Fano-
Feshbach large) et préparés dans un mélange équilibré des deux états Zee-

man de plus basse énergie. On réalise ainsi un systéme de pseudospin 1/2.
La gamme de température explorée va de 150nK a 1.3 K. Les atomes sont
confinés dans un piege harmonique allongé dans la direction ® x5 (cf. figure
9), avec le potentiel :

1 1
Vix) = imw2(x% + 22) + imngg. (86)
On mesure in situ la densité totale du gaz, i(x3) = ny(x3) + 7—(x3), inté-
grée les long des axes x; et x5 :

a(xs) = /n(wl,x27x3) dz; dzs. (87)

L’'intégration le long de 1’axe d'imagerie x5 résulte naturellement de la pro-
cédure d’imagerie, et celle le long de l'axe z; est faite numériquement a
partir des images a deux dimensions dans le plan (z, z3). Cette mesure
permet de remonter a la pression du gaz P(u,T') grace a une remarque in-
génieuse publiée par HO & ZHOU (2010), et établie indépendamment par
Sylvain Nascimbene :

— On utilise la relation entre densité et pression, déduite des relations
thermodynamiques déja mentionnées :

ny = <3P) (89)
a/“‘"l‘ AT

et idem pour n_. Ici, comme le gaz est équilibré, on prendra pi = p_

et donc
n=|— . 89
(3N>T ®9)

— On suppose que le gaz est suffisamment étendu pour étre bien décrit
par l'approximation de densité locale, c’est-a-dire que l'état d’équi-
libre en un point « est celui d'un gaz homogene de potentiel chimique
pu(x) = pe — V(x), ot pi. est le potentiel chimique au centre du piege
(x = 0 avec par convention V' (0) = 0).

6. Nous notons ici les trois coordonnées d’espace x1, x2, 23 plutdt que x, y, z pour éviter
toute confusion avec la fugacité z.
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— On transforme alors l'intégrale sur I'espace de (87) en une intégrale
sur le potentiel chimique :

B < 2 [HE) /op o
aaz) =2n [ () rar = 27 (au)Tdu—meP[T,u(xs)]-

mw? J_

(90)

On a donc directement acces a la pression attendue pour un gaz homo-

geéne de parametres [T, u(x3) = p. —mw3z?/2). Compte tenu de 'inva-

riance d’échelle, cette quantité n’est en fait fonction que de p(z3)/kgT

de sorte qu'une seule image suffit en principe pour obtenir toute

I'équation d’état depuis z = 0 (sur les bords du piege o1 p — —o0)
jusqu’a z = exp(pe/ksT).

La température du gaz est quant a elle mesurée en insérant des im-
puretés de faible densité (quelques milliers d’atomes de lithium 7) et en
mesurant leur distribution en vitesse par une méthode de temps de vol
(SPIEGELHALDER, TRENKWALDER et al. 2009a).

Un exemple de résultat est montré sur la figure 10, extraite de la these
de Sylvain Nascimbene. On y trace les variations de la pression, normali-
sée par la pression du gaz parfait de fermions, h(z) = P(z)/Pideal(2), en
fonction de la variable ¢ = 1/z. Le domaine d’applicabilité du développe-
ment du viriel (¢ < 1) correspond donc a la zone ¢ 2 1. On a représenté un
ajustement des données avec un polynoéme de degré 4 :

h(z) = byz + byz? + b3z 4 byzt, (91)

les trois premiers coefficients étant fixés a leurs valeurs connues a
I'époque :
bp=1 by=——  b3=—0.2910. (92)

On déduit alors de cet ajustement une valeur de by : by = 0.065 (15).

La vérification de la valeur de b3 est détaillée sur la figure 11. On y
montre a gauche l’écart de la pression (en unité de Piqear) & 1a 10i z + bo2?,
en fonction de 2. L'ajustement par une fonction b32* dépend de la valeur
Zeutot Utilisée. Le rectangle gris indique les valeurs de b3 compatibles avec
les données.

Deux ans plus tard, une nouvelle série de données a été publiée par le
groupe de Martin Zwierlein au MIT, également a partir d'un gaz de lithium
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FIGURE 10. Mesure expérimentale de la pression P d'un gaz de Fermi dans le
régime unitaire par le groupe de 'ENS [cf. NASCIMBENE, NAVON et al. (2010)].
On a tracé ici h = P/Pigea en fonction de l'inverse de la fugacité { = 1/z. La
zone des petites fugacités (grand () est ajustée par un polyndéme de degré 4 en z.
Le résultat de cet ajustement conduit @ by = —47°/2 +0.096 = 0.065. Figure
extraite de la these de Sylvain Nascimbene.

6 (KU, SOMMER et al. 2012). Nous ne rentrerons pas ici dans la description
détaillée de cette expérience, dont nous donnons un des principaux résul-
tats en figure 12. Dans la zone qui nous intéresse ici, z < 1, l'accord avec
les données de 'ENS est excellent et conduit a une valeur compatible pour
by : by = 0.065 (10).
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FIGURE 11. Détermination de bz (voir texte). Figure extraite de la these de Syl-
vain Nascimbene.

3-4 Audela des effets a trois corps

Une fois la valeur pour b4 déduite des deux expériences que nous ve-
nons de décrire, la balle était dans le camp des théoriciens pour affiner les
calculs de cette quantité. Le défi est bien siir considérable puisqu’il s’agit
de déterminer le spectre exact de 4 fermions en interaction avec deux confi-
gurations de nature différente, 11/ et 1171/ (ou son symétrique).

Le bilan de cette série de travaux est décrit par ENDO (2020) :

— Au moment o1 l’article expérimental du MIT a été publié, une seule
prédiction était disponible : by = —0.047(4), en désaccord manifeste
avec l'expérience (RAKSHIT, DAILY et al. 2012). Ce travail utilisait la
méthode variationnelle pour trouver I'énergie des particules dans un
piege et extrapolait ensuite les résultats vers la raideur nulle, corres-
pondant au gaz homogene.

— NGAMPRUETIKORN, PARISH et al. (2015) ont utilisé une méthode de
théorie des champs dans le cas homogene pour arriver a by ~ 0.03.

— ENDO & CASTIN (2016a) ont utilisé un ansatz de Fadeev, inspiré

de la résolution du probleme & trois corps, pour traiter quasi-
analytiquement le cas de particules piégées. Au prix d"une conjecture’

7. Le calcul passe par l'intégration dans le plan complexe d'une fonction dont les proprié-

B 35- ,

P(u,T)/Po(u,T)

wkgT

FIGURE 12. Pression d'un gaz de Fermi de lithium 6 dans le régime unitaire,
normalisée par la pression du gaz parfait de Fermi. Points rouges : données du
groupe du MIT (KU, SOMMER et al. 2012), losanges gris : données du groupe
de 'ENS (NASCIMBENE, NAVON et al. 2010). Le développement du viriel a
U'ordre 4 avec les parametres donnés en (92) et by = 0.065 est représenté par la
ligne continue verte. Les autres points ou lignes correspondent a des prédictions
théoriques dans le régime dégénéré, non décrites dans ce chapitre. Figure extraite
de KU, SOMMER et al. (2012).

(non encore prouvée a notre connaissance), ils sont arrivés a une va-
leur précise de by : by = 0.031 (1).

— YAN & BLUME (2016) ont utilisé une méthode Monte-Carlo basée sur
I'intégrale de chemin pour calculer numériquement le spectre de I'ha-
miltonien a quatre particules piégées, puis procédé a une extrapola-
tion a raideur nulle pour trouver la valeur de b, dans le cas homogene :
by = 0.047 (18).

— Hou & DRUT (2020) [voir aussi HOU, MORRELL et al. 2021] ont dé-
veloppé une méthode partiellement analytique pour évaluer les poids

tés analytiques ne sont pas complétement connues. La conjecture en question est nécessaire
pour pouvoir appliquer malgré tout le théoreme des résidus.
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FIGURE 13. Calcul de la densité d'un gaz de Fermi unitaire en fonction de sa
fugacité. Le calcul est fait par sommation d’une série de diagrammes de Feynman,
associée a une méthode de Monte Carlo diagrammatique allant jusqu’a l'ordre 9.
Figure extraite de ROSSI, OHGOE et al. (2018).

de Boltzmann intervenant dans la fonction de partition, en utilisant
une décomposition de Trotter (alternance d’évolutions due a 1’éner-
gie cinétique et a 1’énergie d’interaction). Ils ont confirmé le résultat
(93) de ENDO & CASTIN (2016a), tout en remarquant que le résultat
pour by de NGAMPRUETIKORN, PARISH et al. (2015), méme s'il est glo-
balement compatible avec (93), correspond des valeurs notablement
différentes pour chacune des deux composantes 11]J et 711/. En re-
vanche, ces composantes individuelles ont des valeurs compatibles
dans les deux approches de ENDO & CASTIN (2016a) et de HOU &
DRUT (2020). Nous retiendrons donc la valeur :

Gaz de Fermi équilibré a résonance : by =

T 4572

+0.062 = 0.031 (1)

©3)
Notons que cette valeur est significativement différente de celle trou-
vée expérimentalement (by = 0.065, cf. figure 10). Signalons égale-
ment que HOU & DRUT (2020) proposent une valeur pour bs : b5 =
575/2 10.78 = 0.80 (6).

La détermination de b4 est donc clairement un probleme difficile, et
ENDO (2020) donne au moins une raison de cette difficulté sur le plan théo-
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rique : quand ce coefficient est d’abord calculé dans un piege de fréquence
w, le comportement de by(w) n'est pas monotone ce qui rend tres délicat
le passage numérique a la limite w — 0 utilisé par plusieurs auteurs. Sur
le plan expérimental, une difficulté potentielle est illustrée sur la figure 13,
extraite de ROSSI, OHGOE et al. (2018). Cette figure montre 1’écart entre
la densité calculée par une méthode de resommation de diagrammes de
Feynman et la densité n(®) calculée par le développement du viriel a 1'ordre
3. On y voit un plateau apparent pour des valeurs de la fugacité entre 0.6
et 1.1. Une extrapolation de ce plateau a fugacité nulle redonne la valeur
proposée par les expérimentateurs. Mais les données obtenues pour des
valeurs encore plus petites de la fugacité semblent plutét compatibles avec
la valeur by = 0.031 donnée par ENDO & CASTIN (2016a).






Chapitre 11

L'approche de Bogoliubov quantique

Nous abordons dans ce chapitre la description d’une méthode puis-
sante pour traiter le cas d'un gaz de Bose en interaction, l'approche de
Bogoliubov ! (BOGOLIUBOV 1947). Cette approche permet de décrire 1'état
fondamental du gaz ainsi que son spectre d’excitation a basse énergie,
moyennant un certain nombre d’approximations que nous allons détailler
dans les cours qui suivent. Cette méthode part d’un potentiel binaire d’in-
teraction entre les particules

V=> V(#—7)), (1)

i<j

et est fondée sur ’hypothese que I’action de ce potentiel "ne modifie pas
beaucoup" - en un sens que nous allons préciser — 1’état fondamental du
fluide par rapport au cas du gaz parfait.

La méthode de Bogoliubov, méme si elle est un outil communément
utilisé, comporte certaines subtilités que nous soulignerons dans les cha-
pitres qui suivent. Une partie de ces subtilités provient du fait qu’il est dif-
ficile d'utiliser la méthode de Bogoliubov avec le potentiel interatomique
réel. Pour toutes les especes atomiques utilisées au laboratoire, ce poten-
tiel contient en effet de nombreux états liés a deux particules. Le véritable
état fondamental du systéme est donc tres différent du condensat de Bose—
Einstein formé a partir du gaz monoatomique trouvé dans le cas sans inter-

1. Nous avons déja abordé cette méthode dans le cadre d'une description en termes de
champs classiques dans le cours 2015-16, mais I'aspect quantique du traitement vient changer
trés notablement la démarche, méme si certains résultats sont similaires.
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action, et également tres éloigné du fluide préparé, dans un état métastable,
dans les expériences d’atomes froids.

On utilise fréquemment la méthode de Bogoliubov avec un potentiel de
contact V(r) = g §(r), donc de portée b nulle. Le couplage g est alors défini
a partir de la longueur de diffusion a du probléme physique par :

4drh2a

g= : 2)
m

Toutefois, on sait (cf. cours 2020-21) qu'un tel potentiel conduit a des di-
vergences des l'ordre 2 de la série de Born. A fortiori, il ne permet pas de
décrire de "maniere sécurisée” l'interaction entre N particules. Certaines
expressions, comme la vitesse du son ou la déplétion quantique, peuvent
étre calculées sans difficulté alors que d’autres, comme 1’énergie de I'état
fondamental, divergent. Pour une version mathématiquement bien établie
d’un potentiel de portée nulle, on peut utiliser? le pseudo-potentiel V;,,,
défini par son action sur une fonction d’onde v (r) par :

Vop [0(r)] = g0(r) - [r ()] ®)

C’est I'approche suivie dans l'article initial de LEE, HUANG et al. (1957),
mais les calculs sont alors relativement subtils. En effet, comme nous
I'avons expliqué dans le cours 2020-21, l'utilisation du pseudo-potentiel

2. Voir OLSHANII & PRICOUPENKO (2001) pour une classe générale de potentiels de ce
type.
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FIGURE 1. Etat fondamental du gaz de Bose sans interaction : toutes les particules
s’accumulent dans I'état d'impulsion et d’énergie nulles (pour des conditions aux
limites périodiques) et Ny = N.

revient a changer le domaine de I’hamiltonien. Quand on utilise V;,;,, une
: , R : A )
fonction d’onde a deux corps ¥(ry, r3) quelconque ne doit pas étre régu-
liere quand r = |r; — 73| — 0, mais doit varier comme
1

U(ry,re) = (i - a) ®(R) avec R=(r1+7r2)/2. (4

r—0:

Nous décrirons l'esprit de cette démarche dans le chapitre 3.

L'approche que nous allons explorer ici consiste a utiliser un potentiel
V (r) régulier, de portée b, dont la transformée de Fourier V}, est également
réguliere pour tout k :

Vi = /V(r) e kT @3y, 5)

Nous supposerons que 1’action de ce potentiel a deux corps peut étre décrit
dans le cadre de I'approximation de Born. Pour le régime de basse énergie
qui nous intéresse ici, cela entraine en particulier le lien suivant entre la
transformée de Fourier a impulsion nulle, Vo, etle couplage g définien (2):

approx. de Born : Vo = /V(r) dr ~ g. (6)

Rappelons qu'une condition de validité de 'approximation de Born est
que la longueur de diffusion déduite de (6) soit petite devant la portée b du
potentiel V(7).

Dans un gaz de Bose sans interaction, 1’état fondamental est obtenu en
placant les NV particules dans I’état fondamental k = 0 (figure 1). En d’autre

30

termes, la population Ny de cet état k = 0 est égale & N. Dans ce qui suit,
nous allons commencer (§1) par utiliser le fait que le potentiel peut étre
traité comme une faible perturbation pour effectuer un développement
systématique de I’hamiltonien a IV corps, en supposant que la population
moyenne (Ng) de l'état k = 0 reste trés majoritaire :

N — (No)

~ < 1. )

Cela va nous permettre d’obtenir une expression approchée de 1’hamil-
tonien ne contenant que des termes quadratiques en aL et ay, opérateurs
création et destruction d’une particule dans 1’état d'impulsion Ak # 0. Plus
précisément, la structure de I’hamiltonien fera apparaitre une somme de
termes indépendants, portant chacun sur une paire {+k, —k}. En §2, nous
allons nous concentrer sur une paire donnée pour détailler la méthode de
Bogoliubov, qui utilise une transformation canonique pour diagonaliser cet
hamiltonien de paires. Enfin en § 3, nous illustrerons cette méthode de dia-
gonalisation sur le cas d"un gaz spineur a I'approximation du mode spatial
unique.

Le retour vers un nombre infini de paires {+k, —k}, avec les problemes
de convergence qui peuvent alors se poser, sera abordé au chapitre 3, tout
comme la discussion de la validité du développement en puissances de
(N — (Ny))/N dont nous verrons qu’elle revient & imposer vna3 < 1.

1 L’approximation quadratique pour A

Nous considérons ici une assemblée de particules avec des interactions
binaires. L’hamiltonien écrit dans le formalisme de la seconde quantifi-
cation sur la base des ondes planes fait alors intervenir des produits de
quatre opérateurs de création ou d’annihilation ax ou a}; (¢f. appendice).
Sous cette forme, il n’est pas possible de trouver analytiquement les états
propres et les énergies propres du systeme. La méthode de Bogoliubov
consiste a supposer qu'un mode particulier, en 1’occurence 'onde plane
d’impulsion nulle k& = 0, est macroscopiquement peuplé. Dans ces condi-
tions, on peut négliger le caractére opératoriel de aq et a/,, puis se limiter
aux termes ne faisant intervenir que des produits binaires des autres opé-
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rateurs ay, et aL avec k # 0. L'étude mathématique de ’hamiltonien qua-

dratique résultant ne pose alors pas de difficultés, comme nous le verrons
dans les sections suivantes.

Nous ferons dans ce qui suit I’hypothese que V (r) est invariant par ro-
tation, V(r) = V(r), avec r = |r|. Cette hypothese n’est pas indispensable,
mais simplifiera notablement les notations. Il s’ensuit que la transformée
de Fourier Vk est également invariante par rotation : Vk = f/k.

1-1 Préliminaire : terme de Hartree, terme de Fock

Commengons par considérer le cas de deux particules identiques, pré-
parées dans des états d'impulsion bien définie %k, fiks, avec ko, # kp. Sup-
posons ces particules polarisées en spin de sorte que le degré de liberté
correspondant ne joue pas de role ici. Nous nous intéressons a la moyenne
d’un potentiel V (|r12]), ne dépendant que de la distance 712 entre les deux
particules.

L’état a deux particules s’écrit
1
V2

oll les signes + et — sont associés respectivement aux bosons et aux fer-
mions. La valeur moyenne de V' dans cet état est une somme de quatre
termes

|T) (1:ka, 2:kp) £ |1:ky, 2: k) (8

N 1 N
(V)= (@Vw) = S((ika, 2RV K, 2 k)

i(l:kb,2:ka|17|1:k:a72:kb>+...) )

En utilisant la définition de 'onde plane d’impulsion 2k dans un volume
de quantification L? avec des conditions aux limites périodiques :

1 ik-r o 271—
fge , k=—n,

L
les deux termes écrits explicitement dans cette équation se calculent pour
donner

(rlk) = n e 7Z? (10)

N 1 -~
<1:k:a,Q:kb|V|1:ka,2:kb>:ﬁV0 (11)
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FIGURE 2. Terme de Hartree et terme de Fock intervenant dans le calcul de la
valeur moyenne (V|\V|W¥) d'un état a deux particules, avec les deux ondes planes
k, et ky occupées [cf. (13)].

et
. 1 -
<1:k1b, 2:ka|V|1:k§a, 2:kb>:§Vka—kb~ (12)
Les deux autres termes intervenant dans (9) et représentés par "..." sont

égaux aux deux termes donnés ci-dessus, de sorte que la moyenne recher-
chée s’écrit :

k=k, —k (13)

W) = 7 (Vo 74)

Il y a donc deux contributions & (V), la premiere est appelée terme de Har-
tree, la seconde terme de Fock (figure 2).

La structure de ce résultat est caractéristique d’un probleme de parti-
cules indiscernables en mécanique quantique. Si les particules étaient dis-
cernables, I'état de départ s’écrirait

Particules discernables : [O) =|1: ks, 2: kp) (14)

et seule la premiere contribution a (13), le terme de Hartree encore appelé
terme direct, serait présent dans la moyenne de (V). Le terme de Fock, éga-
lement appelé terme d’échange, trouve son origine dans 'impossibilité fon-
damentale de savoir si la paire de particules (1,2) est dans 'état (k,, kp)
ou (kp, kq)-
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_ k'+q
o

FIGURE 3. Représentation du terme d’interaction de (16), pour lequel la conser-
vation de l'impulsion totale apparait explicitement.

Notons que dans le cas d'une paire de bosons préparés dans le méme
état d’impulsion fik,, 1’état initial est |U) = |1 : k, , 2 : k,) et le terme
d’échange disparait également du résultat (13).

1-2 Hamiltonien a N corps en seconde quantification

Nous considérons maintenant une assemblée de N bosons (sans spin
ou polarisés) avec des interactions a deux corps décrites par le potentiel
V (r). U'hamiltonien s’écrit en premieére quantification pour des particules

de masse m
.2

N
§3“+ S S v (15)

i jFi

et on peut montrer avec les définitions rappelées dans 1'appendice de ce
chapitre que sa version en seconde quantification est?

. 1 ~

H= Zek a}; ak + —= 308 Z Vy aTk,Jrq aL,,_q Q' Q! » (16)
k K k' .q

ou l'on a introduit I'énergie cinétique a une particule associée a 'onde

plane k

B2 k>

€ = . (17)
2m

Une représentation diagrammatique du terme d’interaction est donnée en
figure 3.

3. Pour alléger les notations, nous ne mettrons pas de”au dessus des symboles ay, et aL

bien qu’il s’agisse d’opérateurs.
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En particulier, on peut vérifier que I'on retrouve bien les termes de Har-
tree et de Fock quand on calcule la valeur moyenne du terme d’interaction
dans l'état |k, ky). Il y a en effet 4 triplets (k, k', q) qui contribuent dans la
somme intervenant dans (16) :

— Le choix ¢ = 0 avec les deux possibilités (k', k") = (ka,ks) et
(', k") = (kp, ko) : on retrouve le terme de Hartree de (13).

— Le choix g = k" — k' avec les deux possibilités (k', k") =
(k' k") = (ky, ko) : on retrouve le terme de Fock de (13).

(kav kb) et

1-3 Les hypotheéses de I’approche de Bogoliubov

L’expression (16) de 'hamiltonien est valable quel que soit le régime du
gaz, faiblement ou fortement dégénéré. Nous allons maintenant supposer
qu’un état particulier du gaz, I’état d’impulsion nulle k = 0, est fortement
peuplé :

(No) > 1. (18)
Un argument introduit* par BOGOLIUBOV (1947) et repris dans pratique-
ment toutes les approches a ce probleme consiste a poser que dans ces
conditions, la différence entre le préfacteur /Ny intervenant pour a et le
préfacteur /Ny + 1 intervenant dans ag ne doit pas jouer de role significa-
tif. On peut alors négliger le fait que le commutateur entre a et ag est non
nul, et remplacer ces opérateurs par /No.

Cette approche consiste donc (a une subtilité pres pour le point de vue
canonique, voir paragraphe suivant §1-4) a traiter le condensat de parti-
cules dans I'état k = 0 comme un champ classique. Ce champ sera capable
de générer ou d’absorber en nombre arbitraire des particules provenant
des autres états d’impulsion k # 0.

Faisons de plus I'hypothése que le nombre de particules en dehors du
mode k = 0 est petit devant IV :

N — (Ny) < N. (19)

On peut alors tronquer 'hamiltonien (16) pour ne garder dans le terme
d’interaction que les termes au moins linéaires en Ny, c’est-a-dire les

4. Bogoliubov cite le livre de Dirac, The Principles of Quantum mechanics, comme une source
d’inspiration pour cet argument.
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o

0 \ / 0

—k k

FIGURE 4. Création et annihilation d’une paire {+k,—k} apparaissant dans la
seconde ligne de (20).

T T
k+q Tk —q

ou a). On arrive alors 2 un hamiltonien approché A’ quadratique vis-a-vis
T .
des ag, a,, aveck # 0 :

termes a ag’ ap, faisant intervenir au moins deux opérateurs ag

N N2 . - -
H = ﬁ% + Z {Gk +noVy + noVk:| CLLCLk
k#0 (20)

1 -
+§ Z no Vi (aLaT_k + akafk)
k+£0

ot 'on a introduit la densité spatiale dans le mode condensé ng = Ny/L3.

La premiere ligne de cette expression fait apparaitre tout d’abord 1’éner-
gie des particules occupant le mode k = 0 en interaction les unes avec les
autres (pas de terme de Fock puisqu’elles sont toutes dans le méme état),
puis une premiere contribution des particules non condensées, avec leur
énergie cinétique ¢ et les termes de Hartree et de Fock en ffo et Vk. Sur
la seconde ligne, on voit apparaitre le fait que l'interaction va induire en
plus des corrélations entre les modes k et —k, par l'intermédiaire de termes
qui créent ou annihilent des paires de particules dans ces modes. Les dia-
grammes correspondant sont représentés en figure 4.

A ce stade, rien ne garantit que les deux hypotheses faites ci-dessus,
No > let N — Ny < N soient légitimes. Ce sera donc une fois I'analyse
menée a bien que nous pourrons vérifier a posteriori quelles contraintes ces
hypotheses viennent imposer sur le potentiel V'(r) ou sa transformée de
Fourier V,, en association avec la densité spatiale totale n = N/L?.

33

Non-conservation du nombre de particules.
diate de I'approximation a} ~ ag ~ Nj est que le nombre total de parti-
cules n’est plus une quantité conservée pour I’hamiltonien H’ alors qu’il
I'était pour I’hamiltonien H écrit en (16). Méme si ce point ne pose pas de
probléme sur le plan mathématique, il peut soulever des difficultés lors de
I'interprétation physique de certains résultats. LEGGETT (2001) [voir aussi
LEGGETT (2006)] propose pour cela une approche alternative, basée sur
la méthode variationnelle avec une fonction d’essai a N particules (/V est

supposé ici pair)

Une contre-partie immé-

N/2

|T) o agag — Z c(k:)a,taT_k |0), (21)
k#£0

les coefficients c(k) étant des parametres a optimiser pour minimiser
I’énergie moyenne du gaz dans 1'état |V). Grace a cet ansatz, on force
I’émergence des corrélations entre les modes k et —k. Les calculs corres-
pondants sont menés de maniere détaillée dans le complément Exvyr de
COHEN-TANNOUDJI, DIU et al. (2021). Le résultat de cette approche est
identique a celui de la méthode "standard" que nous allons développer
ici. Signalons par ailleurs les approches de GARDINER (1997) et CASTIN
& DUM (1998), qui utilisent également des hamiltoniens conservant le
nombre de particules, ces approches étant bien adaptées au cas de gaz de
densité non uniforme.

1-4 Points de vue grand-canonique vs. canonique

Dans ce qui suit, nous allons essentiellement nous intéresser a 1’état fon-
damental de ’hamiltonien du gaz de Bose, et il va donc s’agir de minimiser
I'énergie associée a I’'hamiltonien H’ écrit en (20). Comme toujours en phy-
sique statistique, plusieurs ensembles peuvent étre utilisés pour cela. Deux
ensembles sont particulierement pertinents :

— L’ensemble grand-canonique qui correspond au cas ot le gaz (conden-
sat+partie non condensée) est couplé & un réservoir de particules qui
vient imposer son potentiel chimique p. Il s’agit alors de minimiser la
quantité (H' — uN) a p fixé. La valeur de p est ensuite ajustée pour
décrire correctement la situation physique a laquelle on s’intéresse. Ce
point de vue est utilisé par exemple par NOZIERES & PINES (1990).
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— L’ensemble canonique pour lequel on considere que le gaz (conden-
sat+partie non condensée) est isolé du point de vue nombre de parti-
cules, méme si un échange d’énergie avec un réservoir reste possible
pour imposer une certaine température. Le nombre total de particules
N est donc fixé et on doit imposer la contrainte

N =Ny + Z a;;ak (22)
#£0

Cela amene a reprendre (Iégerement) I’assimilation de Ny a un champ
classique. C’est le point de vue utilisé par PETHICK & SMITH (2008) et
par PITAEVSKII & STRINGARI (2016).

Nous prenons ici le point de vue canonique. La contrainte sur le nombre
d’atomes écrite en (22) impose d’étre vigilant vis-a-vis du terme dominant
de H', N2Vy/2L3. 1l serait inexact de traiter N simplement comme un
nombre fixé pour ce terme car 'erreur faite serait comparable aux autres
termes de H'. Pour faire un développement en (N — Ny)/N, il faut récrire
ce terme sous la forme :

27 Y ’ 2/
NoVo _ Vo N — Za};ak A NV _ noVo ZCLLGk- (23)

23  2I3 213
k#0 k#£0

Une fois cette approximation faite, I'expression de 1’hamiltonien H’ se sim-
plifie : les termes en Vj a} a, s’éliminent de sorte que H’ s'écrit :

~ 1 ~ ~
H' = 5nNVy + H" (24)

avec

I:I” _ Z [ek + nf/k} (a;rcak + alr_ka_k) + nf/k (a};aT_k + ak,a_k)
paires
{k,—k}

(25)
Dans cette somme, chaque paire {k, —k} (avec k # 0) n’est comptée qu'une
seule fois. De maniére équivalente, on peut sommer sur tous les k # 0
et multiplier le résultat obtenu par 1/2. Notons que nous avons remplacé
dans H” la densité condensée ng par la densité totale n, ce qui est légitime
a cet ordre du calcul.
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2 L’hamiltonien de Bogoliubov a deux modes

L’hamiltonien (25) trouvé au paragraphe précédent est quadratique vis-
a-vis des opérateurs création et annihilation ay, et a} . Il est toujours possible
de diagonaliser exactement ce type d’hamiltonien, que ce soit pour des
bosons ou des fermions, au moyen de transformations canoniques. Dans
le cours de I'année 2017-18 (chapitre 2), nous avions étudié le probleme
pour des fermions dans le cadre du modéle de Kitaev. Nous allons nous
concentrer dans ce qui suit sur le cas de particules bosoniques.

Pour bien dégager les étapes essentielles de la méthode a suivre, nous
allons raisonner ici sur un modéle & deux modes, caractérisés par les opé-

rateurs (al, a1) et (al, ay), et considérer I’hamiltonien

H=Hy+V (26)
avec

ﬁo = hwo (aial + agag + 1) V = hr (aiag + alag) , (27)
ot1 les parametres réels wy et x ont chacun la dimension d'une fréquence. La
quantité wy est supposée positive de sorte que le spectre de H est simple-
ment (nq + ng + 1)lwy, avec les états propres |n1, n2). Nous avons choisi ici
l'origine des énergies de sorte que 1’état fondamental de Hj a pour énergie

By = hw, (28)

C’est-a-dire la somme des énergies de point zéro fiwy/2 pour chacun des
modes a; et ag; cet état fondamental est obtenu pour n; = ny = 0.

Notons que cet hamiltonien se rencontre dans de nombreux problemes
d’optique quantique et il est a la base de la génération d’états comprimés
a deux modes (two-mode squeezed vacuum state), en peuplant les modes 1 et
2 avec des nombres de photons rigoureusement égaux a partir d'un laser
pompe décrit comme un champ classique (WALLS & MILBURN 2007). On le
retrouve aussi dans la description de circuits supraconducteurs (NATION,
JOHANSSON et al. 2012) et dans la description de la dynamique de gaz spi-
neurs, ol les modes (1,2) correspondent a différents états de spin, comme
nous le verrons en § 3.
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Dans cette section, nous allons principalement prendre en compte de
maniére exacte le couplage V' entre les deux modes mais nous commengons
pour fixer les idées en traitant le probleme par la théorie des perturbations.

2-1 Approche perturbative

Nous nous intéressons ici a 1’état fondamental du systeme a deux
modes. Partant de 'état fondamental non perturbé |¥y) = |0,0), nous
constatons immédiatement que la moyenne de V dans cet état est nulle,
de sorte que 'énergie du fondamental est inchangée & 1’ordre 1 :

AEW = (I,|V]¥4) = 0. (29)

Passons a I'ordre 2 en V. La formule générale de la théorie des pertur-
bations s’écrit

UV W) |2
iz 0T

ou la somme porte a priori sur tous les états excités. Dans le cas présent,
seul un état excité contribue, ny = ny = 1, cet état ayant pour énergie 37uvy.
On en déduit :

hk?

AE® = |
20.)0

@)

Nous avons représenté sur la figure 5 le diagramme correspondant. Partant
de l'état fondamental non perturbé, représenté par une ligne épaisse, on
crée la paire d’excitations n; = ny = 1 qui est ensuite détruite.

On pourrait continuer a appliquer la théorie des perturbations a des
ordres plus élevés. A I'ordre 2n en k/wy, on sera en particulier amené a
considérer le couplage entre 1'état fondamental et 1’état |n, n) résultant de
I'application de I'opérateur V" qui crée n paires de bosons. Toutefois, il est
plus simple d’utiliser le formalisme des transformations canoniques, qui
revient a resommer la série infinie fournie par la théorie des perturbations
poussée a des ordres arbitrairement élevés.
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FIGURE 5. Unique diagramme contribuant a 'énergie de I'état fondamental de
U'hamiltonien (26) a 'ordre 2 en k/wy. Le trait horizontal épais représente le "ré-
servoir” a partir duquel on peut créer des paires (1,2). Chaque disque représente
la création ou la destruction d'une paire sous l'influence du potentiel V o k.

2-2  Transformation canonique

Le principe de cette méthode consiste a introduire deux nouveaux
les d’opé bosoni bl,b1) et (bl,b binaison linéai
couples d’opérateurs bosoniques (b}, b1) et (b}, b2), combinaison linéaires
des opérateurs initiaux (al,a;) avec i = 1,2, de sorte que I’hamiltonien
H soit "diagonal" vis-a-vis des b;, c’est-a-dire qu’il s’écrive comme une

somme des bg b; et d’un terme constant.

Compte tenu de la forme particuliere du couplage V, on peut chercher
les b; sous la forme

by = ua; + vag

by = uas + va{ (32)

ol u et v sont des nombres réels. Le caractére bosonique ° de ces nouveaux
opérateurs impose que :

bibl] =1 =

(2

u? —v? =1 (33)
ce qui signifie que I'on peut chercher les nombres u et v sous la forme
u = cosh A v = sinh A (34)

oll A\ est lui-méme un nombre réel. Par ailleurs, la forme choisie en (32)
assure bien I'indépendance des deux nouveaux modes :

[b1,bo] =0 [b1,bl] =0. (35)

5. L'adjectif "canonique" signifie précisément que les nouveaux opérateurs b; satisfont les
relations de commutation associés a des bosons.
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La relation (32) définissant les b; s’inverse pour donner
a1 = uby — vbg as = ubg — vb]; (36)
de sorte que I’hamiltonien H s’écrit en fonction des b; :
= o [(u? +0%) (b1 +0fbs ) — 2uv (b0} + bita ) + 207 + 1]
ke [—mv (b{bl + b;bz) + (u? +0?) (b{b; + blbg) - 2uv} . (37)
Le choix des nombres u et v se fait de sorte a annuler la contribution de bl b}

et de b1by a cette expression. En utilisant la forme (34) pour ces nombres,
on est amené a poser

tanh(2)\) = wi (38)
0

ce qui n’est possible que si

®

Nous reviendrons sur cette condition dans un instant.

Une fois ce choix effectué, on obtient bien la forme recherchée :

avec w =

11 = hw ({1 +bfbs +1) WE — K2 (40)

Nous obtenons deux modes bosoniques indépendants, chacun de pulsa-
tion w plus petite que la pulsation de départ. Nous avons donc bien réussi
a diagonaliser complétement le probleme et trouvé le spectre de ’hamil-
tonien H, qui s’écrit (n; + na 4+ 1)hw [cf. figure 6]. Nous détaillerons la
structure de 1’état fondamental d’énergie hw dans le paragraphe suivant.
Les états excités sont obtenus en faisant agir les opérateurs bJ{ et b; sur cet
état fondamental.

11 sera utile de disposer des expressions suivantes pour w

wo

cosh(2)\) 1)

w= \/wg — wi tanh®(2)\) =

36

hwo
fiw
Tuwg
fw
Fuwo
hw
2 b oo m o —— -

FIGURE 6. Spectre de I'hamiltonien de départ Hy et de 'hamiltonien de paires
H = Hy + V donnés en (26-27) et (40).

et pour les coefficients u et v :

1
u? = cosh’® \ = 3 [cosh(2)) + 1] =
(42)

(NN I N
/N
el&
+
—
N—

1
v? = sinh®\ = 3 [cosh(2X) — 1] =

Condition sur |k|. La condition |x| < wy donnée en (39) traduit l'insta-
bilité susceptible d’apparaitre quand on augmente trop le couplage entre
les deux modes de départ a; et as : quand |x| — wy par valeurs négatives,
la fréquence des modes propres b; du systeme tend vers 0. La valeur de w
donnée en (40) deviendrait imaginaire pure si |«| dépassait cette valeur. Le
systéme est en fait instable pour |k| > wy : partant de I'état |0, 0), le nombre
de paires dans les modes a; augmente exponentiellement avec le temps et
le systéme n’a pas d’état stationnaire.
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S———— o

ﬁwo hwl hw2

FIGURE 7. Spectre de I'hamiltonien de départ Hy, et de I'hamiltonien avec le cou-
plage "usuel” H = Hy + V' donné en (43). L'état fondamental n’est pas modifié
dans ce cas.

Couplage "usuel" de deux oscillateurs.
(n1 + n2 + 1)Aiw de deux oscillateurs couplés via le terme V= h/@(aiag +
ajaz). Ce spectre est similaire au spectre de ’hamiltonien Hy, a ’homothé-
tie prés wy — w; il présente notamment les mémes dégénérescences. Le
résultat est tres différent de celui obtenu pour le couplage plus habituel

Nous avons trouvé ici le spectre

Hy = hwy (aJ{al + agag + 1) V= h/@(al{@ + a;al). (43)

Dans ce cas, les opérateurs permettant la diagonalisation sont

1

1
by = —=(a1 + a2), bgzﬁ(al—ag)

V2

et les fréquences des deux modes issus du couplage ne sont plus dégéné-
rées :

(44)

w1 =wo + K, w9 = wo — K. (45)

L’état fondamental du systeme n’est alors pas modifié et son énergie reste
égale & hwy = L hw + 3 hw, [cf. figure 7].
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FIGURE 8. Abaissement de I'énergie de I'état fondamental du systéme a deux
modes du fait du couplage V = hx (a{ag + alag), avec w = \/wi — k2.
2-3 Ftat fondamental de ’hamiltonien

L’état fondamental |¥) de 'hamiltonien H est obtenu en placant les
deux modes propres b; et by dans leur état fondamental. Son énergie

Etona = hw avec w = y/wi — K2 (46)

correspond a la somme des énergies de point zéro fiw/2 des modes b, et by
[f. figure 8]. Elle est inférieure a l'énergie fwo du fondamental de Hy [cf.
(28)]

Erona — Efgnq = h(w —wo) <0, 47)

comme on pouvait s’y attendre compte tenu de la valeur moyenne de H
dans l'état non perturbé |¥,) (I'état propre de Hy) :

(Wo|H|Wo) = (Wo| Ho|Wo) + (¥o|V|¥o) = Fep. (48)

En effet, le théoréme a la base de la méthode variationnelle permet d’af-
firmer que I’énergie du fondamental de H est nécessairement inférieure a
cette valeur moyenne :

Etona = (V| H|T) < (To|H|T). (49)

Lien avec la théorie des perturbations. En effectuant un développement
limité de 'expression générale (46) a I'ordre 2 inclus en &, on retrouve le
résultat (31) obtenu par la théorie des perturbations. Comme nous I'avons
indiqué, cette expression générale peut étre vue comme une resommation
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2

FIGURE 9. Les deux diagrammes contribuant a I'énergie de I'état fondamental de
Uhamiltonien (26) a I'ordre 4 en Kk /wy.

de la série de perturbation a tous les ordres en «. Par exemple, on trouve a
l'ordre 4 en k/wy :

K2 K4

Etong = wo — (50)

Ao 8wl

correspondant pour ’ordre 2 au diagramme de la figure 5 et pour 'ordre 4
aux deux diagrammes de la figure 9.

Développement de 1’état fondamental sur la base de Fock. L'état fon-
damental |¥) de I’hamiltonien H peut se décomposer sur la base propre
|n1,mn2) de Hy sous la forme

B) = > e(ng,n2) [n1,ma). 1)

ni,n2
Les valeurs des coefficients ¢(n1,ny) se déduisent des relations :
b1[W) =0 bo|¥) =0 (52)

qui imposent respectivement

c(ni +1,na+1) v (ng+1 1/2 (53)
c(n1,n2) Touw \np+1
et
c(ng +1,mp+1) v (n+1 1/2 (54)
c(ny,ng) T ouw \ng+1 ’

On en déduit que seuls sont peuplés les états avec n; = ng, ce qui était
attendu compte tenu de la forme du couplage V' qui excite les deux modes

38

a1 et ay par paires. Nous réécrivons donc cet état fondamental comme

[¥) = e(n) n.n) (55)
n
avec la relation de récurrence sur les ¢, :
4l _ Y tanhA (56)
Cn U
c’est-a-dire
cn = co (—tanh \)™. (57)

Apres normalisation, 1’état fondamental s’écrit donc :

1 n
) = . ; (—tanh A\)" |n, n) (58)

Cet état est bien connu en optique quantique sous le nom d’état com-
primé du vide i deux modes (Two-mode squeezed vacuum state). On 1'écrit de
maniére générique sous la forme

1
2n
\/» E 77 |n TL avec N— En n —71 n2. (59)

La loi de probabilité pour observer 1'état a n paires |n,n) dans une mesure
du nombre d’occupation est :

Pln) = T = (1 - %) n*". (60)

La notion de compression provient du fait qu’il y a une corrélation parfaite
entre les occupations des modes a; et a5 :

A (’I’Ll — 77,2) =0 avec ’le = a;[ai. (61)
Cette absence de fluctuation de la variable n; — ny permet de concevoir
des mesures avec un bruit bien inférieur a celui attendu pour deux états

cohérents indépendants pour les modes 1 et 2, qui conduiraient & A?(n; —
ng) = A2<n1) + AQ(NQ) =Mn1 + Na.
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FIGURE 10. Variation du nombre moyen de paires en fonction du rapport k/wo.

Quand || < wy, c'est-a-dire |\| <« 1, I'état fondamental (58) est proche
de V’état fondamental |Wy) = [0,0) de Hy. En revanche, quand |x| de-
vient comparable a wy, A devient arbitrairement grand et de nombreux
états |n,n) sont significativement peuplés. Plus précisément, on trouve le
nombre moyen de paires :

2n
n (tan

Ce nombre moyen est tracé en fonction du rapport x/wy = tanh(2\) en
figure 10. La variance de cette distribution est donnée par :

An? =7 (1+n) (63)

de sorte qu’on trouve l'écart-type An ~ 7 dés que 72 devient notablement
plus grand que 1. On notera que la loi statistique pour P(n) trouvée en (60)
est formellement identique a celle donnant 1'occupation d’un état quan-
tique individuel dans la loi de Bose-Einstein a température non nulle.
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3 Exemple:le gaz de spin 1 en "dimension zéro"

Avant de revenir au probleme a N corps du gaz de Bose a trois dimen-
sions dans le prochain chapitre, il est intéressant d’examiner une applica-
tion directe du modele a deux modes que nous venons de décrire. Nous
allons nous intéresser au cas d’une collection d’atomes de spin 1 fortement
confinés dans un piege, de sorte que les trois degrés de liberté spatiaux des
atomes sont "gelés" : seule la dynamique de spin reste possible, notamment
par l'intermédiaire des collisions d’échange de spin :

(m=0) +(m=0) S (m=+1) +(m=-1), (64)

ot on a introduit le nombre quantique m = 0, +1 caractérisant la projection
du spin d'un atome sur un axe donné. Ce processus est formellement équi-
valent a la conversion paramétrique en optique (WALLS & MILBURN 1988)
et on le rencontre également dans des circuits supra-conducteurs (NATION,
JOHANSSON et al. 2012). L’état comprimé du vide a deux modes ainsi pro-
duit fait partie de ceux fréquemment envisagés pour la métrologie quan-
tique (PEZZE, SMERZI et al. 2018).

Dans le cadre des expériences sur les gaz quantiques, ce processus a
été proposé par DUAN, SORENSEN et al. (2000) et PU & MEYSTRE (2000),
puis mis en évidence par KLEMPT, TOPIC et al. (2010), GROSS, ZIBOLD et
al. (2010) et BOOKJANS, HAMLEY et al. (2011) (voir aussi SADLER, HIGBIE
et al. (2006)). Nous allons nous concentrer ici sur 'étude expérimentale et
numérique récente réalisée par EVRARD, QU et al. (2021), qui ont exploré
différents régimes, depuis I'évolution réversible prédite par ’approche de
Bogoliubov jusqu’a un régime chaotique permettant de discuter I'’hypo-
these selon laquelle un état propre (quasi-)quelconque peut étre vu comme
une représentation — au sens micro-canonique — du systeme thermalisé (Ei-
genstate thermalization hypothesis). La modélisation théorique que nous uti-
liserons est directement inspirée de 1’article de MI1AS, COOPER et al. (2008).

3-1 Interactions en onde s entre deux atomes de spin 1

Nous considérons ici des atomes bosoniques dont le spin total (élec-
trons+noyau) de I'état fondamental est s = 1. C’est notamment le cas de
plusieurs espeéces alcalines tres utilisées au laboratoire : "Li, 23Na, 3K et
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41K, 87Rb. La valeur 1 du spin est obtenue dans ce cas par couplage entre
le spin 1/2 de I'électron externe et le spin 3/2 du noyau.

Lors d’une collision entre deux atomes identiques de spin s; = s3 =1,
trois canaux sont possibles correspondant aux trois valeurs possibles s =
0,1,2 pour le spin de la paire d’atomes s = s; + s3. On peut vérifier ®
que l'état de spin total s = 1 est obtenu par une combinaison antisymé-
trique des deux spins s; et s,. Puisqu’on a affaire a des bosons, I'état total
orbital+spin doit étre symétrique par échange des deux particules, ce qui
veut dire que la fonction d’onde d’espace doit étre antisymétrique pour un
spin total s = 1. Comme on s’intéresse ici au régime de trés basse tempé-
rature, ol seules les collisions en onde s sont significatives, ce canal s = 1
ne contribue pas a l'interaction entre particules.

Les deux canaux qui restent, s = 0 et s = 2, correspondent a des états
symétriques de spin et les collisions en onde s y sont autorisées. Ces canaux
sont donc caractérisés chacun par une longueur de diffusion, ag et az. On
peut alors modéliser l'interaction entre atomes par un terme de contact :

. Arh?a;
Vine. = 6(r1 —72) ® (9oPo + 92P2) avec gi=—_—, (65)

ol P; est le projecteur sur le sous-espace de spin total s = ¢, avec i = 0, 2.
Notons que la distribution de Dirac §(r) doit en fait étre régularisée sous
la forme du pseudo-potentiel comme indiqué en (3). Cette interaction peut
s’écrire de maniere équivalente

Vine, = 0(r1 — 72) ® (91 + gs81 - 32) (Po + P2) (66)

ot1l'on a posé :

1

gs = = (92 — 90) - (67)

1
g == (90 +292) 3

3

6. On trouve pour m = %1 que:
V2]s =1,m) = |s1,m; 52,0) — |s1,0; s2,m)

etpourm =0
\/5'8 = 170> = |817+1§ 527_1> - |517_1§ 527+1>'
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Pour démontrer le passage de (65) a (66), il suffit de remarquer que le pro-
duit scalaire

(-8 —383) =28 -2 (68)

DN | =

8A1 '32 =

est égal a —2 quand il agit sur un état de spin total nul, et & +1 quand il
agit sur un état de spin total égal a 2.

Nous allons considérer dans ce qui suit le cas d’atomes de sodium, pour
lesquels on trouve pour les longueurs de diffusion a et a, associées respec-
tivementa g et g :

a = 52.66ap = 2.8nm as = 1.88a9 = 98 pm. (69)

La forme de l'interaction en s; - 55 rappelle celles des interactions dipo-
laires magnétiques, mais il est important de souligner que son origine est
purement électrostatique, puisqu’elle résulte des interactions de van der
Waals. Les interactions magnétiques sont également présentes mais elles
sont beaucoup plus faibles, au moins pour les atomes alcalins, et on les
négligera dans ce qui suit.

3-2 L’approximation du mode unique

Nous considérons maintenant un condensat de /N atomes confinés dans
un piege de forte raideur (figure 11); nous notons R l'extension spatiale
du nuage et n la densité moyenne du gaz. Pour fixer les idées, nous pou-
vons prendre un piége harmonique isotrope de fréquence w. Nous sup-
poserons dans ce qui suit que 1’énergie d’interaction, fonction de Ng et
de Ngs, est suffisamment faible pour les atomes s’accumulent essentielle-
ment dans 'état fondamental () du piege, la gaussienne d’extension
ano = y/fi/mw (figure 12). La dynamique spatiale est donc gelée et seule la
dynamique de spin peut conduire a une évolution du systéme. C’est 1’ap-
proximation du mode unique (single mode approximation, SMA); en d’autres
termes, on a réalisé un gaz spineur de "dimension spatiale zéro".

L’hamiltonien régissant la dynamique de spin provenant du terme d’in-
teraction (66) s’obtient en moyennant ’hamiltonien de départ sur la distri-
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FIGURE 11. Piege dipolaire obtenu a l'intersection de deux faisceaux laser désac-
cordés sur le rouge de la raie de résonance atomique. Les atomes (sodium) sont
visibles car ils sont excités ici par des faisceaux additionnels créant une mélasse
optique. Ce type de piege assure un confinement avec des fréquences voisines selon
les trois axes propres du pieége. Figure extraite de la thése de David Jacob.

bution en densité |1 (r)|? :

N U, ~2

SMA s PN Us

USMA = = N g8 = T 7
oN 2 5% = on S (70)

int.
i,j#1

Ny N . 4 . N 4 (e
ou S =)",", §;estl’opérateur spin total, oti . . . représente un terme additif
constant, et o1 on a posé :

U, = Ng, / o ()] d®r. (71)

Pour la suite, il sera utile d’exprimer cet hamiltonien d’interaction en
fonction des opérateurs création af,, et annihilation a,, d’un atome dans
I’état orbital 1y et dans 1’état de spin m = —1, 0, +1, avec un axe de quanti-
fication préalablement choisi. Nous introduisons aussi 1’opérateur nombre

41

712 ho
5/2 ho

3/2 ho

FIGURE 12. Approximation du mode spatial unique : on suppose ici que les inter-
actions et la température sont suffisamment faibles pour que les atomes occupent
essentiellement I'état fondamental du piege harmonique qui les confine. Dans ces
conditions, seule la dynamique liée au degré de liberté de spin est pertinente.

d’occupation d’un état m donné : N,,, = af, a,,. Le résultat s’écrit apres un
calcul quelque peu fastidieux (LAW, PU et al. 1998) :

VA = QU‘;/- [(N+1 —N_1)24+(2Ny - 1) (N+1 + N—l)}
+% [ailatlaoao + H.C.} , (72)

toujours a une constante additive pres.

L’expression (72) est instructive. La premiere ligne ne dépend que des
nombres d’occupation N, = af, a,, et n’induit donc pas de dynamique de
spin. Cette dynamique provient de la deuxieme ligne qui décrit la collision
d’échange de spins :

\(m=0)+(m=0):(m=+1)+(m=—1)\ (73)

A partir d’une paire d’atomes initialement dans 'état m = 0, une collision
élastique peut créer une paire d’atomes dans les états m = +1etm = —1,
et inversement. On reconnait la un ingrédient essentiel du formalisme de
Bogoliubov, que nous allons approfondir au prochain paragraphe.
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Remarque. La grande différence entre g et g, pour l'atome de sodium
(facteur ~ 30 comme indiqué en (69)) permet de relaxer quelque peu les
contraintes sur 1’état de départ pour 1’'approximation du mode unique.
Meéme si le produit Ng est tel que le condensat initial est décrit plutot a
I'approximation de Thomas-Fermi et a une extension R > ay,, 'approxi-
mation du mode unique sera valable si

1

avec &g = VT (74)
&s est appelée longueur de cicatrisation associée au spin. De maniére générale,
pour un condensat scalaire de densité n et de longueur de diffusion q, la
longueur de cicatrisation { = 1/v/8mna représente la plus courte échelle
de longueur sur laquelle le fluide peut réagir a une perturbation extérieure
(obstacle, impureté, ...). Pour un gaz spineur, la condition (74) entraine qu’il
serait trop cofiteux en énergie de former des domaines de spin au sein du
domaine de taille R.

&> R

3-3 Effet Zeeman et hamiltonien de Bogoliubov

Dans ce qui suit, nous allons supposer que le gaz spineur est plongé
dans un champ magnétique B d’axe z fixe, que nous prenons comme axe
de quantification. Nous supposerons de plus que les N atomes sont prépa-
rés initialement dans 1'état m = 0. Sous l'effet des collisions élastiques (73),
les états m = £1 vont étre peuplés, mais sous la contrainte N, = N_;.

Intéressons-nous plus particulierement au régime ot 1'état m = 0 est
peu dépeuplé, c’est-a-dire que Ni; < Ny ~ N. En traitant N comme
un nombre égal a N, on peut alors simplifier I’expression de I’hamiltonien
d’interaction (72) pour arriver a :

‘A/IISIE/IA ~ Us (N+1 + N_l + allaT_l + a+1a_1> (75)

Intéressons-nous maintenant a I'énergie magnétique du gaz (figure 13) :
— ATordre 1 en champ magnétique, les deux états m = 1 sont déplacés
par des quantités opposées, £4.B. Une paire d’atomes {m = +1,m =
—1} adonc, a cet ordre en champ magnétique, la méme énergie que la
paire de départ {m = 0, m = 0} : I'effet Zeeman du premier ordre n’a
aucune conséquence sur la dynamique du systeme et peut étre oublié.

42

m=+ 1

m=+1 - p
AE AE+q
m=0 - m=20 —
AE -
m:—l—AE 1
m=—1

FIGURE 13. Effet Zeeman pour un atome de spin 1. A gauche, uniquement I'effet
Zeeman linéaire avec AE = pB; a droite, l'effet Zeeman quadratique, caractérisé
par 'énergie q o< B2, a été ajouté.

— A l'ordre 2 en champ magnétique, les états m = +1 sont déplacés
d’une méme quantité” ¢ > 0 proportionnelle & B? par rapport a I'état
m = 0. Ce déplacement affecte la création de paires selon le processus
(73) puisque I’énergie du membre de droite differe de celle du membre
de gauche par la quantité 2g.

Pour les champs magnétiques considérés ici, on peut se limiter a I’ordre
2 en B et écrire la contribution de I'effet Zeeman sous la forme

Vzeem. = q (NH + -7\771) ) (76)

ce qui donne '"hamiltonien total :

H= (¢g+Us) (ailaﬂ + aila,1> + U, (allail + a+1a,1) (77)

C’est exactement la forme de départ pour la méthode de Bogoliubov. On
déduit donc de I’analyse faite a la section précédente que dans cette ap-
proximation du mode m = 0 faiblement dépeuplé, le spectre du systéme a
N corps est composé de niveaux équidistants séparés par 1’énergie

1/2

ho = [(a+ U - U2] " = Vala+20,) (78)
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FIGURE 14. Mesure des nombres d’occupation des trois sous-niveaux Zeeman
m = —1,0,+1. Une expérience de Stern et Gerlach suivie d’'une phase de mélasse
optique permet de compter les atomes avec une précision de I'ordre d'un atome, en
analysant la lumiere de fluorescence collectée dans les trois taches. Figure extraite
de la theése de Bertrand Evrard.

3-4 Réponse du gaz a un saut de champ magnétique

Pour tester les prédictions de I'approche de Bogoliubov, EVRARD, QU et
al. (2021) sont partis d’'un condensat de sodium de N ~ 5000 atomes dans
I’état m = 0. Le condensat est placé initialement dans un grand champ ma-
gnétique (B ~ 1G, conduisant a ¢/h ~ 280Hz) et il est confiné dans un
piege tel que U, /h = 17Hz. Dans ces conditions, ¢ > U, et le nombre de
paires dans les états m = =£1 est notablement inférieur a 1. L'expérience,
qui mesure la population de chaque état de spin avec une précision de
I'ordre d’un atome (figure 14), confirme cette prédiction. Le champ magné-
tique est ensuite soudainement abaissé a une valeur beaucoup plus faible,
correspondant a ¢ = 0.3Hz (donc ¢ < Uj), et on s’intéresse a I’évolution
du systeme.

Sur le plan théorique, comme I’hamiltonien de Bogoliubov est quadra-
tique vis-a-vis des opérateurs a,, et af , le plus simple est de se placer en
point de vue de Heisenberg pour étudier 1’évolution des opérateurs. On

7. Pour I'atome de sodium, I'effet Zeeman quadratique est de 277 Hz/G?2.
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trouve pour la paire d’opérateurs a;,a’ | :

da1

maf=[%M=@+%m+mdl (79)
dai N
ihd; = [a' H==(¢+U)d | — Uy (80)

ou encore

. d aq _ aq _ q+Us Us
1h& (GT_1> = [M] (aT 1) avec M = < . —(q+Us)) (81)

et des équations couplées similaires pour la paire a,l,a? Les valeurs
propres de la matrice [M] sont +hw et la résolution de ce systeme diffé-
rentiel donne le résultat :

aq _(C—i(qg+Us)S/hw —iUgS/hw ay
@ﬂy”_< iU, 8/ hw C+ilg+Un)S/hw) \at, )@ ©2)
ol on a posé C = cos(wt) et S = sin(wt). Partant du vide (c’est-a-dire tous
les atomes dans 'état m = 0) a l'instant ¢ = 0, on en déduit le nombre
moyen de paires (+1, —1) a l'instant t :

Ny(t) =5 3 Olal,an®]0)= 5 3 lan@OIF 6
m==+1 m==1
ou encore
2
N,(t) = (hU;) sin?(wt) (84)

Notons qu’il est également possible d’utiliser le point de vue de Schrédin-
ger et de calculer le vecteur d’état du systeme |¥(t)). On peut montrer [voir
par exemple MIAS, COOPER et al. (2008)] que cet état est a chaque instant
un état comprimé du vide a deux modes [cf. (58)], caractérisé par la valeur
moyenne N, () donnée en (84).

L’expérience confirme la prédiction de cette évolution réversible et os-
cillante d'un systeme a N corps (figure 15, gauche), et permet de véri-
fier que les nombres d’atomes dans m = =1 restent égaux entre eux au
cours du temps, aux incertitudes de mesures pres. La dépendance de la
fréquence w avec le champ magnétique (caractérisé par la valeur du para-
metre g) est également en accord avec la prédiction (78) de la théorie de
Bogoliubov (figure 15, droite).
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FIGURE 15. Gauche, haut : Valeur moyenne et écart-type du nombre de paires
créées dans une assemblée de spin 1, sous 'effet des collisions d’échange de spin
(73). La ligne continue est la prédiction (84) obtenue a partir de I'approche de
Bogoliubov. Gauche, bas : la magnétisation S, = Ny — N_; reste nulle lors de
I'évolution, aux incertitudes de mesure prés. Droite : variation de la fréquence w
des oscillations avec le parametre q caractérisant le champ magnétique. La ligne
continue correspond a la prédiction (78). Figures extraites de EVRARD, QU et al.
(2021).

Déplétion de I’'état m = 0. La méthode de Bogoliubov repose ici sur
I'hypothese que la population de I'état m = 0 reste voisine du nombre
total d’atomes. Il est intéressant de regarder ce qui se passe quand cette
hypothese n’est plus valable. Dans le cas du probléeme a N corps, c’est le
probléme de la déplétion quantique, qui va nous occuper dans le prochain
chapitre.

Pour le cas du spin 1 a 'approximation du mode unique, I’hypothese
de faible déplétion de l'état m = 0 est vérifiée si I’amplitude des oscilla-
tion de N, (¢) écrite en (84) est petite devant N, ce qui impose ¢ > U,/N.
Rappelons qu’il faut par ailleurs ¢ < U pour que le nombre de paires soit
supérieur a 'unité et que 1’on puisse détecter un signal.

Quand on prend une valeur finale de ¢ trés petite devant U;/N, on
quitte le régime de Bogoliubov et la dynamique du systéeme qui suit le
changement soudain de champ magnétique n’est plus une dynamique ré-
versible. Un cas simple a modéliser concerne le cas g = 0, pour lequel I'ha-
miltonien est simplement (toujours dans I"approximation du mode spatial

unique) H = Ze 52 [cf. (70)]. Le spectre de cet hamiltonien a N corps n’est
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FIGURE 16. Evolution "universelle” obtenue dans le régime ¢ < U, /N, pour
lequel la population de I'état m = 0 devient fortement déplétée. Dans ce régime,
la méthode de Bogoliubov ne s’applique plus. La ligne continue correspond a la
prédiction théorique (85). Figure extraite de EVRARD, QU et al. (2021).

alors plus linéaire comme dans le régime de Bogoliubov, mais quadratique
avec des niveaux d’énergie en (U, /2N)S(S + 1). L'évolution devient alors
irréversible et caractérisée par une fonction universelle du temps ¢ :

No(t) = N[1—7D(r)]  avec 7— \/z U;;t (85)

ott D(7) est la fonction de Dawson (figure 16).

Un dernier point étudié par EVRARD, QU et al. (2021) porte sur 1'ajout
d’un terme supplémentaire a I’hamiltonien (77) qui permet d’atteindre un
régime chaotique. Il est alors possible de tester numériquement si la dyna-
mique conduit & une thermalisation de I'assemblée de spins, comme cela
est prédit par la conjecture connue sous le nom de Eigenstate thermalization
hypothesis (ETH). Nous ne décrirons pas ces résultats ici car ils s’éloignent
du théme général de la méthode de Bogoliubov et nous renvoyons le lec-
teur intéressé vers l'article de EVRARD, QU et al. (2021) et les références
qu’il contient.



CHAPITRE II. L’APPROCHE DE BOGOLIUBOV QUANTIQUE

§3. Exemple : le gaz de spin 1 en "dimension zéro"

Appendice : le formalisme de la seconde quantification

En physique non relativiste, le nombre de particules est conservé et il est
en principe possible de mener I'analyse de Bogoliubov dans le formalisme
des fonctions d’onde. Néanmoins, les calculs deviennent démesurés, du
fait de la simple écriture des N! termes qui résultent de la symétrisation
d’une fonction d’onde & N corps.

Il est tres préférable d’utiliser le formalisme de la seconde quantification
dont nous rappelons ici les grandes lignes pour des bosons. On se donne
une base = {|a),|f),...} de I'espace des états a une particule, noté £1),
par exemple la base des ondes planes caractérisées par leur vecteur d’onde
k. Une base de I'espace des états a N particules, noté £(V), est obtenue en
considérant tous les états

[nasng, .. .)

S ne=N (86)

L’entier n, > 0 désigne le nombre de particules dans I'état a.

On travaille dans l'espace de Fock, somme directe des espaces de Hil-
bert & nombre de particules donné :

E=VgeWg. . 0eWag... (87)

L'espace £(©) est le vide de particules; c’est un espace de dimension 1 cor-
respondant a 'état noté |0).

On introduit I'opérateur création d’une particule dans un de ces états
GL (EWN) 5 g(NHD)
az|na,nﬁ,...,n#, ) = g+ 1neng,...,n,+1,..0)  (88)
et 'opérateur destruction associé
ay, : EWN) _, g(N-1)

M) = /nglna,ng,...,n,—1,...) sin, #0
= 0 sin,=0 (89)

au|na,ng, ...

L’algebre ainsi obtenue est formellement identique a celle d'un oscillateur
harmonique. En particulier, les préfacteurs  /n,, + 1 et ,/n, permettent une
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simplification considérable dans l’écriture des opérateurs. Ils entrainent
par ailleurs la valeur des commutateurs :

[a,a,] =0 [al,al] =0

o Y [CLV,CLT

u] = 6ull- (90)

Dans ce cours, nous utilisons la base des ondes planes k pour écrire les
opérateurs création et annihilation qui deviennent donc a,Tc, k.






Chapitre 111

L'énergie de Lee-Huang-Yang et la déplétion quantique

Le chapitre précédent a été consacré a la mise en place du formalisme
de Bogoliubov pour un gaz de Bose. Le potentiel d’interaction entre les N
atomes est choisi de la forme

V=Y V(i -7 1)
1<j

et le potentiel binaire V (), que I'on suppose a symétrie sphérique pour
simplifier les notations, a pour transformée de Fourier

7 = / V(r) e kT ddy. k)
V(r) est supposé régulier et suffisamment faible pour que le développe-

ment de Born converge. Partant de l’hamiltonien a NV corps écrit en seconde
quantification,

. 1 N
H = Z €k a;rc ar + ﬁ Z Vq GL/+q G/Tk,,_q A’ A’ (3)
k k'.k"\q
avec €, = h?k*/2m, nous avons fait une approximation quadratique

consistant (i) a traiter le condensat en k = 0 comme un champ classique
et (ii) ne garder que les termes de degré au plus 2 dans un développement
en puissances des opérateurs création et destruction aL et ap pour k # 0.

Apres cette approximation, ’hamiltonien s’écrit

N 1 - N
H' = SnNVo + H" @)
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avec
0" — Z (ek + nf/k) (a};ak + aT_ka,k) +nVi (aztf_k + aka,k) , (B
paires
{k,*k}

oun = N/L3 désigne la densité spatiale du gaz.

’hamiltonien A" est constitué d’une somme d’hamiltoniens indépen-
dants, portant chacun sur une paire {+k, —k}. Nous avons montré que
chacun de ces hamiltoniens pouvait étre diagonalisé par une transforma-
tion canonique

b = upar + UkaT_k b_p = uga_p + ’Uka;rc (6)
avec
up = cosh A v = sinh g tanh(2\) = —. (7)
ex + Vi
L’hamiltonien H” s’écrit alors en fonction des opérateurs b;rc, b, :
. 1
o’ = Z |:hwk b;rcbk. + ih(Wk — woﬂk)] (8)
k+£0
avec
N2 _\2]1/2 . 1/2
hwp = l:(ek + nd> — (nd) :| = (Gi + 2nd6k) (9)
Fwo = ex+nVi. (10)
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Nous nous sommes donc ramenés a une collection de modes indépen-
dants de fréquence wy. On note immédiatement un effet des termes de
création et destruction de paires {+k, —k} dans I’hamiltonien A" écrit en
(5) : il abaisse I'énergie du fondamental pour chaque paire de la quantité
hwy, — hwo ), < 0. L'autre résultat important du cours précédent, qui va
nous servir pour évaluer la déplétion quantique, porte sur la structure de cet
état fondamental, et en particulier le nombre moyen de paires {+k, —k}
présentes dans cet état fondamental :

Wo,k — Wk

i, = vj = (11)

2wk

On constate immédiatement que ce nombre moyen de paires peut devenir

grand quand wy — 0, c’est-a-dire d’apres (9) quand l’énergie cinétique
r = h%k?/2m est petite devant nV.

Dans ce chapitre, nous allons exploiter cet ensemble de résultats pour
étudier 1'état fondamental du gaz de Bose. Dans un premier temps, nous
allons continuer a travailler avec un potentiel V'(r) pour lequel le dévelop-
pement de Born est valable. Nous allons discuter successivement le spectre
d’excitation du systeme, I’énergie Ey du fondamental et la déplétion quan-
tique, c’est-a-dire la fraction d’atomes n’/n en dehors du condensat k = 0.
En ce qui concerne la déplétion quantique, nous allons établir le résultat
suivant :

LA Vna3 12
o~ (12)

Rappelons que cette fraction doit étre petite devant 1 pour que le dévelop-
pement permettant de passer de ’hamiltonien complet (3) & I’'hamiltonien
approché (4) soit justifiée. En ce qui concerne 1’énergie de I'état fondamen-
tal, nous allons montrer qu’elle s’écrit :

E 1 4h?
*0:*9712 vna® + . avec g = Tva

L3 2 15f m (13)

Le premier terme est simplement 1’énergie de champ moyen déja rencon-
trée au chapitre précédent. Le second terme, qui est petit devant le premier
du fait de la condition n’ /n < 1, est la correction calculée pour la premiere
fois par Lee, Huang et Yang (LEE, HUANG et al. 1957) qui s’écrit également,
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en notant L? le volume occupé par le gaz :

3/2
By _ 1 5 128 /

2 2

8 m

~ 1522 13 (9”)5/2 (14)

Il est important de noter que I’énergie Ej ne fait intervenir le potentiel V'(r)
que par l'intermédiaire de la longueur de diffusion ! a (ou du coefficient de
couplage g qui lui est proportionnel).

Une fois ces résultats établis, nous aborderons un autre type d’interac-
tion, le pseudo-potentiel V,,, qui est de portée nulle. Les résultats obte-
nus dans le cadre de I'approximation de Born et indiqués ci-dessus res-
teront formellement valables, mais nous soulignerons quelques difficul-
tés propres a V;,,,. Signalons également la publication récente de CARLEN,
HOLZMANN et al. (2021) qui développe une approche alternative rigou-
reuse au gaz de Bose pour le cas d'un potentiel purement répulsif, a la fois
pour le cas des basses et des hautes densités, et qui présente des comparai-
sons détaillées avec des calculs Monte Carlo. Pour finir, nous décrirons un
certain nombre d’expériences récentes qui ont permis de mesurer précisé-
ment les différentes quantités physiques que nous venons de mentionner.

1 Remarques préliminaires

1-1 Préliminaire 1:le développement de Born

Comme au chapitre précédent, nous considérons dans cette partie un
potentiel d’interaction a deux corps régulier de portée b. Nous supposons
que l'interaction de deux atomes sous 'effet de ce potentiel peut étre traitée
par le développement de Born, la longueur de diffusion s’écrivant comme

1. Le terme suivant dans le développement du crochet est (WU 1959) :

1+Wﬁ+8<?7f)na In(na®) + .. (15)

et ne dépend donc lui aussi que de la longueur de diffusion a. Le terme suivant représenté
par ... est proportionnel a n; il fait intervenir la portée effective r. ainsi qu'un parametre a
trois corps calculé par TAN (2008d).
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un développement en puissances de V' :

a=aV +a? 4. .., g=gM +4¢ 4 .. (16)

avec g = 4nh%a/m.

Rappelons brievement la nature de cette approximation et son critere
de validité a basse énergie. Lors d"une collision binaire, I'amplitude de dif-
fusion de la particule relative de k; vers k; est donnée par 1'élément de
matrice de T'(F) entre ces deux états, avec Hy = p*/2m, et E = h*k?/2m,
(p et m, = m/2 représentent I'impulsion et la masse de la particule rela-
tive) :

Ve (17)
E — Hy+i04

T(E)

L’approximation de Born consiste a ne garder que le premier terme de ce
développement :

Vk:ffkii
L3

(e | T(E)lei) = (e |V |ki) = (18)
Nous nous intéressons au régime des collisions de basse énergie (collisions
en onde s). En prenant la limite |k;| = |ks| — 0, on retrouve le résultat déja

utilisé au chapitre précédent :

M — drh%aM) -

g =V. (19)

m

Une condition nécessaire pour que cette approximation soit valable est
que le terme suivant dans le développement de Born soit petit devant le
terme conservé. L'élément de matrice du terme suivant se calcule aisément
en introduisant une relation de fermeture dans 'espace des moments :

. 1 - L’ ky|VIk) (k|V|k;
T 'hzlf VI 4oy
E — Hy 4104 (2m)3 E - +104
1 kafk Vi ks 3
= - — d°k. (20
(2m)3L3 ’Zi,’f o, (20)
Prenons la limite |k;| = |ks| — 0 dans cette équation, en utilisant m, =
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m/2:

=
2

Vk 3
T (2m) 3h2L3 / dr

= oo / V2dk, (21)

cette intégrale convergeant deés que |V;| décroit plus vite que 1/vk a I'in-
fini. Comme |V| prend des valeurs significatives pour des valeurs de k
allant jusqu’a ~ 1/b, la valeur correspondante de l'intégrale est, a un coef-
ficient numérique pres dépendant de la forme précise du potentiel :

1 V N m ‘702

kelV—o— S,
(s E— Hy+10, 222L3 b

(22)
La contribution de ce terme (toujours négatif) a la longueur de diffusion a
est petite devant la contribution dominante si

|73

1
5212 ouencore aV < b. (23)

<<Vo

C’est le critere recherché pour que I’approximation de Born a basse énergie
(19) soit valable.

L’analyse ci-dessus permet de donner la premiere correction a l'ap-
proximation de Born, qui nous sera utile dans la suite :

4mch?a(®) 1 V|2
2) = - M3k 24
g m (2m)3 2¢; @4

avec comme précédemment ¢, = h%k? /2m, cette correction ~ a® x (a(V) /b)
étant toujours négative.

1-2 Préliminaire 2 : les différents secteurs pour k

Les différentes quantités physiques mentionnées en introduction,
comme l’énergie de 1’état fondamental ou la déplétion quantique, font
intervenir des intégrales sur le vecteur d’onde k. Il est donc important
d’identifier dés maintenant les comportements des deux termes principaux



CHAPITRE III.

L’ENERGIE DE LEE-HUANG-YANG ET LA DEPLETION QUANTIQUE

§1. Remarques préliminaires

V(r) 4 v, A

Lk
> : >
1/b

FIGURE 1. Un potentiel V (1) de portée b et sa transformée de Fourier V}, de portée
1/b.

qui interviendront dans toutes ces intégrales, nV}, et ¢, pour les comparer
entre eux.

Nous avons fait I'hypothese que le potentiel V' (r) est régulier de portée
b. Nous supposerons dans ce qui suit que sa transformée de Fourier Vj, est a
peu prés constante et égale a V, tant que k < 1/b, puis décroit et tend vers
0 quand & devient nettement plus grand que b. Un exemple de variation
pour V(r) et V, est donné en figure 1 dans le cas d’un potentiel gaussien.

Dans l'expression (9) de la fréquence du mode associé a la paire
{+k, —k}, nous voyons apparaitre la somme
r + 2nVj, (25)
avec e, = h%k?/2m; il est alors utile de déterminer lequel de ces deux
termes est prépondérant :

— Quand &k — 0, ¢, — 0, al~ors que Vi tend vers la valeur non nulle VO.
Le terme dominant est nVj, ~ nVj.

— Quand k — oo, ¢, diverge alors que Vi — 0. C’est alors e, qui domine.

Il nous faut maintenant évaluer le point a partir duquel ¢; devient domi-
nant par rapport a nVj. Pour cela, commengons par définir la valeur kg
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n \N/kA n \N/kA
nV, nV,
. k H
; A —lp
ko 1/b 17b kg

FIGURE 2. Les deux situations possibles pour trouver I'égalité entre I'énergie ci-
nétique a une particule e, = h*k?/2m (en rouge) et I'énergie d'interaction nV
(en bleu).

pour laquelle ¢, est égale a nVj :
vV 2mnV,
T =0 = ko= T

La question est de savoir si Vi est encore voisin de V; pour k = ko, ou sl
a déja fortement décru. On sera dans le premier cas si ky < 1/b et dans le
cas opposé si ko > 1/b. Ces deux cas limites sont représentés en figure 2.

(26)

En reprenant le lien (19) entre longueur de diffusion et V;, la définition
de kg s’écrit

ko = V8mna = % (27)

oi1 { est appelée longueur de cicatrisation (healing length). La condition k¢ <
1/b peut alors s’écrire :

ko< 1/b & 8mnab® < 1. (28)

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que la condition (28) est réali-
sée et qu’on est donc dans le cas du diagramme de gauche de la figure 2.
Cette hypothese peut étre vue comme une condition de faible densité. Plus
précisément, on peut écrire nab? sous la forme

nab? = nb® x % (29)



CHAPITRE III.

L’ENERGIE DE LEE-HUANG-YANG ET LA DEPLETION QUANTIQUE

§1. Remarques préliminaires

e <nVimnVy e >nVi~nVy @ > nVj, #* Vo

| domaine 1 i domaine 2 i domaine 3 i
[ [ [

0 ko = 1/¢ 1/b

FIGURE 3. Les trois domaines pertinents pour le nombre d’onde k quand la condi-
tion de faible densité (28) est remplie.

Nous avons expliqué dans le premier chapitre que nous considérerons ici
des gaz dilués au sens de nb® < 1 et la validité du développement de Born
requiert par ailleurs que a/b soit petit devant 1.

Dans le régime représenté sur le diagramme de gauche de la figure 2,
nous pouvons identifier trois domaines de valeurs de % distincts (voir fi-
gure 3) :

— Domaine 1, k < ko =1/ : 1le terme nf/k domine 'énergie cinétique ¢,
et on peut par ailleurs prendre V;, ~ V4.

— Domaine 2, ko < k < 1/b: l’énergie~cinétique ¢ est dominante et Vj,
reste proche de sa valeur a 'origine V4.

— Domaine 3, 1/b <« k : l'énergie cinétique ¢, est dominante et Vi
tend vers 0 quand £ — oo (ce domaine sera absent pour le pseudo-
potentiel).

Remarque. Méme si les gaz quantiques correspondent au cas de figure
que nous venons de discuter, il est intéressant d’envisager le cas opposé re-
présenté sur le diagramme de droite de la figure 2, obtenu pour une situa-
tion de haute densité, 8mnab? > 1. Pour bien préciser les parametres dans
ce cas, il est préférable de se donner une forme spécifique de potentiel, par
exemple le potentiel de Yukawa [voir par exemple CEPERLEY, CHESTER et
al. (1978) et CAMPANA, D’ AURIA et al. (1979)]

e—'r/b
r/b’

- Vo

Vis e VD= W

Vo = 4mb® V. (30)

On pourrait s'inquiéter de la validité de I'approche de Bogoliubov dans ce
régime de haute densité, mais il n'y a en fait pas de probléme. En effet, on
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peut montrer que la déplétion quantique s’écrit dans ce cas :

s n’ 1 a

Haute densité : ply (nab?)1/e X7 31)
et elle est donc d’autant plus faible que la densité est grande! Plus précisé-
ment, le premier terme du produit intervenant dans le membre de droite
est inférieur a 1 par définition de la situation de haute densité, et le second
terme est petit devant 1 du fait du critére de validité de I'approximation de
Born. Notons que 1’on peut prendre la limite d’une portée b infinie, c’est-
a-dire un potentiel de Coulomb. Ce probleme a été étudié initialement par
FOLDY (1961) et GIRARDEAU (1962). La phase condensée de Bose-Einstein
est alors en compétition avec la formation d'un cristal de Wigner, mais
on peut montrer dans la limite haute densité considérée ici que la phase
condensée de Bose-Einstein conduit & une énergie plus basse (CEPERLEY,
CHESTER et al. 1978; HALINEN, APAJA et al. 2000).

1-3 Illustration : le spectre d’excitation
Une fois ’hamiltonien de Bogoliubov mis sous la forme
~ N\ 1/2
heoy = (ei + 2ndek) . (32

H = Z hws, b};bk + constante,
k0

la quantité physique la plus simple a étudier est son spectre d’excitation,
c’est-a-dire I'énergie et I'impulsion qu’il faut apporter au systéeme pour le
faire passer de son état fondamental a un état excité.

Les excitations élémentaires du systeme sont obtenues en faisant agir
un des opérateurs bL sur 1’état fondamental du systéme. Une telle opéra-
tion confere au fluide 1’énergie fiw;, et 'impulsion %k, puisque b;rc est com-
binaison linéaire de aL (qui amene 7k) et de a_g, (qui enléve —fik). Nous
allons maintenant discuter les différents régimes possibles pour cette ex-
citation élémentaire, en nous appuyant sur les différents domaines de va-
leurs de k que nous venons d’identifier.

— Domaine 1. Dans ce domaine, on a nV), =~ nV > ¢, et on trouve

avec ¢ =\/nVy/m. (33)

w =~ ck
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On retrouve le spectre de phonons bien connu, qui apparait également
dans une théorie de Bogoliubov menée avec des champs classiques [cf.
cours 2015-16]. Rappelons que ce spectre linéaire est un élément clé de
la superfluidité du gaz; il permet en effet & une impureté localisée de
se propager dans le gaz sans dissiper d’énergie, pourvu que sa vitesse
soit suffisamment basse.

— Domaine 2. Dans ce domaine, on a ¢;, > nf/'k ~ nf/o et on trouve
hwy, =~ €, + nf/o. (34)

Ce résultat s’interprete simplement a partir des contributions de Har-
tree et de Fock calculées au cours précédent. Il correspond a l'énergie
qu’il faut fournir pour faire passer une particule du condensat, donc
depuis I’état d'impulsion nulle et avec une énergie d’interaction avec
ses voisins égale a nVj [uniquement le terme de Hartree, puisque le
terme de Fock (échange) est nul dans ce cas], a un état excité d'impul-
sion hik et une énergie d’interaction 2nV, [Hartree+Fock]. Cette éner-
gie a fournir est donc €5, + 2nVy — nVy, comme indiqué en (34).

— Domaine 3. Dans ce domaine, on a ¢, > nd #* nf/o et on trouve
iy, ~ € + Vi (35)

Le résultat s’interprete la aussi a partir des contributions de Hartree
et de Fock. L’énergie initiale de la particule quand elle fait partie du
condensat est nV; et I'énergie finale est ¢, + n(f/o + f/k). Les termes de
Hartree initiaux et finaux se compensent, pour ne laisser que 'énergie
cinétique et le terme de Fock.

Nous verrons dans la suite de ce chapitre et dans le prochain qu’il est
possible d’ajouter des termes négligés dans 1’'approximation de Bogoliu-
bov et de resommer ainsi la série de Born décrivant des collisions & deux
corps. Cette procédure, discutée initialement par BELIAEV (1958b), revient
a prendre en compte par exemple des processus virtuels comme

(k) +(0) «— (k—q)+(q) (36)
I

k—q N
gué. L'effet de cette resommation est de remplacer V; par un terme pro-
portionnel a ’amplitude de diffusion a basse énergie f(k = 0) = —a, plus

qui correspond a l'application de I'opérateur a ajlakao et de son conju-
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précisément par le couplage g = 4nh%a/m. Les résultats (33) et (34) de-
viennent alors respectivement

avec c¢=+/ng/m (37)

hwy, = € + ng. (38)

Domaine 1 : wy ~ ck

Domaine 2 :

2 FEnergie LHY et déplétion quantique

2-1 L’énergie de 1’état fondamental

Dans ce paragraphe, nous allons évaluer 1’énergie de 1’état fondamental
de I’hamiltonien approché ' donné en (4). Notre but sera de faire appa-
raitre le développement de Born (16) dans I'expression de cette énergie.
En particulier, nous souhaitons aller a I’ordre 2 inclus en V' pour le terme
dominant, représentant 1’énergie de champ moyen.

L’état fondamental est obtenu en plagant chaque mode décrit par les
opérateurs b};, br, dans son état fondamental, de sorte que 1’énergie recher-
chée s’écrit :

1 ~ 1
FEiong = inNVO + 5 Z hwy, — hwo7k. (39)
k40

En utilisant les valeurs (9-10) de wy, et wg , puis en remplacant la somme
discrete par une intégrale, on obtient :

Efond 1 277 1 2 X/ 1/2 [/ 3
73 = 3" Vo + m/ {(ek +2ndek) — e, —nVi| d’k. (40)

II est important de s’assurer de la convergence a l'infini de cette intégrale
qui intervient dans cette expression. Aux grands k, comme expliqué en
§1-2, nV}, tend vers 0 alors que ¢ croit. On peut donc effectuer un déve-
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loppement limité 2 de la racine carrée contribuant a l'intégrale

A
€L <1—|— i k)
€k

- 1/2
(ei + Qndek) =

2772 3173
- n°V n°V,
~ e +nV— ko4 2k+... (42)
26;C 2€k
Ici, le terme dominant de 1'intégrande est
2772
V
-5k (43)
26k

c’est-a-dire le méme terme que celui apparaissant dans a(?, le deuxieme
ordre du développement de Born (24) de la longueur de diffusion. Le cri-
tere de convergence est donc toujours une décroissance de |V;|? a l'infini
plus rapide que 1/k, que nous supposerons acquise ici.

A ce stade, le terme dominant de Ef,,q donné en (40) est la premiere
contribution du membre de droite, %nszo, avec Vy = ¢M. Comme annoncé
en introduction de ce paragraphe, nous souhaitons exprimer ce terme en
fonction de g avec une précision meilleure que g(!), et aller jusqu’a I'ordre
2 en V. Pour cela, nous pouvons réécrire ce terme dominant sous la forme :

Lo2gn = L2 (g(1> +g<2)) _ L2, (a4)
2 2 2
puis de réinjecter le deuxi¢éme terme —3n?g(? dans l'intégrale sur k en
utilisant 1’expression (24) de g@. On arrive alors a :

Etona = Echp.moy. + Eray (45)

avec
L chp.moy

L3

Ermy _ 1 /
5 2(2n?

2. Nous utilisons le développement limité :

\/1+z:1+%—

1 1

= on? (g(” + 9(2)) ~ s gn’ (46)
2 2

et

(72

2
n Vk‘} Bk, (47)
2€k

~ 1/2 ~
(e% + Qndek> — € —nVi +

xQ x3
4o, 41
8+16+(fr) (41)
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2-2  Calcul de I’énergie Fruy

Un point important de 1'expression (47) de 1’énergie Ergy porte sur le
comportement aux grands k de l'intégrande. Alors que le terme dominant
de l'intégrande apparaissant en (40) faisait intervenir f/kz /ex [voir (43)], ce
terme dominant est exactement compensé par la contribution de g(?). L'in-
tégrande de Erpy tend maintenant vers 0 beaucoup plus vite aux grands
k, avec le terme dominant

3773
n°Vy

. (48)
26%

Terme dominant pour ¢ >> Vk :

Méme si V}, ne décroit que tres lentement a I'infini, la convergence de 'in-
tégrale est maintenant assurée par la présence de €2 « k* au dénominateur.

Il est donc intéressant d’approfondir les valeurs de k qui contribuent de
maniere significative a cette intégrale. Reprenons pour cela la figure 3 sur
laquelle on a distingué trois secteurs :

— La zone 1 des faibles k ot ¢, < nVi, ~ nV.
— La zone 2 des k intermédiaires ot ¢ > nVj, ~ nf/'o

— La zone 3 des grands k ol ¢, est toujours dominant et ou V. differe
significativement de V}.

Compte tenu de la décroissance rapide de l'intégrande intervenant dans
Erny [cf. (48)], 1a zone 3 a une contribution négligeable. En nous limitant a
la contribution des zones 1 et 2, nous pouvons donc remplacer V. dans V,
dans cette intégrale :

Biny 1
3 2(2m)3

Pour terminer ce calcul, notons que I'énergie Er iy est une petite correction
par rapport au terme de champ moyen. Nous pouvons y remplacer systé-
matiquement a!) par a, ou de maniére équivalente ¢) = V; par g. De
cette maniére, nous obtenons une expression en fonction de a ou g qui cor-
respond a un développement systématique en puissances de V, a I'ordre
2 inclus. Insistons sur le fait que cela n’est possible que grace a la décrois-
sance rapide de l'intégrande de (47). Cela n’aurait pas été le cas si on avait
cherché a calculer explicitement l'intégrale (40) : la forme complete de la

2772
nVg

€y,

- 1/2 . )
<ei + 2nvoek> — € —nVy+ d3k. (49)
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dépendance en k de V. aurait alors contribué. Fort heureusement, cette
contribution se réintégre en totalité dans le terme d’ordre 2 du développe-
ment de Born, a(?.

Apres le changement de variable = = k(h?/2mnV;)'/? [ou encore z =
k€ avec & = 1/+/8mna] dans l'intégrale (49), on obtient

Erny R

5/2
I3 = - (na) 127 (50)
ol on a posé
Foo 12 1
7 =16V 277/ {xQ +1- (x2 +2z) " — % dz. (51)
0
Apres un calcul explicite de cette intégrale on arrive a :
E 1
LHY _ 2 2 /3, (52)

3 2 15\F
ce qui est le résultat annoncé en (13). Comme indiqué en introduction,
I'énergie Eruy est petite devant 1'énergie de champ moyen dés que la
condition de validité "basse densité" de I’approche de Bogoliubov, v na3 <
1, est satisfaite.

Nous avons donc vu apparaitre ici le développement de Born pour la
longueur de diffusion, avec les contributions d’ordre 1 et 2 a prendre en
compte pour le terme dominant de champ moyen, la seule contribution
d’ordre 1 étant suffisante pour le terme LHY. On peut chercher a aller plus
loin? et inclure tous les termes de ce développement pour exprimer le ré-
sultat final uniquement en fonction de a = 3772 | a9). Nous ne ferons pas
ici cette resommation pour un potentiel V' (r) arbitraire car elle est tres tech-
nique [voir par exemple BELIAEV (1958b), HUGENHOLTZ & PINES (1959),
GAVORET & NOZIERES (1964) et NOZIERES & PINES (1990)]. Qui plus est, le
caractere convergent des séries que I’on resomme n’est pas facile a établir,
surtout en présence d’états liés dans le potentiel V' (r) qu'il s’agit d’ignorer
pour ne traiter que le cas d'un gaz d’atomes libres. Ainsi LIEB, SEIRINGER
et al. (2005) écrivent a propos de ces méthodes* : They all rely on some spe-
cial assumptions about the ground state that have never been proved, or on the
selection of special terms from a perturbation series which likely diverges.

3. Cette possibilité était mentionnée par Bogoliubov dans son article initial (BOGOLIUBOV
1947), et il remerciait Landau pour cette "remarque importante".
4. On pourra également consulter la discussion en pages 463-464 de GAVORET (1963).

2-3 La déplétion quantique

La derniere étape de notre traitement réside dans la validation de 1’ap-
proximation a la base de la méthode de Bogoliubov. Est-il correct de sup-
poser que le nombre de particules N’ en dehors de 1'état k = 0 est petit
devant le nombre total N ?

Pour évaluer N’, nous pouvons utiliser directement le résultat du mo-
dele a deux modes développé au cours précédent. Le nombre moyen de
paires {+k, —k} dans l'état fondamental du systeme est donnée par v, ol
le coefficient vj, est rappelé en (11). En sommant la contribution de toutes
les paires, on trouve donc le nombre d’atomes N’ recherché :

1 L3 er + Vi _ 3
SO ST )/( ! 1| &k (53)

172
k0 e+ 2ndek)

Comme lors du calcul de I'énergie du fondamental, il importe bien str de
vérifier la convergence de cette intégrale :

— Au voisinage de l'origine, grace au jacobien en d*k = 4wk? dk, iln’y a
pas de probleme de divergence bien que le contenu de la parenthese
diverge comme 1/k.

— Aux grandes valeurs de k, le terme dominant de I'intégrande est” :

ng Vi
5
2¢;

(54)

Ce comportement asymptotique est le méme que celui trouvé ci-
dessus pour 'énergie Erpy dans le cadre du développement de Born
[voir (48)] et la conclusion est identique : méme si V;, ne décroit que
tres lentement a l'infini, I'intégrale sera convergente grace au facteur
€2 o k* qui apparait au dénominateur.

La procédure est donc similaire a celle utilisée pour calculer Eppy.
Parmi les trois zones de valeurs de k identifiées en figure 3, seules les
zones 1 et 2 contribuent de maniere significatives a 'intégrale (53). Dans

5. On utilise le développement limité (1 + 2u)~1/2 =1 — u + %u2 +...et(T+u)(1+
2u)"t2 =1+ 1u2 +... avecu = nVi/eg.

54
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ces zones, on peut faire 'approximation Vi, ~ Vi =~ g et on arrive a 'ex-
pression pour la densité non condensée n’ = N/L3 :

I

ol 'on a posé = = k. L'intégrale figurant dans cette expression se calcule
analytiquement et le résultat s’écrit

— x) x dx, (55)

g 2 WF (56)

Nous voyons apparaitre ici I'infiniment petit vna3 annoncé en introduc-
tion. Le résultat (56) ne fait intervenir que la longueur de diffusion et
sa portée dépasse le cas du potentiel régulier décrit par I’approximation
de Born; elle s’étend au cas d'un potentiel quelconque, en particulier le
pseudo-potentiel, comme nous le vérifierons au prochain paragraphe.

Pour faire le lien avec la condition de faible densité établie en §1-2 [cf.
(28)], il est intéressant de réécrire ce résultat sous la forme :

/

%o Vna? 2 (57)
n b

qui est le produit de deux termes petits devant 1 : la petitesse du premier
terme vnab? provient de la condition (28) et celle du second terme a/b
découle du critere de validité de 'approximation de Born.

3 Hamiltonien de Bogoliubov pour V},,

Apres avoir étudié en détail I'effet du couplage créé par un potentiel ré-
gulier V(r), dans la limite |a| < b permettant d'utiliser le développement
de Born, nous passons au cas du pseudo-potentiel, de portée b = 0, mais de
longueur de diffusion a arbitraire. Les résultats (12) et (13) pour la déplé-
tion quantique et I’énergie de I'état fondamental seront inchangés, mais la
démarche a suivre présente quelques subitilités spécifiques que nous allons
discuter.
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3-1 Potentiel de contact et pseudo-potentiel V,,

Nous avons étudié en détail dans le cours de I’an dernier comment ob-
tenir a trois dimensions un tel potentiel de portée nulle en physique quan-
tique. Le choix le plus simple semble étre le potentiel de contact

V(r)=gd(r) o Vk: Vi=g. (58)

Mais ce potentiel conduit a une divergence de I'amplitude de diffusion et
n’est donc pas utilisable tel quel. Ce comportement singulier s’observe par
exemple sur le développement de Born : le premier ordre est régulier et

donne
mg

Amh?’
mais le deuxieme ordre a; donné en (24) fait apparaitre l'intégrale
J(1/k?) d®k qui est divergente.

ay = (59)

Le pseudo-potentiel V;,, permet de résoudre ce probleme de divergence
tout en gardant une portée nulle. On définit son action® sur une fonction
d’onde i (r) par:

0
o ()] (60)

r=0

Cette expression permet de donner un sens au potentiel quand il agit sur
des fonctions régulieres en » = 0 et aussi sur des fonctions divergeant
comme 1/7. Plus précisément, on trouve que V,,, "efface" tout terme diver-
geant comme 1/7 :

G(r) = " () = Vo [U(0)] = 9000 3(r) | (6D)

Ol yeq (1) est réguliere en » = 0. L'action de V},, sur des fonctions régu-
lieres (comme les ondes planes e'* ") est donc identique a celle du potentiel
de contact (58), mais V,,, a également une action bien définie sur les ondes
sphériques qui jouent un role essentiel en théorie de la diffusion :

R eikr . 1 eikr _
Vpp{r]zvpp{“‘ r

} = ikg &(r). (62)

6. Voir OLSHANII & PRICOUPENKO (2001) pour une généralisation de cette définition.
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On peut donc résoudre completement le probleme d’une collision a deux
corps interagissant via ce pseudo-potentiel et on trouve en particulier que
la longueur de diffusion a est toujours reliée a la constante de couplage g
par la relation g = 4mh%a/m.

3-2 Les subtilités du pseudo-potentiel

Quand on manipule le pseudo-potentiel, il est important de garder a
I'esprit plusieurs subtilités dans son action. Un exemple est fourni par 1’ac-
tion de V},, sur une somme infinie de termes. Considérons l'identité :

1 1 ik-r
S / Bk (63)

r 272 k2

et appliquons V;,, sur les deux membres :
— Sur le membre de gauche, I'action de V},,, est par définition :

Vop H = 0. (64)
T

— Sur le membre de droite, si on s’autorise a intervertir ’action de V;,, et
I'intégrale sur k (ce qui est en fait incorrect), on trouve

- 1 el 3 ? 1 Vpp [eik'r} 3

- 3. - 9 é(r)
= 271’2 /7d W/élﬂ' dk

qui est une intégrale divergente en k = +00!

~)

Il convient donc d’étre vigilant dés que 1’on veut calculer I'action de V,
sur une fonction que 1'on développe en Fourier, comme en (63). Ce point
apparait quand on considere 1’action de V,, en seconde quantification

V= % / Gt (r') Ut (r) Vpp [\if(r) @(r’)} &Br &3 (66)

ot U(r) est I'opérateur champ qui détruit une particule au point r. Le dé-
veloppement de cet opérateur sur la base des ondes planes s’écrit :

1 ik-r
):szek ak (67)
k
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Si on insere ce développement dans (66) et que I’on permute 1action de Vj,,,
et la sommation sur k, on arrive a

s g
V= 53 Z a,Tan;;,_qak/ak. (68)
kk'.q

C’est exactement la forme qu’on aurait déduite de 1’expression générale

7 DI

k.k',q

ak+q ,7q Q' Q. (69)

en prenant f/q = g pour tout moment g, ce qui correspond en fait au poten-
tiel de contact naif g 6(r) donné en (58). En passant de (66) a (68), on a omis
la subtile différence entre V,,, et un pur potentiel de contact, ce qui ouvre
la voie a des divergences.

Pour éliminer ces divergences, deux stratégies sont possibles. On peut
s'interdire l'interversion de I'action de V},, avec toute somme infinie sur k,
et a travailler uniquement avec des opérateurs du type (66) (LEE, HUANG
et al. 1957). L'autre approche, qui est validée par un traitement utilisant
le groupe de renormalisation (BRAATEN, KUSUNOKI et al. 2008), consiste
a mener les calculs avec l'expression "ondes planes" de V,, [c’est-a-dire
I'expression (68)] tout en guettant I’apparition de termes divergents de la

forme
=—=_ [4 . 7
L3Zk2 27r /de (70)
k£0

Ces termes "signeront" le résultat de I'application de V},, sur une fonction
proportionnelle a 1/r, qui donne en fait un résultat nul, et ils devront donc
simplement étre soustraits du résultat final :

g 1
im0 (71)
k0

De fagon plus générale, rappelons que le pseudo-potentiel vient chan-
ger le domaine de travail : pour le probleme a deux corps interagissant
par un potentiel régulier, 1’espace des fonctions d’onde ¢ (rq,r2) est com-
posé des fonctions continues des deux variables r1, 2. Quand on utilise
le pseudo-potentiel pour décrire I'interaction, le domaine de I’hamiltonien
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est modifié. Il s’agit de ’ensemble des fonctions satisfaisant la condition aux
limites de Bethe—Peierls, c’est-a-dire se comportant comme

U(ry,re) ~ <1 - 1) ®(R) (72)

r—0:
roa
avec

R = (r1+72)/2, =7 — 9. (73)

Cette condition aux limites de Bethe—Peierls joue un réle important dans
le choix de fonctions d’essai si on souhaite aborder le probléme par la mé-
thode variationnelle.

3-3 Méthode de Bogoliubov pour le pseudo-potentiel

Une fois établie I'expression de l'opérateur V décrivant l'interaction
entre particules, la démarche de Bogoliubov se déroule de maniere iden-
tique a ce que nous avons décrit pour un potentiel V' (r) régulier. On sup-
pose que la majorité des particules sont dans 1’état condensé k = 0 et on
traite les opérateurs ag et ag comme des nombres classiques, en négligeant

leur commutateur. On arrive alors a I’hamiltonien approché :

N 1 A
H’:§gnN+H” (74)

et

H" = Z [ex + gn] (a;cak + aika,k> +gn (azaik + akafk) (75)

paires
{ka 7"7}

Le terme dominant de H est I'énergie constante 1gnN : c’est l'énergie
de champ moyen calculée en supposant toutes les particules occupant le
méme état k = 0.

La diagonalisation de H” se fait avec la méme transformation cano-

nique, by, = ugar + vk.aT_ x avec les coefficients (uy, vi,) donnés par

U = cosh Ay, v = sinh A, (76)
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la variable auxiliaire \;, étant définie par

sinh(2)\) = 7%; cosh(2)\;) = 6’“7;7’6% 77)
c’est-a-dire
an 1

tanh(2X;) = = 78
anh(2X) gn+ep 1+ k2£2 (78)

ol la longueur de cicatrisation § est donnée par

1 h

(79)

&= V8man - V2mgn’

L’hamiltonien H s’écrit en fonction des by, b}, :

avec hwi = 1\/€; + 2gney, (80)

la fréquence wy, et I’énergie gn pouvant également se mettre sous la forme :

H =" hwy blbi, + Ey
k#0

1
Fiwy, = €, 2 gn = ek (e4)"‘ — 1) . (81)

L’énergie de I'état fondamental se déduit en principe du résultat général
précédent :

1 1
AFE = E = - =
(2hwk 2hWO,k> (82)
k0
ce qui conduita:
B &+ N+1§ (hw ) (83)
fond = 29” 2 < k— € —gn).

Nous avons mis un point d’interrogation sur ce dernier résultat, car nous
verrons qu’il présente en fait une divergence du type (71), qu’il s’agira d’ef-
facer avant de donner le résultat correct a cet ordre du calcul.

Du fait de la portée nulle de ce potentiel, il n'y a plus que deux do-
maines a considérer pour k au lieu de trois (cf. figure 4) :
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€ K< ng € > ng

domaine 1 i domaine 2 k
[

0 ko =1/¢

FIGURE 4. Les deux domaines de valeurs de k pour le pseudo-potentiel.

— La région des faibles k, pour lesquels ¢, < gn c’est-a-dire k¢ < 1. 11
s’agit du régime phononique

1 i 1

T lme  EURE g e

wy, = ck avec (84)

— Le régime de particules presque libres, €, > gn, c’est-a-dire k{ > 1,
pour lequel

1 1
hop = e +gn up =1+ =7 Uk N Sag

Le calcul de la déplétion quantique est inchangé par rapport au chapitre
précédent. En effet, les états k contribuant a la déplétion sont essentielle-
ment tels que k& < 1/¢ et leur contribution n’est pas affectée par la substi-
tution Vk — f/o. On trouve donc :

Z v =

k;éO

F (86)

Notons que la condition de validité de l'approche de Bogoliubov,
Vna® < 1, assure d’emblée la hiérarchie de trois échelles de longueur dans
le probleme :
n~? <« ¢ (87)

La distance moyenne entre particules d doit étre grande devant la longueur
de diffusion a, mais petite devant la longueur de cicatrisation { puisque

a K d=

g = n"13\8ran = V8r(na®)V/® <« 1. (88)
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3-4 L'énergie de 1’état fondamental

Revenons maintenant a 1’expression (83) de 1’énergie du fondamental
qui se met sous la forme

7 1 1 1/2
Etona = §gnN + B Z [(ei + Zgnek) /2 _ € —gn| . (89)
k£0

Aux grandes valeurs de k, les termes dominants de l'argument de la

somme sont :
2,2 3,3

gn gn
— 90
2€p, + 26% (90)

Le premier terme oc - 1/ k? conduit a la divergence caractéristique que
nous avons signalée en §3-2, elle-méme liée au fait qu’en passant sur la
base des ondes planes, nous avons identifié V;,, a un pur potentiel de
contact [cf. (68)]. Rappelons que ce terme traduit une inversion abusive
de I'action de V;,, et du développement en série de Fourier d’une fonction
du type 1/r. Comme expliqué précédemment, ce type de terme doit étre
simplement retiré du résultat final puisque V,,(1/r) est en fait nul :

g2$ —0. (91)

Une fois cette soustraction effectuée, nous trouvons donc 'expression pour
le déplacement d’énergie du fondamental sous I’effet du pseudo-potentiel :

1 1 1/2 g*n?
Eftona = §gnN + B ,%% [(fi +2gne) T — e —gn+ D

(92)

Aux grandes valeurs de k, le terme dominant dans l’'argument de cette

somme est maintenant 5 3

g°n 1
x —
2€} k4

ce qui conduit a une intégrale tri-dimensionnelle sur k convergente.

(93)

En fait, le deuxiéme membre de I’expression (92) est identique au terme
(49) obtenu pour un potentiel régulier et le résultat du calcul Erny, donné
en (52), est inchangé. Une fois ajouté le premier terme $gnN de (92), on
aboutit 1a encore au résultat (13) annoncé en introduction.
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La similitude entre les résultats des calculs menés avec un potentiel ré-
gulier ou avec le pseudo-potentiel ne doit malgré tout pas masquer une
subtilité importante de V;,, :

— Calcul pour V(r) régulier : L'énergie E” écrite en (40) est toujours
négative. Pour faire émerger le développement de Born de g, on a
ajouté au terme dominant $nNVy = nNg™ la correction a 'ordre 2
inNg?, contribution que l'on a simultanément soustraite a £”. Cela
a conduit a une valeur positive pour Erny (rappelons que la correc-
tion g(?) est toujours négative) :

1 ~ 1 ~
<0

1 -~ 1 1
= inNVO + inNg(Z) +E" - gnNg(Q) (94)

lgnN Erny >0

— Calcul pour V,,, : Partant de /' = JgnN+H", on estarrivé a I'énergie :

1 1
—gnN — —gnN + Erpy . (95)
2 2 ~——

>0

La prise en compte de H” pour le pseudo-potentiel augmente donc
I'énergie du fondamental au lieu de la diminuer, ce qui semble consti-
tuer une violation du théoréme variationnel. L'explication de ce pa-
radoxe tient au changement du domaine de ’hamiltonien quand on
passe de 2gnN a SgnN + H”. Comme on ne travaille plus dans le
méme espace de Hilbert, le théoreme en question ne s’applique plus
et cette élévation d’énergie peut se produire. Nous renvoyons le lec-
teur vers le cours 2020-21 (chapitre 3), ol1 ce point est discuté plus en
détail avec les références bibliographiques correspondantes.

4 Mesures de la déplétion quantique

Nous disposons maintenant du résultat de la méthode de Bogoliu-
bov, a la fois pour un potentiel régulier pour lequel le développement
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FIGURE 5. Diffusion inélastique de neutrons par de I'hélium liquide. On mesure
sur les neutrons diffusés l'impulsion hk et I'énergie hw transférées au liquide.
Figure extraite de HOHENBERG & PLATZMAN (1966).

de Born converge, et pour le pseudo-potentiel. Dans la limite basse den-
sité na® < 1, la déplétion quantique n’/n et I'énergie de LHY prennent
la méme valeur dans les deux cas, et elles sont données en (12) et en (13).
Dans ce paragraphe, nous allons discuter quelques mesures de la déplétion
quantique ainsi que des expériences qui lui sont reliées, comme 1'observa-
tion de paires d’excitations corrélées. Nous décrirons les mesures de Erny
dans le chapitre suivant.

4-1 Le cas de I’hélium liquide

Les mesures de la déplétion quantique, c’est-a-dire la fraction d’atomes
en dehors de la composante d’impulsion nulle, ont été menées avec une
précision remarquable sur I'hélium liquide. Le protocole qui s’est avéré le
plus robuste utilise la diffusion inélastique de neutrons; il donne acces au
facteur de structure dynamique S(k,w), out ik et fiw sont 'impulsion et
I'énergie déposées par un neutron dans le fluide [voir la figure 5, tirée de
la proposition initiale de HOHENBERG & PLATZMAN (1966)].

Pour accéder a la déplétion quantique, les neutrons doivent étre suffi-
samment rapides pour que le nombre d’onde k soit plus grand que 1/d,
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ot d est la distance moyenne entre atomes au sein du liquide. De cette ma-
niére, on ne sonde pas les propriétés collectives du fluide, mais les proprié-
tés des atomes individuels, en particulier leur distribution en impulsion

n(p).

On se place plus précisément dans le régime de I'approximation sou-
daine (impulse approximation), olt le temps de diffusion "neutron-atome" est
suffisamment bref pour que 1’on puisse en premiére approximation négli-
ger l'interaction de 1’atome avec ses voisins pendant ce temps. On a alors
simplement

. fin\2 ini)2
pi;iél — plarzl + FL’C, (pat) _ (pat) + hw, (96)
Qmat 2mat
dont on déduit - o
W2k ini | 1.
o = o Pl T 97)
2Mat Mag

c’est-a-dire la somme de I'énergie de recul Awyee = h?k?/2m,; et d’un terme
décrivant ’effet Doppler lié au mouvement initial de 1’atome. Le signal
obtenu en mesurant 'impulsion et 1’énergie des neutrons diffusés s’écrit
donc

p-k
Mat

I(k,w) /d3p n(p) 6 [h(w — Wree) — (98)

oli on a noté p = piii.

Apres passage en coordonnées sphériques et intégration angulaire, on
arrive a

“+o0
Iow)x J(¥) x [ pnp)dp 99)
Y]
oll la variable Y est définie par
W — Wrec
Y =—— 1
; (100)

Une difficulté expérimentale sérieuse vient du fait que le signal J(Y") ob-
tenu apres intégration sur p n(p) masque en grande partie 1'effet recherché,
a savoir la présence d’un pic tres étroit en p = 0. Nous avons reporté sur la
figure 6 un exemple tiré de SOKOL (1995) qui montre a gauche deux pré-
dictions théoriques tres différentes pour le méme systeme, ’hélium super-
fluide a basse température. L'une des courbes, obtenue avec une approche

n(p)
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FIGURE 6. Signal attendu (a droite) pour deux distributions n(p) tres différentes
(a gauche). Voir le texte pour plus de détails. Figure extraite de SOKOL (1995).

Monte Carlo quantique, montre le pic étroit en p = 0 correspondant a un
condensat; I'autre courbe qui résulte d'une approche variationnelle est ré-
guliére en p = 0. La fonction J(Y') donnée en (99), montrée sur le panneau
du milieu permet encore de différencier les deux prédictions. En revanche,
apres convolution par la résolution expérimentale et la prise en compte
des effets correctifs liés a I'interaction de ’atome diffusant avec ses voisins,
les prédictions pour les deux distributions n(p) deviennent quasi indiscer-
nables (panneau de droite de la figure 6).

On peut néanmoins analyser finement les courbes J(Y') mesurées ex-
périmentalement pour en déduire la fraction condensée. Les résultats ré-
cents de GLYDE, AZUAH et al. (2000) et GLYDE, DIALLO et al. (2011)
(voir figure 7) conduisent dans la limite 77 — 0 a une fraction condensée
no/n = 7.25(0.75)% a la pression de vapeur saturante. On est donc trés
loin de la limite d’applicabilité de la méthode de Bogoliubov, qui requiert
une fraction condensée n/n voisine de 100%, puisque n’/n est 'infiniment
petit du probleme.
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FIGURE 7. Distributions J(Y') mesurées dans le cas superfluide (I' = 0.5 K) et
dans le cas normal (T = 2.3K). La différence au centre s’explique par la pré-
sence d’une fraction condensée dans le cas superfluide. Figure extraite de GLYDE,
AZUAH et al. (2000).

4-2 Mesure sur un gaz atomique

La mesure quantitative de la déplétion quantique avec des atomes
froids "souffre" d'un probléme inverse de I'hélium liquide. Les densités
atomiques y sont faibles, inférieures a 10'® atomes/cm?. Avec une lon-
gueur de diffusion typique a de 'ordre de quelques nanometres, on arrive
ana® de 'ordre de 1077 : la fraction non condensée est alors inférieure au
%. Pour I'augmenter et pouvoir la mesurer avec une bonne précision, il
faut avoir recours soit a une augmentation locale de la densité utilisant par
exemple un réseau optique comme XU, LIU et al. (2006), soit & une aug-
mentation de a grace a une résonance de diffusion. C’est cette deuxiéme
stratégie que nous allons décrire ici.

Nous nous intéressons a la mesure faite par le groupe de Cambridge
(LoPEs, EIGEN et al. 2017a) sur un gaz d’atomes de potassium (isotope
39K) pour lequel une résonance de Fano-Feshbach (champ magnétique
~ 400 G) permet d’augmenter la longueur de diffusion a jusqu’a une cen-
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FIGURE 8. Distribution en impulsion pour l'état fondamental d'un gaz de Bose
confiné dans une boite de longueur L = 50 pum et de diametre 60 pm. Pour un
gaz sans interaction, on attend un condensat parfait avec une distribution limitée
simplement par la relation de Heisenberg (zone colorée en bleu). Pour un gaz en
interaction, des ailes supplémentaire de part et d’autre de I'impulsion k = 0 ap-
paraissent dues a la déplétion quantique (en orange). Figure extraite de LOPES,
EIGEN et al. (2017a).

taine de nanometres sans que les pertes d’atomes par collision inélastique
ne deviennent génantes. Le gaz est confiné dans un potentiel en forme de
boite cylindrique (cf. figure 8). On sonde le gaz par spectroscopie de Bragg en
I’éclairant par deux faisceaux lumineux de fréquences et vecteurs d’onde
w1, k1 et wsy, ko. Par un processus absorption — émission stimulée, on trans-
fere au gaz I'impulsion iig = hi(ks — k1) et I'énergie fuw = A(ws — w1).

Le gaz est préparé dans 1'état d’équilibre correspondant a une interac-
tion entre atomes caractérisée par la longueur de diffusion a. Juste avant
la mesure par spectroscopie de Bragg, la longueur de diffusion est soudai-
nement amenée a 0, de sorte qu’on obtient un gaz sans interaction, mais
avec la distribution en impulsion correspondant a a. Comme dans le cas
de la diffusion de neutrons par I'hélium liquide, les atomes qui sont affec-
tés par la spectroscopie de Bragg sont ceux pour lesquels les conservations
de I'impulsion et de I’énergie sont possibles, c’est-a-dire ceux d’impulsion
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initiale p; et finale p; telles que

Py _ P}
pr=p; +hq = + hw, (101)
’ 2m  2m
ou encore, en éliminant p; :
. ha?
Pi G, Wy, (102)
m 2m

En pratique, le moment transféré /iq est aligné avec ’axe du cylindre et
on choisit w = hq?/2m, de sorte que le transfert se fera pour des atomes de
vitesse initiale nulle le long de cet axe. Les atomes non transférés peuvent
avoir trois origines :

— Cesont les atomes correspondant a la déplétion quantique recherchée.

— Ce sont des atomes dont I'impulsion non nulle provient de la taille
finie de la boite selon la direction z : I'inégalité de Heisenberg impose
en effet que la distribution d’impulsion selon z de 1’état fondamental a
une particule n’est pas un 6(z), mais plutot une fonction en puissance
d’un sinus cardinal.

— Ce sont des atomes correspondant & une excitation thermique. Ces
derniers jouent un role faible, compte tenu de la température extré-
mement basse du gaz (voir l'inset de la figure 9).

Apres déconvolution des différents effets, LOPES, EIGEN et al. (2017a)
sont arrivés au résultat montré en figure 9, donnant la fraction diffractée n
en fonction de la longueur de diffusion. Ces données sont bien ajustées par

la fonction
n="mno (1 - Wna‘"’)

avec vy = 1.5 (2) en accord avec la prédiction 8/(3+/7) = 1.505. Une analyse
poussée des effets systématiques dans cette expérience permet de conclure
a une confirmation quantitative de la prédiction (56), avec une erreur sta-
tistique de 15 % et une erreur systématique de 20 %.

(103)

4-3 Paires d’atomes dans le vide de Bogoliubov

Une prédiction importante de I'approche de Bogoliubov est la corréla-
tion entre particules d’impulsions opposées. Cette corrélation trouve son
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FIGURE 9. Fraction maximale diffractée par une impulsion de Bragg de fréquence
w = hq?/2m. L'ajustement linéaire correspond a no = 0.954 (5) et v = 1.5 (2).
L’inset montre le résultat de simulations numériques, faites a T' = 0 (ligne tiretée)
et pour T entre 3.5 et 5nK, zone colorée en orange. Figure extraite de LOPES,
EIGEN et al. (2017a).

origine dans la forme méme du couplage intervenant dans H’, en ala’ ,.

Comme nous l'avons signalé dans notre analyse du systeme a deux modes,
ces corrélations apparaissent dans une mesure simultanée des nombres
d’occupation n; et ny des deux modes en question : ces deux nombres sont
en principe toujours égaux, n; — ny = 0, méme si la somme n; + ny peut
avoir une distribution large.

TENART, HERCE et al. (2021) ont récemment réussi a mesurer directe-
ment la corrélation entre ces paires (k, —k) [voir aussi CAYLA, BUTERA et
al. (2020)]. L'expérience est menée avec des atomes d’hélium placés dans
un état électronique métastable. Les atomes sont détectés apres temps de
vol grace a une galette de micro-canaux avec une efficacité de 53 %. Cette
galette est placée dans l’enceinte & vide, 45cm sous le condensat (temps
de vol de 300ms). L'impact d'un atome métastable génére une impulsion
électronique qui se propage a la surface de la galette; la mesure tres pré-
cise des instants d’arrivée de cette impulsion sur la périphérie de la galette
donne acces aux cordonnées z,y et a l'instant ¢ de I'impact de I'atome, ce
qui permet ensuite de remonter aux trois composantes de la vitesse initiale
de l’atome.
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FIGURE 10. Gauche : expérience de temps de vol menée sur un condensat de Bose—
Einstein d’atomes d’hélium métastable. Pour chaque réalisation de I'expérience, on
en déduit les vitesses v; des atomes. Droite : zone §) (colorée en vert) sélectionnée
pour I'analyse des données. Figure extraite de TENART, HERCE et al. (2021).

Pour chaque réalisation de 1’'expérience, on sélectionne les détections
en dehors du pic correspondant au condensat lui-méme (zone verte {2 de
la figure 10, droite). Il y a environ 100 atomes et 0.5 paires corrélées dans
cette zone. L'expérience est reproduite 2000 fois pour obtenir une moyenne
significative pour la fonction de corrélation

Jo(n(k)n(0k — k)) d*k
Jo(n(k)) (n(ok — k)) d3k’

9 (0k) = (104)

ol (...) signifie une moyenne sur les différentes réalisations de 1'expé-
rience. Avec cette définition, les paires (k, —k) recherchées doivent appa-
raitre comme un pic en dk = 0. Notons que pour augmenter la déplétion
quantique, TENART, HERCE et al. (2021) ont placé les atomes dans un ré-

seau optique, qui a pour effet de concentrer les atomes aux minima du
potentiel et donc d’accroitre la densité effective n intervenant dans vna?.

Un exemple de résultat est montré sur la figure 11. Le pic de corré-
lation en 6k = 0 apparait clairement. Cette figure a été obtenue a tres
basse température, pour une fraction condensée de 84%. TENART, HERCE
et al. (2021) ont étudié la dépendance de la hauteur de ce pic avec la tem-
pérature et montré qu’il devient quasiment indétectable quand on s’ap-
proche de la température critique de condensation. Ils ont également vé-
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FIGURE 11. Fonction de corrélation g3 (k) mesurée selon les trois directions de
Uespace, mettant clairement en évidence les corrélations entre paires d’impulsions
opposées. Figure extraite de TENART, HERCE et al. (2021).

rifié que sa hauteur variait comme 1/pg, ol la densité pq est définie par
pa = [o(n(k)) d®k; ’est la dépendance attendue si 1'on suppose une cor-
rélation parfaite entre n(k) et n(—k).






Chapitre IV

L’état fondamental du gaz de Bose:
LHY, spectre d’excitation et gouttelettes quantiques

Nous continuons dans ce chapitre I'étude du gaz de Bose dilué en nous
intéressant a la fois a 'énergie de son état fondamental et a son spectre
d’excitation. Grace a I'approche de Bogoliubov, nous connaissons l'expres-
sion de I'énergie Ey du fondamental pour un gaz de densité n = N/L3 :

Lo 1 5 , 128

— =—gn°|1+aVvna®+... avec a=-—— ~ 4.8, 1

s~ 29 [ + + 15/ @
oll a est la longueur de diffusion caractérisant les interactions en onde s
et g = 4nh?a/m. Le terme dominant gn?/2 représente le terme de champ
moyen et le terme suivant est la correction de LEE, HUANG et al. (1957)
décrivant (a I'ordre le plus bas) l'effet des fluctuations quantiques.

L’expression (1) résulte d"une approximation quadratique de '’hamilto-
nien vis-a-vis des opérateurs ay, et aL avec k # 0, détruisant et créant une
particule dans un état d'impulsion non nulle. Cette approximation quadra-
tique est valable quand la déplétion quantique n'/n = (N — Ny)/N don-
nant la fraction d’atomes en dehors de 1’état k = 0 est faible. L'approche de

Bogoliubov permet d’estimer cette déplétion :

oo

~
~

S|

S

3 na, @)

ce qui fait apparaitre le parametre vna?. La condition d’auto-cohérence de
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I'approche de Bogoliubov s’écrit donc

Vnad < 1. 3)

Le spectre d’excitation se déduit de 'expression de ’hamiltonien apres
les transformations canoniques de Bogoliubov, qui introduisent des nou-
veaux opérateurs bosoniques by, bL :

H=FEy+) hwg blb @)
k0
avec pour l'approche pseudo-potentiel :

1/2 B h2]€2

hwy, = [ex (ex +2gn)]"" 7, €k = @)

2m

L’action de bL sur le vide de Bogoliubov crée donc une quasi-particule
d’impulsion 7k et d’énergie hiwy,. La dépendance en k de wy, permet d’em-
blée d’identifier la valeur caractéristique kg (cf. figure 1)

h2k3
2m

:gn

= ko= % = V8mna. (6)

Pour k < ko, on trouve le régime phononique wy, ~ ck, avec la vitesse du
son ¢ = hkg/ V2m. Pour k > kg, on trouve le régime de particule libre
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FIGURE 1. Les deux régimes de valeurs de k pour le pseudo-potentiel dans le cadre
de I'approche de Bogoliubov. Une autre valeur caractéristique de k, de 'ordre de
1/a > ko, apparaitra plus loin. Par ailleurs, pour un potentiel de portée finie b,
Uéchelle k ~ 1/b peut également jouer un role important (cf. cours 3).

Twi ~ €, + gn. Rappelons l'origine du déplacement d’énergie gn dans
ce régime : il doit étre compris comme la différence gn = 2gn — gn. Le
premier terme 2gn représente ’énergie d’interaction totale (terme direct +
terme d’échange) de la particule excitée d'impulsion hk avec le conden-
sat de densité n; le second terme correspond a 1’énergie initiale gn de la
particule quand elle fait partie du condensat (terme direct).

Cette relation de dispersion, tracée en figure 2, est obtenue en suppo-
sant un fluide de faible densité [cf. (3)] et ne permet donc pas de décrire les
systémes en interaction forte comme 1’hélium liquide : en particulier, elle
ne contient pas sa fameuse structure en roton-maxon reportée sur la figure 3.
En revanche, elle est en principe bien adaptée a la description des conden-
sats de Bose-Einstein gazeux, tout du moins tant que 'on ne s’approche
pas trop pres d'une résonance de diffusion.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par décrire les mesures ex-
périmentales de 1’énergie LHY faites sur des gaz atomiques dilués. Nous
passerons ensuite aux mesures du spectre d’excitation : nous présenterons
d’abord les résultats désormais classiques de STEINHAUER, OZERI et al.
(2002) qui sont tres bien décrits par (5). Ces mesures ont été faites a la
fois dans le régime phononique et dans le régime de particule libre, mais
en gardant toujours ka < 1. Nous nous intéresserons ensuite a des expé-
riences plus récentes menées a Boulder (PAPP, PINO et al. 2008) et & Cam-
bridge (LOPES, EIGEN et al. 2017b), qui ont étendu la plage de mesure a la
zone ka ~ 1, ce qui a conduit a des déviations notables par rapport a (5).

La derniére partie de ce chapitre sera consacrée au cas d'un mélange

66

§0.

15 | x“i
§ ' s
& 10l |
& f
3
) 7.

57 o ——_——_——-—_—

0 .......... ‘T.T.r' | ‘

0 . s 3 |
k/ko

FIGURE 2. Relation de dispersion de Bogoliubov (5) en trait plein bleu avec ko =
1/¢ = /8mna et €y, = h®k3/2m. La droite rouge tiretée correspond au régime
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FIGURE 3. Spectre d’excitation pour I'hélium superfluide; la courbe pointillée
représente les données expérimentales de DONNELLY, DONNELLY et al. (1981)
et les points avec barre d’erreur les résultats du calcul Monte Carlo quantique de
MORONTI, GALLI et al. (1998). La ligne tiretée est une borne supérieure obtenue
a partir de I'approche de Feynman. Figure extraite de PITAEVSKII & STRINGARI
(2016).
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de deux gaz quantiques notés 1 et 2. Selon les valeurs des trois parametres
d’interaction g;; avec i,j = 1,2, ce mélange peut étre miscible ou immis-
cible dans le cadre de la théorie de champ moyen. En particulier, 'immis-
cibilité se produit quand la relation de dispersion du mélange homogene,
qui généralise (5), fait apparaitre des fréquences w complexes, conduisant
a des divergences exponentielles d'une petite perturbation initiale. Nous
verrons alors, suivant la proposition de PETROV (2015), comment il est
possible d’utiliser des effets LHY, donc au-dela du champ moyen, pour
stabiliser malgré tout ce mélange sous forme de gouttelettes quantiques.

1 Mesures de 1’énergie LHY

1-1 Le probleme des pertes a trois corps

La mesure quantitative de 1’énergie LHY n’est pas aisée dans le me-
sure ol elle n’est par définition (au moins pour un gaz a une seule com-
posante) qu'une petite correction par rapport a I’énergie de champ moyen.
On pourrait songer a accroitre expérimentalement sa contribution relative
en augmentant momentanément la longueur de diffusion a grace a une ré-
sonance de Feshbach, quitte a renoncer a ’approche de Bogoliubov pour
décrire précisément le systeme. On pourrait alors tirer parti du fait que
Ermy croit comme a®/? [cf. (1)] alors que l’énergie de champ moyen ne
croit que comme a.

Néanmoins, cette augmentation de a ne peut pas se faire en pratique
jusqu’a des valeurs arbitrairement grandes. On est en effet limité par les
pertes par recombinaison a trois corps, dont le taux varie comme L3 ~
ha*/m, & un facteur multiplicatif pres, au voisinage d’une résonance de
diffusion (FEDICHEV, REYNOLDS et al. 1996). Dans ce processus, deux des
atomes forment une molécule de taille ~ a et d’énergie ~ —h?/ma?, le troi-
siéme corps emportant 1’énergie libérée lors de la formation du dimere fai-
blement lié. Ce dimere peut ensuite relaxer vers un état moléculaire plus
fortement lié et il s’échappe alors du piege confinant les particules. Pour
qu’une mesure de I'énergie LHY soit fiable, il faut que I'augmentation de
a ne soit faite que pendant une durée 7 assez courte, telle que Lyn’t < 1,
assurant ainsi que la densité varie peu pendant la mesure. Mais la du-
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rée 7 doit par ailleurs étre au moins égale au temps que met le systeme
pour atteindre son équilibre pour la nouvelle valeur de a, typiquement
I/ . Comme ordre de grandeur, on peut prendre ici la valeur du potentiel
chimique donné par la théorie de champ moyen, ;4 = gn. La conjonction
de ces deux inégalités entraine :

1

T2 = na® < 1. (7)

h
<7<
I

A température nulle!, I'étude d'un gaz de Bose a l’équilibre ne peut se
faire que pour de faibles valeurs de na® (pour une revue, voir CHEVY &
SALOMON (2016)). Nous allons détailler dans ce qui suit quelques pistes
qui ont été explorées pour mettre en évidence cette énergie LHY.

1-2 Mode de respiration

Cette approche tire parti d’'un résultat théorique important établi par
PITAEVSKII & ROSCH (1997). Considérons un condensat décrit par la théo-
rie de champ moyen, confiné dans un piege harmonique isotrope a deux
dimensions dans le plan zy, (i) sous forme de disque ou (ii) sous forme
d’un cigare tres allongé d’axe z. Dans ces deux cas, le mode de respiration
dans le plan xy a toujours pour fréquence wyesp. = 2w, ol1 w est la fréquence
du piege. Ce résultat se prouve relativement simplement en étudiant I'évo-
lution de (r?)(t) a partir de 'équation de Gross-Pitaevskii a 2D :

o [ 2 L 59
N N 1
lhat 2mV ¥+ gN|Y| w+2mw ra 8)
quelle que soit la valeur du produit Ng (¢ est normalisée a l'unité). Il a été
vérifié expérimentalement pour la premiere fois par CHEVY, BRETIN et al.

(2001).

Toute déviation de wyesp. par rapport a la fréquence 2w signale donc une
contribution au-dela du champ moyen a I’énergie du gaz. C’est le principe
de l'expérience de ALTMEYER, RIEDL et al. (2007), menée sur un gaz de °Li,
l'isotope fermionique du lithium. Les auteurs se sont placés au voisinage
d’une résonance de Feshbach (834 G), du c6té a > 0 de la résonance. En

1. Nous verrons dans un prochain chapitre que cette condition peut étre assouplie a tem-
pérature plus élevée, dans le régime non dégénéré, et qu’elle devient nA? < 1.
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FIGURE 4. Evolution de \/(r?)(t) (mode de respiration) pour un gaz de °Li (fer-
mions) au voisinage d'une résonance de Feshbach. On s’est placé ici sur le coté
a > 0 de la résonance de sorte que les atomes de SLi sont présents essentiellement
sous forme de molécules bosoniques de ®Lis. La fréquence (ici 1185 Hz) est mesurée
avec une précision ~ 1073, Figure extraite de ALTMEYER, RIEDL et al. (2007).

premiere approximation, le gaz dans son état d’équilibre est alors essen-
tiellement formé de dimeres SLis, des molécules bosoniques qui forment
un condensat de Bose-Einstein. Ce gaz est confiné dans un piege hybride :
le confinement harmonique dans le plan zy est assuré par un faisceau la-
ser de longueur d’onde 1030 nm et de waist 54 um. On ajuste la fréquence
w/2m entre 290 et 590 Hz en variant la puissance de ce laser. Le confine-
ment le long de I’axe z est assuré par un pieége magnétique, de fréquence
w, /27 = 22.4Hz.

L’excitation du mode de respiration est faite en réduisant pendant un
court intervalle de temps la puissance du laser de confinement. On laisse
ensuite le gaz osciller dans le piege pendant une durée ajustable avant de
mesurer son rayon. Un exemple d’oscillation est représenté sur la figure 4.

Cette expérience est répétée pour différentes valeurs de la longueur de
diffusion a et le rapport wyesp/w est tracé en fonction de 1/a en figure 5.
Dans le régime condensat moléculaire (kra < 1), ce rapport est notable-
ment au dessus de 2, et la déviation par rapport a 2 est en bon accord avec
un calcul numérique basé sur une approche Monte Carlo quantique (figure
5, haut). Notons que les données expérimentales ont été (légeérement) cor-
rigées pour prendre en compte la non-isotropie du piege (~ 7 %) ainsi que
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FIGURE 5. Haut : Variation de f, = wyesp/w en fonction de 1/kpa avec

kr = (24m3w?w.N/ h?’)l/ % Les disques ouverts (resp. pleins) ont été obtenus
avec w/2m = 290 Hz (resp. 590 Hz). La courbe noire est la prédiction de la théo-
rie de champ moyen et elle est compatible avec une limite wyesp = 2w dans la
limite kpa < 1, correspondant a un condensat moléculaire en faible interaction.
La courbe rouge est un calcul Monte Carlo quantique, prenant en compte les cor-
rections de type LHY. Figure extraite de ALTMEYER, RIEDL ef al. (2007). Bas :
mémes données expérimentales, avec en tireté la contribution des seuls effets LHY.
La courbe continue est déduite de I'équation d’état mesurée par NASCIMBENE,
NAVON et al. (2010). Figure adaptée de la thése de S. Nascimbene.
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FIGURE 6. Principe de la mesure de I'équation d’état P () a partir de l'image d'un
gaz confiné dans un piége harmonique. En utilisant I'approximation de densité
locale, la pression P s’obtient a partir de [ n(x1,x2,23) dzy dzo (cf. chapitre 1).

son anharmonicité.

Le fait que l'on travaille ici au voisinage d’une résonance de Feshbach
complique bien siir ’attribution aux seuls effets LHY de la valeur non nulle
de wyesp — 2w. Nous avons reporté en figure 5 (bas) une analyse faite par S.
Nascimbene a partir des prédictions théoriques de STRINGARI (2004). Elle
montre que pour les valeurs de 1/kra explorées ici, qui restent relative-
ment faibles, on est encore loin de la prédiction pour un "simple" condensat
de bosons.

1-3 Détermination de 1’équation d’état

Nous avons décrit au chapitre 1 le principe de la mesure de I'équation
d’état d'un gaz confiné dans un piege harmonique a partir de son profil de
densité intégré selon deux directions de 1’espace (NASCIMBENE, NAVON
et al. 2010) [voir figure 6]. Dans le chapitre 1, nous nous étions intéressés
a la limite de basse densité dans l'espace des phases et nous avions dé-
crit comment on pouvait extraire de ces expériences certains coefficients
du développement du viriel. Le méme type d’expérience permet d’étudier
I'équation d’état a tres basse température, dans le régime fortement dégé-
néré.
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FIGURE 7. Equation d’état pour un gaz de Bose de "Li : mesure de la pression P
en fonction du potentiel chimique p. Lignes rouges continue et tiretée : prédiction
analytique incluant ou non la correction LHY. Ligne noire : résultats numériques
obtenus par une méthode Monte Carlo quantique. La région colorée en vert déli-
mite la zone d’incertitude liée a la détermination de a. Figure extraite de NAVON,
PIATECKI et al. (2011).

NAVON, PIATECKI et al. (2011) ont utilisé un gaz de ~ 60 000 atomes de
"Li (isotope bosonique du lithium) qu’ils ont préparé a une valeur "stan-
dard" pour la longueur de diffusion, a ~ 10nm. IIs ont ensuite modifié le
champ magnétique pour se rapprocher d’une résonance de Fano-Feshbach
(B = 738G) et mesurer la pression du gaz pour différentes valeurs de a,
allant de 30 a 100nm. Ces mesures sont faites a tres basse température
de sorte que la seule variable thermodynamique pertinente en point de
vue grand-canonique est le potentiel chimique 1, que 1’on peut mesurer en
unité de I'échelle d’énergie A% /ma?.

Les résultats pour la pression, mesurée en unités de P, = h*/ma’,
sont montrés en figure 7. La prédiction de la théorie de champ moyen est
P = gn?/2 et 4 = gn [avec comme toujours g = 4rha/m], et elle cor-
respond donc a la loi quadratique P = p?/2g. Cette prédiction, indiquée
par la ligne tiretée rouge, n’est clairement pas en accord avec les résultats
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expérimentaux pour les plus grandes valeurs de .

La prise en compte des fluctuations quantiques se fait en utilisant le
résultat LHY donné en (1) et les relations thermodynamiques prises ici a
entropie nulle (état fondamental) :

oF 1 3
P = -— () = —gn? (1+aVna3+...) )
0L% ) 4y 2 2
BE) ( 5
o= | == =gn|l+ -« na3+...) (10)
(o), =om (150

dont on déduit par élimination de na? :

pP= ’2‘; (1—a\/m) 11)

Cette prédiction LHY, indiquée en trait continu rouge sur la figure 7, est en
excellent accord avec les données, tout comme les résultats Monte Carlo
(ligne continue noire) obtenus en supposant une température ' < 7. /4, oit
T, est la température de condensation du gaz parfait.

1-4 Distribution en impulsion et énergie cinétique

Pour terminer cette partie consacrée a 'énergie du fondamental du gaz
de Bose, nous allons revenir sur la distribution en impulsion déduite de
I'approximation de Bogoliubov et discuter 1’énergie cinétique totale qui en
découle.

Pour cette analyse, nous quittons momentanément 1’approche pseudo-
potentiel pour revenir a un potentiel d'interaction régulier V(r) de trans-
formée de Fourier V. Dans le calcul de la déplétion quantique du chapitre
précédent, nous avons fait apparaitre la population n;, de chaque état d’im-
pulsion hk :

ek—i-nf/k 1

1
2 2 7 ’
€, T 2nVier

g = |vk)? = (12)

€ K nf/;c ~ TLVO € > nd ~ nf/o € > nd #* TLV()

domaine 1 i domaine 2 i domaine 3 ©
[ [

0 ko =1/¢ 1/b

FIGURE 8. Les trois domaines pertinents pour le nombre d’onde k.

dont nous déduisons I’énergie cinétique

21.2
Ecin = Z nk Nk (13)

2m
k

La population 7, représente la distribution en impulsion du gaz, telle
qu’on peut la mesurer dans une expérience de temps de vol, si on coupe
brusquement le potentiel d’interaction au début de I'expansion balistique.

Pour un potentiel régulier, nous avons expliqué au chapitre précédent
que l'on peut distinguer trois domaines pour k, que nous rappelons en
figure 8 :

— Le domaine phononique, k < ¢!, qui conduit a 7y, oc 1/k€. Ces états
sont donc fortement peuplés sans que cela ne conduise a une diver-
gence de la déplétion quantique ou de I’énergie cinétique du fait du
jacobien en k? dk qui apparait dans les intégrations a 3D.

— Le domaine intermédiaire (! < k < b!, dans laquelle le terme
d’énergie cinétique ¢, domine le terme d’interaction f/k, mais ol 'on
peut encore remplacer Vj, par sa valeur a l'origine V;. On obtient alors
une loi de puissance pour la distribution en impulsion :

el
42 k4

avec C = (4mna)’nN. (14)

Cette loi en k% est une caractéristique importante des gaz en interac-
tion. Nous la retrouverons lorsque nous étudierons le formalisme du
contact de Tan.

— Le domaine de tres grande impulsion, b—! < k. La décroissance de Vj,
devient alors significative et la distribution en impulsion décroit plus
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vite que dans le domaine intermédiaire :

g o = (15)

Cette zone de trés grande impulsion est absente pour le pseudo-
potentiel, puisque ce dernier revient a prendre Vj, constant égal a ¢
pour toutes valeurs de k.

La décroissance plus rapide que k~* de 7, est essentielle pour assu-
rer que l'énergie cinétique du gaz prend une valeur finie. En effet, a trois
dimensions, une distribution en impulsion variant comme C/k* jusqu’a
I'infini conduit a une divergence de l'intégrale

BPE* C R?k* C 2
/Qm k4dk_/2m k44kdk: (16)
Une telle divergence, qui conduit donc a une énergie cinétique infinie, se
produira sil’on modélise V() un potentiel de contact puisqu’on aura alors
Vi =V pour tout k. Comme l'énergie totale Er iy est quant a elle finie, cela
entraine que la divergence positive de 1’énergie cinétique doit étre com-
pensée par une divergence négative de I'énergie d’interaction. Ce dernier
point se vérifie aisément; écrivons le potentiel d’interaction intervenant
dans I’hamiltonien de Bogoliubov sous la forme

V =gn (N’+O) 17)
ot N = 3, £0 al.ay est I'opérateur nombre de particules en dehors de
k=0et

= Z axa—g + H.c. (18)

2

La divergence provient de la contribution de (O) qui s’écrit dans le vide de
Bogoliubov :

<O —= Z ukvk bka -‘r C.C. Z Uk V- (19)

k;éO k40

L'argument de la somme se comporte en effet comme k2 aux grands k, de
sorte que l'intégrale tri-dimensionnelle sur k (avec son jacobien en 47k? dk)
diverge. Nous reviendrons sur ces deux divergences de I'énergie cinétique
et de I'énergie potentielle lors de notre étude du contact.
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2 Le spectre d’excitation d’un condensat

2-1 Resommation du développement de Born

La diagonalisation de I'hamiltonien de Bogoliubov menée aux chapitres
précédents nous a conduit a 'expression de la relation de dispersion pour
les excitations élémentaires du gaz. Nous avons traité deux cas différents :
pour un potentiel régulier a I'approximation de Born, nous avons trouvé

Pot. régulier (Born) : hwy, = {ek (Ek + 2n\~/k)} i (20)

et pour le pseudo-potentiel :

drh2a

Pseudo-pot.: Twy = [ex (ep + Qng)]l/2 avec g = (21)

Intéressons-nous a la premiere de ces deux relations, concernant le cas
d’un potentiel régulier. On voit qu’elle fait intervenir la transformée de
Fourier du potentiel Vj.. Si nous nous limitons a des moments k petits de-
vant 1/b, ot b est la portée du potentiel, on peut utiliser

2.(1
-y VW%ZM (22)
b m

ott aV) est la longueur de diffusion, a I'ordre 1 du développement de Born.
Rappelons qu’il n’est 1égitime de se limiter a ce premier ordre que sila lon-
gueur de diffusion a est trés petite devant la portée b, soit ; < L. En fait,
comme nous 'avons expliqué au chapitre précédent, il est p0551ble d’al-
ler plus loin dans le développement de Born et de resommer toute sa série
(BELIAEV 1958a; BELIAEV 1958b). Cela impose d’aller au-dela de ’hamilto-
nien de Bogoliubov : pour étudier I'interaction entre un atome d’impulsion
hk et un atome du condensat d’impulsion nulle, il faut prendre en compte
le passage par un état virtuel ot les deux atomes ont pour impulsion k1, ko
aveck =k + ks :

ELN-1:0 — kiks,N—2:0 — KkN-1:0 (23)

., . P o
ce qui n’est possible que par l'action de termes comme a;, a; arag pour

la premiere fleche et aLa%aklakZ pour la seconde. Ces termes, qui ne
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contiennent qu’un opérateur ag ou ag, ont été négligés quand on a restreint
I'hamiltonien a N corps a son approximation quadratique.

Une fois cette resommation effectuée, on arrive alors a une expression
formellement identique a celle obtenue dans le cas du pseudo-potentiel en
(21). La contrainte ¢ <« b n’a plus de raison d’étre si tous les termes du
développement de Born sont pris en compte (& condition que ce dévelop-
pement converge, bien siir) et on arrive pour le potentiel régulier au méme
résultat que celui obtenu pour le pseudo-potentiel :

11

Sy hwe=len(en+209)) 7 (24)

k<

2-2  Mesure du spectre de Bogoliubov

Nous décrirons ici brievement la mesure quantitative du spectre de Bo-
goliubov faite par STEINHAUER, OZERI et al. (2002) [voir aussi cours 2016].
Cette expérience repose sur la spectroscopie de Bragg, que nous avons
déja décrite au chapitre précédent. Rappelons que cette technique expé-
rimentale consiste & étudier la réponse linéaire du fluide a une sonde qui
peut transférer un quantum d’impulsion /g et d’énergie 7w. Pour les gaz
d’atomes froids, cette sonde est généralement? formée par une paire de
faisceaux lumineux de vecteurs d’onde k; et k3 , les atomes gagnant 1'im-
pulsion g = h(k; — k2) et I'énergie fuw = h(w; — wy) dans un processus
"absorption — émission stimulée".

STEINHAUER, OZERI et al. (2002) ont travaillé avec un condensat de ru-
bidium 87, et une paire de faisceaux lumineux dont I'angle varie entre 3
et 130 degrés, ce qui correspond a ¢ entre 0.4 et 15 um~'. La longueur de
cicatrisation est £ ~ 0.25 um, de sorte que ¢¢ varie entre 0.1 (régime phono-
nique) et 4 (régime de particules libres). Un exemple typique de résultat est
montré en figure 9 pour ¢ = 2.8 um~!. Cette image prise apres un temps
de vol montre clairement la (faible) fraction des atomes excités par le pulse
lumineux, a la droite du condensat.

Si I'on suppose que le signal observé correspond a la création d’une
seule excitation élémentaire pour chaque processus de Bragg élémentaire
(nous reviendrons sur cette hypothése plus loin), la courbe de résonance

2. voir malgré tout GUARRERA, WURTZ et al. (2011) pour un autre type de sonde.
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FIGURE 9. Gauche : Image d’un nuage atomique aprés un pulse de Bragg. Le

nuage diffracté se déplace dans le sens des = > 0 . Droite : courbe de résonance.

Les deux types de symboles correspondent i des nuages diffractés se déplagant dans

le sens x > 0 ou x < 0. Figure extraite de STEINHAUER, OZERI et al. (2002).

de ces processus donne directement acces a la relation de dispersion re-
cherchée w,. Les résultats sont regroupés en figure 10. L’accord avec la
prédiction de Bogoliubov (24) est remarquable, aussi bien dans le régime
phononique que dans celui des particules libres.

On peut s’interroger sur l'effet des termes LHY, donc au-dela du champ
moyen, sur ce spectre d’excitation.

— Dans le cas phononique, ces effets vont modifier la vitesse du son dans
le condensat. Partons de la relation générale

1 [OP
= (5, a

ot la dérivée est prise a entropie constante, c’est-a-dire pour 1’état fon-
damental dans le cas qui nous intéresse ici. La pression P a été donnée
en (9) et on en déduit :

c:\/f[1+j%m+...]. (26)

Ce résultat coincide avec celui trouvé par Beliaev par la méthode des
fonctions de Green [voir aussi MOHLING & SIRLIN (1960)].

— Dans le régime de particules libres k£ > 1 (mais ka < 1), MOHLING &
SIRLIN (1960) écrivent la relation de dispersion d'une excitation sous
la forme

lek<at: (k) ~ €, + 2gn — p, (27)
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o(k)/2n (kHz)

FIGURE 10. Spectre d’excitation mesuré par spectroscopie de Bragg. La courbe
continue montre la prédiction (24) pour le spectre de Bogoliubov. Figure extraite
de STEINHAUER, OZERI et al. (2002).

ol i est le potentiel chimique du condensat donné en (10). L'interpré-
tation physique de (27) est en ligne avec celle proposée plus haut dans
ce régime : cette relation représente la différence entre I'énergie de la
particule dans son état final, €, + 2gn, non modifiée par les termes
au-dela du champ moyen a cet ordre du calcul?®, et 'énergie a four-
nir pour extraire une particule du condensat, c’est-a-dire le potentiel
chimique p.

Pour chacun de ces deux régimes, phononique et particule libre, il
semble difficile de détecter les effets au-dela du champ moyen dans un
gaz de Bose en interaction faible, compte tenu de la précision des mesures.
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FIGURE 11. Haut : spectroscopie de Bragg d'un condensat de °Rb, ot I'on repré-
sente la fréquence de résonance wyes /2 mesurée apres soustraction de la fréquence
"a une particule” e, /h. Les symboles ouverts correspondent aux mesures directes
et les symboles fermés sont les données corrigées, une fois la contribution de la
partie thermique du nuage prise en compte. Les lignes correspondent a différentes
modélisations théoriques. Bas : largeur de la résonance de Bragg donnant acces, au
moins qualitativement, a la durée de vie des excitations. Figure extraite de PAPP,
PINO et al. (2008).

2-3 Expériences de Boulder et Cambridge: ¢ 2> 1/a

En utilisant respectivement du rubidium 85 et du potassium 39, PAPP,
PINO et al. (2008) et LOPES, EIGEN et al. (2017b) ont étendu la mesure de
la réponse d'un condensat par spectroscopie de Bragg a des valeurs beau-
coup plus grandes de ga, en profitant de 1'existence d’une résonance de
Feshbach pour ces espéces atomiques.

Les résultats de PAPP, PINO et al. (2008) sont montrés en figure 11. La fi-

3. Cela peut se comprendre qualitativement en notant que c’est le domaine k& < 1/£ qui
contribue essentiellement & I'intégrale donnant 'énergie LHY.
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FIGURE 12. Gauche : image d'un nuage d’atomes de 3°K apres spectroscopie de
Bragg. Le nuage en bas de la figure correspond au condensat initial. Le nuage plus
petit en haut de la figure correspond aux atomes diffractés, ayant gagné l'impul-
sion fig. Droite : exemple d'une courbe de résonance permettant de déterminer
wres(q). La ligne tiretée donne la position de la résonance "nue” : hw = €. Figure
extraite de LOPES, EIGEN et al. (2017b).

gure du haut montre 'écart /v, — ¢, en fonction de la longueur de diffusion
a. Dans le régime ¢§ > 1, le spectre de Bogoliubov (24) prédit fiw,—e, ~ gn,
c’est-a-dire une variation linéaire de cet écart avec a, ce qui ne correspond
pas aux observations.

Ce type d’expérience a été repris sur une plus grande plage de valeurs
de ga par LOPES, EIGEN et al. (2017b). Dans cette expérience, trois valeurs
de g ont été utilisées, correspondant a trois orientations relatives possibles
des vecteurs k; et k2. Un exemple de résonance est montré en figure 12. Les
résultats pour différentes valeurs de a et de ¢ sont regroupés * en figure 13.
La quantité tracée est

a=qa et 4 (28)

et les résultats expérimentaux sont remarquablement bien ajustés par la
loi :

a=qa (1 — %qa) , (29)

qui conduit a une annulation de o en ga = 4/7 ~ 1.3. En ce point, la

4. Pour cette série de données, la valeur maximale du petit parametre v na? est de I’ordre
de 0.05.
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FIGURE 13. Positions des résonances wyes(q) en fonction de qa pour trois valeurs
de q différentes, avec o définie en (28). La courbe en trait plein représente la prédic-
tion (29) basée sur la formule de Feynman (cf. § 2-5). La droite tiretée représente la
prédiction pour une excitation élémentaire de Bogoliubov o = qa. Figure extraite
de LOPES, EIGEN et al. (2017b).

fréquence de résonance pour le processus de Bragg est égale a la fréquence
a un atome, ¢, /h.

Nous allons expliquer la raison d’étre de ce choix de la loi quadratique
(29) en §2-5, mais remarquons tout de suite qu’elle n’est pas compatible
avec le spectre d’excitation a une particule de Bogoliubov (24), qui prédit
Twg = €4 + gn, et donc la loi linéaire v = ga tracée en ligne droite tiretée
sur la figure 13.

2-4 Retour vers ’approche de Beliaev

Une premieére piste pour expliquer les résultats expérimentaux de Boul-
der et Cambridge est fournie par 'approche de Beliaev, qui a récemment
été généralisée a une valeur arbitraire de na® par HOFMANN & ZWERGER
(2017) en utilisant la technique OPE (Operator Product Expansion). Nous al-
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lons donner ici quelques éléments pour explorer cette piste, pour conclure
qu’elle ne peut a elle seule expliquer les résultats expérimentaux.

Dans son article déja cité plus haut, BELIAEV (1958b) explique comment
prendre en compte a tous les ordres en V' l'interaction entre 1'excitation
élémentaire d’impulsion 7k et un atome du condensat d’impulsion nulle.
Cette resommation du développement de Born fait apparaitre notamment
I'amplitude de diffusion f(k,) entre les deux partenaires, avec I'impulsion
relative k, = k/2. En supposant que a est grand devant la portée effective,
on a [cf. cours 2021] :

—a

f(ky) ~ 1+ika (30)

A basse énergie, k < 1/a et on trouve f(k,) ~ —a, ce qui conduit au
spectre de Bogoliubov donné en (24). En revanche, quand k, devient com-
parable & 1/a, les corrections liées au dénominateur de (30) deviennent
significatives. Beliaev montre que le spectre d’excitation est relié a la partie
réelle de f(k,) qui est modifiée comme :

—a

Re [f(O)] =—a — = m

Re[f (k)] &1

Plus précisément, le bilan d’énergie déja mentionné dans le régime > k¢ >
1 devient :

2gn
Fwp = (e +2gn) —gn  —  hwp = |ex + ——2" | —gn| (32
r=(er+2gn) —g k (k 1+(ka/2)2> gn| (32)

Cette prédiction constitue une déviation significative par rapport a la
relation de dispersion de Bogoliubov (24). En particulier, on voit que la dif-
férence huwy, — €, peut désormais s’annuler et changer de signe. Toutefois, le
point d’annulation ne correspond pas a ce qui a été mesuré a Cambridge :
selon (32), il devrait se produire pour ka = 2, alors qu’on le trouve expé-
rimentalement autour de ka = 1.3. Le méme type de désaccord se produit
quand on cherche a ajuster les données de 1’expérience de Boulder avec la
loi (32) (HOFMANN & ZWERGER 2017).

5. Nous ne donnerons pas ici 'expression générale trouvée par BELIAEV (1958b) [cf. eq.
(4.7) de cet article]. RONEN (2009) a étudié en détail comment adapter ce résultat général
au cas d'un potentiel d’interaction van der Waals entre atomes [voir aussi HOFMANN &
ZWERGER (2017)].
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Durée de vie des excitations. L’analyse de Beliaev permet également de
calculer la durée de vie 7 d’une excitation élémentaire a partir de la partie
imaginaire de I’amplitude de diffusion (30). Cette durée de vie correspond
a un processus dans lequel une excitation se désintégre en deux excitations
de plus basse énergie. Dans le régime de particules libres, cela peut corres-
pondre simplement au processus de collision élastique entre la particule
d’impulsion fk et un atome du condensat

avec |k1|, |kz2| < |k|. Le résultat de ces collisions en onde s est clairement
visible sur la figure 12 et il conduit a la durée de vie (MOHLING & SIRLIN
1960; HOFMANN & ZWERGER 2017) :

2k _gn (34)
m

1/ <k <S1/acx -

77t ~ n(8ma
On note que pour avoir une mesure de la résonance avec une précision au
moins égale a gn (nécessaire pour discriminer entre 7uvy, et €), le temps de
mesure doit étre au moins égal a /i/gn, ce qui est comparable a la durée de
vie 7 d"une excitation quand ka ~ 1. Une description précise du processus
de mesure de Bragg dans le régime de haute énergie devrait donc prendre
en compte cette durée de vie finie.

2-5 Laformule de Feynman
FEYNMAN (1954) a développé une approche puissante pour étudier le
spectre d’excitation qui nous intéresse ici. Cette approche fournit le centre

de gravité de la raie d’absorption :

fj;o w(q,w) dw

w = 35
@ (g du )
en le mettant sous la forme
hio(q) = o2 (36)
S(q)
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avec comme toujours ¢, = h%q?/2m et le facteur de structure statique S(q)
donné par :

S(g)=1+n / [ga(r) — 1] 197 ¥ 37)

La fonction de corrélation spatiale g2(r) donne la densité de probabilité
pour trouver deux particules séparées de la distance r au sein du fluide.
Elle se calcule a partir de :

42(r) = —(F1(0) W1 () () $(0)). (38)

Cette fonction caractérise les fluctuations de densité du fluide, en parti-
culier un éventuel groupement ou dégroupement de particules, et elle est
normalisée de sorte qu’elle tend vers 1 quand r — oo.

La démonstration de la formule de Feynman pour le probleme qui nous
intéresse est détaillée dans I'appendice de ce chapitre. Nous en indiquons
ici les ingrédients principaux. Nous considérons un fluide quantique a N
particules que 'on soumet & une perturbation dépendant du temps de ma-
niere monochromatique :

V(t)=VH e @t L He, (39)

oti 'opérateur V() transfere I'impulsion /ig a une des particules du fluide :

N
V) = hg Zeiq'i’j. (40)
j=1

Alordre le plus bas de la théorie des perturbations, on peut utiliser la régle
d’or de Fermi pour évaluer la probabilité par unité de temps I'(q,w) pour
que le fluide absorbe un quantum d’impulsion /g et d’énergie fiw. Le calcul
du numérateur de (35) donne alors le résultat exact

hq?

_ 2a7H
N(q) = 2nw* N~ (41)

qui ne fait donc pas intervenir la force des interactions présentes dans le
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systéme ®. Le dénominateur s’écrit quant a lui :
D(q) = 27x>N S(q) (42)

d’ot1 'expression (36) pour w(q).

La détermination du facteur de structure S(g) nécessite la connaissance
de la fonction g2(r), qui a été calculée par LEE, HUANG et al. (1957) dans
le cadre de I'approche de Bogoliubov. Ce calcul est lui aussi détaillé en
appendice et nous nous contenterons ici de donner le comportement de
g2(r) au voisinage de r = a, puisque c’est la valeur de S(g) pour ¢ ~ 1/a
qui nous intéresse in fine. LEE, HUANG et al. (1957) trouvent au voisinage
deO:

an 2
r< € gz(r):(l—;> + O(a)f). (43)

Quand on développe le carré pour former la quantité g(r) — 1, on trouve
les termes dominants —2a/r et a? /r? dont les transformées de Fourier sont
respectivement proportionnelles & —1/¢? et a 1/¢. On arrive alors au fac-
teur de structure (cf. appendice) :

1 22na? 1 s

I ne reste plus qu’a injecter ce résultat dans la formule de Feynman (36)
pour en déduire le centre de gravité de la raie :

_ 1 T
g¢ > 1: ho(q) =~ €4 [1 + perss (1 — 4qa)} . (45)

Ce résultat est celui tracé en trait continu sur la figure 13 donnant les résul-
tat de l'expérience de LOPES, EIGEN et al. (2017b) :

MY ~ Cq _ qa (1 — %qa) . (46)

et il semble en excellent accord avec les données expérimentales.

6. Ce résultat est connu sous le nom de régle de somme f (en anglais f-sum rule) ou en-
core relation de Thomas—Reiche—Kuhn. Cette terminologie provient de la physique atomique et
elle concerne la somme algébrique des forces d’oscillateurs (notées f) des transitions électro-
niques — absorption ou émission de photon — dans un atome.
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2-6 Probléme résolu?

A premiére vue, 'accord entre les données expérimentales et la pré-
diction (45) issue de la formule de Feynman semble résoudre le probleme
de l'interprétation des données expérimentales de Boulder et Cambridge.
Mais nous allons voir que la situation n’est pas si claire.

Une premiere question qui se pose est d’accorder cette prédiction avec
le spectre (32) prédit par l'approche de Beliaev. Dans la mesure ot le
spectre (32) porte sur la relation de dispersion d"une excitation élémentaire
alors que le résultat de Feynman concerne le centre de gravité de la raie,
I’écart entre les deux prédictions est possible mais il mérite d’étre explicité.
Pour cela, le plus simple est de revenir a I'opérateur V() qui décrit I'exci-
tation du systéme lors de la diffraction de Bragg. Cet opérateur est donné
en (40) et il s’écrit en seconde quantification :

V) = e al, (47)
k

Quand on réécrit les opérateurs ay, a), en fonction des opérateurs ag = a/) ~
. t . A A

v/ Ny et des opérateurs by, by, pour k # 0, on voit apparaitre au méme ordre

en Ak :

— Un terme dominant, proportionnel a v/ IV, correspondant a la création
d’une seule excitation d'impulsion g avec I’énergie fi,.

— Un second terme correspondant a la création d"une paire d’excitations
(k1, k2), d’'impulsion totale k1 + k2 = q.
Cette structure en simple et double excitation est décrite en détail par
GRIFFIN (1993). Pour le probleme qui nous intéresse ici, nous en déduisons
la forme de I'(q, w) :

I'(q,w) =TW(q,w) + TP (q,w), (48)

ott '™ est un pic étroit, centré sur la fréquence w, d’une excitation élé-
mentaire et I'?) correspond a un piédestal beaucoup plus large. Une repré-
sentation (schématique!) de ce spectre est donnée en figure 14, la formule
de Feynman correspondant au centre de gravité de la somme de ces deux
composantes.

Il reste maintenant a comprendre pourquoi les expériences de Boulder
et Cambridge seraient sensibles plutdt au centre de gravité de cette raie a

77

['(qg, w)
Ir'Ygq, w)

(g, w)

t @

FIGURE 14. Allure générique du spectre a deux composantes attendu dans une
analyse du processus de diffraction de Bragg abordé par la régle d’or de Fermi.

double structure, plutdt qu’au pic central. A notre connaissance, cette ques-
tion est ouverte”. Le probleme de l'interprétation des résultats expérimen-
taux est rendu encore plus complexe par le fait que cette séparation entre
processus a simple et double excitation n’est pas forcément pertinente au
plan pratique : nous avons vu en effet que sur la durée de 1'expérience,
une excitation élémentaire avait une probabilité tout a fait significative de
se désintégrer en deux excitations de plus faible énergie...

3 Mélanges et gouttelettes quantiques

3-1 Position du probleme

Dans les expériences que nous venons de décrire, 1’énergie LHY était
une petite correction a I'énergie dominante de champ moyen et elle n’in-
tervenait que trés peu dans la forme d’équilibre du gaz dans son état fon-
damental. Cela est da bien stir au critere de validité na® < 1 du calcul
LHY. Comme nous I’avons expliqué plus haut [cf. (7)], ce critére est incon-
tournable quand on prend en compte la nécessité d’atteindre 1'équilibre en

7. Je remercie Johannes Hoffmann, Raphael Lopes et Willi Zwerger pour des nombreux
échanges sur ce sujet.
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un temps suffisamment court pour que les pertes a trois corps soient négli-
geables. En dépit de cette contrainte, nous souhaitons aborder ici la ques-
tion suivante : existe-il des situations o1 I'énergie LHY, malgré la petitesse
de na?, joue un role déterminant dans I’équilibre et dans la dynamique du
gaz?

Puisque la contribution LHY ne peut pas étre amenée a une valeur
"standard" de l'énergie de champ moyen gn, 'autre option pour que les
deux termes soient comparables est d’abaisser ’énergie de champ moyen.
C’est I'idée mise en avant par PETROV (2015), et basée sur un mélange
de deux fluides. Le principe est de partir d"une situation ot I'énergie de
champ moyen pour chacun des fluides pris séparément est positive (ré-
pulsion intra-espéce), alors que I'énergie de champ moyen décrivant l'in-
teraction entre les deux fluides est négative (attraction intra-espece). On
peut alors aboutir a un régime ot la somme des énergies de champ moyen
est quasi-nulle : 'énergie LHY devient déterminante pour calculer la forme
d’équilibre du fluide. Nous allons voir que cet équilibre correspond a un
état "liquide”, avec une densité indépendante du nombre de particules. On
parle donc de gouttelettes quantiques.

Une autre méthode pour abaisser 1’énergie de champ moyen au ni-
veau de l’énergie LHY est apparue quasi-simultanément a la proposition
de PETROV (2015). Elle revient & ajouter un terme supplémentaire aux éner-
gies de champ moyen et LHY décrivant les interactions en onde s, ce terme
provenant de l'interaction dipodle-dipole magnétique. Cette approche a
été poursuivie expérimentalement par les groupes de Stuttgart (FERRIER-
BARBUT, KADAU et al. 2016; SCHMITT, WENZEL et al. 2016) et d'Innsbruck
(CHOMAZ, BAIER et al. 2016). Ces études ont ensuite débouché sur 1’obser-
vation d’états supersolides dans ces deux groupes (BOTTCHER, SCHMIDT
et al. 2019, CHOMAZ, PETTER et al. 2019) ainsi qu’a Florence (TANZI,
LUCIONI et al. 2019). Nous renvoyons les lecteurs intéressés vers les ar-
ticles de revue récents de FERRIER-BARBUT (2019) et BOTTCHER, SCHMIDT
et al. (2021).

3-2 Stabilité d'un mélange binaire (chp. moyen)

Nous allons nous intéresser dans ce qui suit a la proposition de PETROV
(2015), qui est basée sur un mélange binaire de deux fluides quantiques.
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Pour commencer, nous allons discuter la stabilité d’un tel mélange au ni-
veau de l'énergie de champ moyen. Nous notons 1 et 2 les deux compo-
santes du mélange, qui peuvent correspondre a deux espéces atomiques
différentes de masse m; et msy, ou bien a la méme espece atomique
mais avec deux états internes différents. Nous notons g11 et ga2 les pa-
rametres d’interaction de champ moyen intra-especes et gi2 le couplage
inter-espéce. Nous prendrons pour simplifier m; = m.

Nous supposerons que les couplages g1 et g22 sont positifs, c’est-a-dire
que chaque composante prise séparément est stable. En revanche, nous ne
faisons aucune hypothese a ce stade sur gi2. Nous verrons plus loin que la
situation favorable correspond au cas ou1 g1 est négatif et approximative-
ment égal & —(g11g22)"/2.

Nous allons nous intéresser a
teres :

la stabilité du mélange selon deux cri-

— Il ne doit pas y avoir de démixtion, c’est-a-dire que l'énergie du mé-
lange doit étre plus basse que I'énergie du systéme avec des phases
séparées.

— Le systéme doit étre stable, c’est-a-dire qu’il ne doit pas s’effondrer sur
lui-méme.

Commencons par évaluer 1’énergie de la phase avec démixtion, ot11’es-
peéce i occupe un volume V;, avec V; + Vo, = V out V est le volume total

accessible. On a
E Al + g
demix — J11 2V 922~ 2V

ol nous avons négligé I'énergie (non extensive) résultant de la tension de

surface entre les deux phases. La minimisation de cette énergie Vis a-vis de
V1 (a volume total V constant) conduit a I'équilibre des pressions $g11n} =
1 g2on3 et on arrive a I'énergie minimale de cette phase séparée :

(49)

2

Ni N
911ﬁ + 922* + \/911922 (50)

Edemix

Considérons maintenant la phase mélangée, ou1 chaque espéce occupe
tout le volume V accessible. Son énergie de champ moyen est donc

N? N3

n N1N2
oy 925y

v (51)

Enix = 9117 + 912
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collapse mélange homogene | démixtion

| | g12

—+/911922 +41/911922

FIGURE 15. Les trois scénarios possibles selon la valeur de g1.

La comparaison avec I'énergie de la phase séparée (50) donne immédiate-
ment le critere :

Miscibilité si :

g12 < /911922 ‘ (52)

Intéressons-nous maintenant a la stabilité de cette phase mélangée. Il
faut que pour tout couple Ny, Ny, I'énergie (51) soit positive. Si ce n’était
pas le cas, on pourrait abaisser 1'énergie (c’est-a-dire la faire tendre vers
—00) en prenant un volume V' — 0, ce qui correspond & un effondrement
du systeme sur lui-méme. En réécrivant 'énergie F,;x sous la forme

1 1
Enix = o (V911 N1 — /922 N2)2 + v (V911922 + g12) N1 Na, (53)

on constate que I'énergie sera toujours positive si et seulement si

‘ Stabilité si :

— V911922 < 912‘ (54)

Pour continuer l'analyse, placons-nous pour simplifier sur la ligne
"minimisante” qui annule le premier terme de (53), c’est-a-dire avec des
nombres d’atomes N; et Ny choisis tels que :

9 VY
\/ﬁNlis/gzzNz < ]\ﬁz]\fﬂ7 = 711
Vo + /922 Vi1 + /922
(55)
L'énergie de champ moyen s’écrit alors (PETROV 2015) :
1. N?
Emix = -0g— 56
2097, (56)
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avec
09 =2 (V911922 + 912) % (57)
(\/911 + \/922)

Si on choisit gy, trés proche de —,/g11g22 (i.e. juste au bord de la frontiere
du collapse de la figure 15), le parametre dg est petit. L'énergie (56) a donc
la structure d’une énergie de champ moyen pour un gaz a une composante,
mais avec une valeur du coefficient de couplage dg trés réduite par rapport
aux systemes 1 et 2 de départ. C’est précisément 1’effet recherché pour que
I'énergie LHY puisse jouer un role déterminant.

On peut prolonger cette étude en calculant le spectre d’excitation du
mélange homogene. Supposons que g11 = g2z = g et Ny = N, pour simpli-
fier I’écriture du résultat. TIMMERMANS (1998) obtient dans ce cas les deux
branches d’excitation :

wi(k) = w?(k) £ |g;202k2 (58)

ol ¢ désigne la vitesse du son dans chacun des condensats pris séparément.
Ces deux branches correspondent a 'excitation d’ondes de densité totale
(oscillation de n; + n2) et d’ondes de "spin" (oscillation de n; — ng). Dans
la limite des faibles k, on trouve donc deux branches linéaires

1/2
wy (k) = ck (1 + |g;2|) , (59)

qui sont toutes deux réelles si et seulement le critere de stabilité (54) est sa-
tisfait. Quand ce n’est pas le cas, 'examen de (58) permet de déterminer le

nombre d’onde k qui conduit a la plus grande partie imaginaire de w4 (k),
et donc a 'instabilité maximale.

3-3 L’énergie LHY pour un mélange
L'énergie LHY pour un mélange a été calculée par LARSEN (1963) et

MINARDI, ANCILOTTO et al. (2019). Dans le cas homonucléaire m; = mso,
cette énergie s’écrit :

8V m3/? 5/2 giz  gaana
By = Som2 91 ) 60
LAY = 9552 3 (g1171) f<g11g22 giimi (60)
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ot la fonction sans dimension f(x,y) définie par

} i 61)

Fw) = 5o O [1Hy = VT - 97+ Ay
+

est en pratique d’ordre unité. Au voisinage du point d’instabilité g;» =
—y/911922, on a x ~ 1 de sorte que cette énergie s’écrit :

8 m3? (g1 N1 + 922]\72)5/2
1572 h3 V3/2

912 & —+/g11922 : Erny = (62)
Pour un mélange dans la proportion No/N1 = +/g11/g22 définie en (55),

cette énergie se simplifie pour donner

8 m3/2 (gN)*?
1572 p3  V3/2

Erpy =

avec g = /911922 (63)

c’est-a-dire I'énergie LHY d’"un gaz a une composante de constante de cou-
plage g [cf. (1)]. L'énergie LHY n’est donc pas réduite significativement au
voisinage du point d’instabilité g;» = —,/g11922, contrairement a 1’énergie
de champ moyen (56).

3-4 Stabilisation de gouttelettes

Pour former un édifice stabilisé par l'énergie LHY, PETROV (2015) a sug-
géré d’ajuster la valeur du couplage inter-espéces g;2 au voisinage de la
zone de collapse de la figure 15, en se placant dans la région instable. Si
elle était seule, I'énergie de champ moyen (56) conduirait alors a un effon-
drement du gaz sur lui-méme, puisque dg est négatif. Deux termes peuvent
a priori venir s’opposer a cet effondrement. Pour les estimer, notons V' = ¢*
le volume effectif occupé par le fluide a 1’équilibre. Ces deux termes sont

— le terme d’énergie cinétique

CNEE R
T ome2 T 2mV2/3

Ecin (64)

qui est une contribution a une particule correspondant a I'énergie né-
cessaire pour confiner une particule dans un domaine de taille ¢;
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— le terme LHY calculé ci-dessus en (63).

Ces deux contributions positives augmentent quand le nuage se contracte
et peuvent donc effectivement contrebalancer le terme de champ moyen.

Pour simplifier la discussion, nous allons passer en revue l’action sépa-
rée de chacun de ces deux termes face au terme de champ moyen. Si on ne
prend en compte que 'énergie cinétique et le terme de champ moyen, le
volume d’équilibre du fluide V' doit minimiser

N2 N?
R |ogIN® (65)

Baniar(V) = 50057 ~ “av

Cette fonction de V est tracée sur la figure 16 et le point stationnaire qui
apparait est clairement instable pour notre probléeme a trois dimensions ®.

L’équilibre recherché ne peut donc pas se produire en pratique.
Si on ne prend en compte que le terme LHY et le terme de champ

moyen, le volume d’équilibre doit minimiser

m?? (gN)°*  |og|N?
h3 V3/2 2V

Erny+mr(V) =7 avec = (66)

8
1572
Cette fonction est tracée sur la figure 17 et elle conduit & un minimum
stable : I'énergie LHY peut donc effectivement empécher I'effondrement
du gaz sur lui-méme que le champ moyen tend a provoquer. Plus préci-
sément, on trouve que ce minimum correspond a une densité n = N/V
donnée a un coefficient numérique pres par :

5gl\” Arh%a
nad ~ (;') avec g = Wm e (67)

On arrive donc au résultat important suivant : le volume d’équilibre est
tel que la densité au sein de la gouttelette n = N/V est indépendante
du nombre d’atomes. Cela correspond a la définition d’un liquide, c’est-
a-dire un état a la fois fluide et presque incompressible [ce dernier point
est confirmé par I'étude des modes de vibration de la gouttelette (PETROV

8. La situation serait différente a 1D ot le terme de champ moyen varierait comme
—|8g|N2/2¢. On retrouverait alors la situation bien connue qui conduit a la formation de
solitons. La transition entre ces solitons et les gouttelettes que nous étudions ici est discutée
par CHEINEY, CABRERA et al. (2018).
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E(V)

-1/v

FIGURE 16. Compétition entre le terme de champ moyen (56) et le terme d’énergie
cinétique (64) pour un nuage 3D. L'équilibre signalé par la fleche est instable.

EWV) |

1/v37?

FIGURE 17. Compétition entre le terme de champ moyen (56) et le terme LHY
(63). L'équilibre signalé par la fleche est stable.
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droplet 38 $ - ¢ $ *

FIGURE 18. Evolution d'un gaz de *°K dans I'espace libre pour un mélange des
deux états hyperfins |F = 1,m = 0) et |FF = 1,m = —1). Rangée du haut :
expansion (régime gazeux) obtenue pour |0g| treés petit, I'énergie cinétique jouant
alors un role significatif; rangée du bas : régime de gouttelette obtenu pour |dg|
plus grand et résultant essentiellement de la compétition entre énergie de champ
moyen et énergie LHY. Les images sont prises a t = 0,2,...,10ms. Le nombre
d’atomes initial dans la gouttelette est de I'ordre de 200000 et Ia taille rm.s. de
Uordre de 2pum. Le rapport N1 /Ny, de l'ordre de 0.7, est en bon accord avec la
prédiction théorique. Figure tirée de SEMEGHINI, FERIOLI et al. (2018).

2015)]. On note par ailleurs que cette densité vérifie bien le critere de vali-
dité de 'approximation de Bogoliubov na® < 1, si on prend soin de garder
|dg| petit devant la valeur typique g du coefficient de couplage.

En pratique, il convient bien stir de prendre en compte simultanément
les termes d’énergie cinétique et LHY pour étudier quantitativement la
compétition avec 1’énergie négative de champ moyen. Toutefois, pour les
grands nombres d’atomes, 1’énergie cinétique joue un role faible et la pré-
diction (67) peut étre utilisée en bonne approximation.

Nous ne décrirons pas ici 'observation expérimentale de ces goutte-
lettes puisque ce sujet sera détaillé dans le séminaire et 'atelier du 15 avril
prochain. Signalons simplement que ces gouttelettes ont été observées en
absence totale de confinement par SEMEGHINI, FERIOLI et al. (2018) a Flo-
rence et GUO, JIA et al. (2021) a Beijing, les expériences du groupe de Ta-
ruell a Barcelone étant réalisées dans un confinement & une ou deux di-
mensions (CABRERA, TANZI et al. 2018; CHEINEY, CABRERA et al. 2018).
Un exemple de résultat du groupe de Florence est montré en figure 18.
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Appendice

Démonstration de la relation de Feynman

~ Nous partons de la perturbation dépendant du temps V() =
V) e~iwt 1 H.c. qui vient sonder la densité du fluide a un vecteur d’onde
particulier q :

v = h/@/fz(r)eiq‘T d3r (68)

ot I'opérateur 7(r) est associé a la densité spatiale au point r : 7(r) =
Z;V:l 0 (r — ;). L'opérateur V(+) s’écrit donc :

V) = hr Y el (69)
J

La probabilité par unité de temps pour exciter le systéme en supposant
qu’il est initialement dans son état fondamental |1)) est donnée par la regle
d’or de Fermi :

Dlgw) = 20 S| sV Okl 68— By —ho)  (70)
f

et on définit la fréquence moyenne & comme

o [fZwT(qw)de  N(g)
w(g) = = Tgwd D@ (71)

ol en fait seules les fréquences positives contribuent a I" puisque le systeme
est initialement dans son état fondamental.

Calcul du numérateur N'(q). L'intégrale sur w s’écrit :

2T
s
2T

= 2 2wl Ol (gl [H, VD) o) 72)
f

N(g) = (ol VO gpg) (b |V o) (B — Eo)

f
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ou encore
2 N PN
Ni@) = 5ol VO [H,79] go)
2 PN N
=~ ol [A,VO] V) ) (73)

Du fait de l'isotropie du systeme, le résultat pour N(g) est égal a celui pour
N(—q). Puisque la substitution ¢ — —q correspond a I'échange de V) et
de V=), on en déduit que N (q) est égal a

Nia) = 35 (ol [V, [, 7] | o). 74)

L’hamiltonien du gaz s’écrit :
: o1
H:zj:ﬁJﬁ;v(mj). (75)
i#]

Par conséquent, seul le terme d’énergie cinétique possede un commutateur
non nul avec les opérateurs V(+). Nous trouvons :

oY hrs £ iq-7; Rk L igPy ig#; ¢
[H,V(“} =5 > [ ] =~ j q- (p; 77+ pj) (76)
et
4.2
IGAAGIE PR N2 77)
m

de sorte qu’on obtient finalement (41).

Le lien avec la relation de Thomas—Reiche-Kuhn en physique atomique
se fait en notant que pour un atome "a un électron” d’opérateur position &
et de masse m, on trouve pour un état propre |m) de l'énergie :

2 _ I
2m

Y (B = En) [(n|2|m)]

n

(78)

La démonstration est trés similaire & ce qui précéde, les opérateurs V(+)
étant remplacés par 7.
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Calcul du dénominateur D(g). L'intégrale sur w donne :

Dla) = 23 S WolVheg) (17 o)
f
= §<¢0|V(_) V) )

N+ (ole' 7= |) (79)
i#£]

= 271K?

ce qui conduit a (42).

La fonction de corrélation spatiale g,(r)

Le calcul de la fonction g2 (r) pour 1’état fondamental du gaz de Bose a
été mené de maniere détaillée dans l'article original de LEE, HUANG et al.
(1957). Nous reproduisons ici simplement les grandes lignes de ce calcul,
un peu fastidieux mais sans difficulté notable. Différents aspects du com-
portement de la fonction g2 () ont été analysés dans les articles plus récents
de NARASCHEWSKI & GLAUBER (1999) et HOLZMANN & CASTIN (1999).

Cette fonction de corrélation g s’écrit comme le carré de la norme d'un
vecteur :

92(r) = 5 |¥(r) B (0)103)]. (50)

ol |0p) désigne I'état fondamental du gaz, c’est-a-dire le vide d’excitations
de Bogoliubov. Remplacons les opérateurs champ ¥(0) et ¥(r) par leur
expression en terme des opérateurs de création et de destruction des exci-
tations élémentaires :

\i,(r) _ Zelkr

k:;éO

= \F \/7 Z elk T (ukbk — 'Ukbik) . (81)

k0

On constate alors que le vecteur intervenant dans (80) peut contenir 0, 1 ou
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2 excitations de Bogoliubov :

U(r)0(0)[05) = 7%21%%6711@-7: 105)

k+£0
Vo Z —ik-r
- Y= Vg (1 +e ) [1k)
VL k#£0
1 . -
+ I3 Z Vi Vg (e_lk‘r +e 'k ~r) |1k1k’> (82)
paires k,k’

On en déduit la fonction de corrélation ?

/

) =[1+FE)P+1+G0) —1— 2% [F(r) + G(r)] (83)

ou encore
ga(r) = 1+ 272 [F(r) + G(r)] + F*(r) + G*() (84)

ol1 nous avons adopté les mémes notations que LEE, HUANG et al. (1957) :

N Z ’02 ik- 1‘ _ _% Z URVE eik-r. (85)

k0 k0

Comportements asymptotiques. LEE, HUANG et al. (1957) donnent les
développements a courte et longue distance de ces fonctions. Au voisinage
de 0, ils trouvent :

e FO=Y Gns-teved @
ce qui conduit a
2
r<e: @) =(1-2) +0(/). (87)

9. Notons que l'équation correspondante de l’article de LEE, HUANG et al. (1957) contient
un terme 4n’ /n au lieu de 2n’ /n en facteur du dernier terme de (83). Cette erreur a été signa-
lée par GARCIA-COLIN (1960).
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A grande distance, LEE, HUANG et al. (1957) trouvent :

1
r> & F(r) ~=G(r) ~ TInE 12 (88)
ce qui conduit a
r> & g(r)=1+0 (T_4) . (89)

Le facteur de structure S(q)

Une fois connue la fonction go, on calcule la transformée de Fourier de
g2(r) — 1 pour déterminer S(g) qui intervient directement dans la formule
de Feynman. Pour mener a bien ce calcul, on part de I’expression (84) que
I'on met sous la forme

g2(r) =14 g2.4(7) + g2.6(7) (90)
avec

g2.4(r) = 270 [F(r) + G(r) g20(r) = F*(r) + G*(r), D)

et on pose
S(q) =1+ Salq) + Su(q) (92)
avec
Sam(q) = n/ggﬁa/b(r) e iam @3y, (93)
Contribution de g2 ,(r). Le calcul de la transformée de g2 () est simple :

dans la mesure ou F' et G sont elles-mémes définies en (85) comme les
transformées de Fourier de v,% et —uy vy, on trouve sans calcul :

Sa(q) = —Q%Uq(uq — Ug). (94)

A l'approximation ng ~ n (déplétion quantique négligée quand vna® <
1), nous pouvons remarquer que cette contribution a elle seule conduit au
résultat pour le spectre de Bogoliubov donné en (24)

€q ~ €q

1+ Sa(q) ~

1 — 2v4(ug — vq) = fwg. (95)
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En particulier, dans la limite g§ > 1, nous avons vu au chapitre précédent
que ug ~ 1etv, ~ 1/2¢%¢* < u,, de sorte que cette expression se simplifie
pour donner

Un) 1 N 1

1 : T T A La Y T T A,
©> n q2&> q?&>

Salq) = (96)

Contribution de g, ;(r). Le calcul complet de la transformée de Fourier
de g2, (r) est plus compliqué et nous allons nous contenter ici de son terme
dominant pour ¢§ > 1 et Vna3 < 1. On peut alors montrer que le seul
terme a prendre en compte provient de la transformée de Fourier de G*(r),
que l'on peut évaluer en utilisant I’expression de G aux petits r donnée en
(86) :

a? 2712na?

Si(q) = n/GQ(T) e T A% & ”/ 2 e T @3 = — (97)

Bilan dans le régime ¢£ > 1.
résultat (44).

En combinant (92), (96) et (97), on arrive au



Chapitre V

Le contact a deux corps

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés au lien
entre la physique a deux corps, décrite par la longueur de diffusion a, et
les propriétés d'un systéme a N corps, abordées par la méthode de Bo-
goliubov. Ce lien a été possible pour un gaz en interaction faible, le petit
paramétre du probléme étant v/na3. Cela imposait que la distance entre
particules d = n~'/? restait toujours grande devant a.

Le but de ce chapitre est d’explorer le lien "2 corps — N corps" sans faire
d’hypothese sur le rapport a/d. Plus précisément, nous ne mettrons pas de
contrainte sur la valeur de la longueur de diffusion a, qui peut étre ajus-
tée expérimentalement presqu’a volonté pour les espéces atomiques pré-
sentant une résonance de Fano-Feshbach. Elle peut étre mise a4 une valeur
positive ou négative, depuis |a| < b (ol b est la portée du potentiel, elle-
méme de l'ordre de quelques nanometres) jusqu’a des valeurs supérieures
au micrometre, ce qui devient grand devant la distance entre particules :
a 2 d. En revanche, nous supposerons toujours que le systeme est dilué,
c’est-a-dire que la portée du potentiel b vérifie b < d. Nous nous limiterons
également (a une exception preés au prochain chapitre) aux cas ot seules les
interactions en onde s jouent un role significatif.

Aux trois échelles de longueur «, b et d que nous venons de mention-
ner, s’ajoute la longueur d’onde thermique A = (27h?/mkgT) Yz (cf. figure
1). Dans le premier chapitre de ce cours, nous avons expliqué comment le
développement du viriel permettait d’aborder le cas faiblement dégénéré
A < d. Nous allons donc nous concentrer dans ce qui suit sur le cas forte-
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lal:

régime non dégénéré nA> < 1 (viriel) régime dégénéré ni> > 1

| |
I
0 b

d=n"13

régime d’interaction faible n | a|” < 1 régime d'interaction forte 11| a | > 1

FIGURE 1. Les quatre échelles de longueur du probléme : portée du potentiel b et
longueur de diffusion a pour le probléme a deux corps, distance moyenne entre
particules d et longueur d’onde thermique A pour le probleme a N corps. On sup-
posera toujours le systeme dilué : b < d. Dans ce chapitre, on va s’intéresser
principalement au régime dégénéré, X > d, et au cas d'une grande longueur de
diffusion a > b.

ment dégénéré \ > d.

Pour le cas des gaz tri-dimensionnels qui va nous intéresser ici, le lien "2
corps — IV corps” a été en grande partie initié par Shina Tan dans une série
de trois articles. Les deux premiers ont été déposés sur arXiv en 2005, mais
ces trois articles n’ont été publiés (ensemble) qu’en 2008 (TAN 2008a; TAN
2008b; TAN 2008c). Dans ce travail, Tan a établi un nombre important de
relations universelles vérifiées par un gaz de Fermi a deux composantes,
avec des interactions décrites dans la limite de portée nulle.
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Ces relations que nous allons étudier relient des quantités microsco-
piques, comme la distribution en impulsion du gaz ou sa fonction de cor-
rélation spatiale a deux corps, a des grandeurs macroscopiques, comme
I'énergie de son état fondamental et plus généralement son énergie libre ou
sa pression. Elle font intervenir une quantité C' appelée "contact”, une dé-
nomination justifiée par le fait qu’elle constitue une mesure de la probabi-
lité d’avoir deux particules proches 'une de l'autre. L'intérét des relations
faisant intervenir le contact est qu’elles ne requiérent pas de connaissance
précise de 'état du systeme, que 'on ne serait d’ailleurs pas en mesure de
fournir dans le cas des interactions fortes a 2 d.

L’approche de Tan a été approfondie et généralisée sur le plan théorique
par de nombreux auteurs, et des relations universelles additionnelles ont
été établies. Il n’est pas possible de les citer toutes ici. Mentionnons sim-
plement les articles qui, en plus de ceux de Tan, ont servi de base a l'écri-
ture de ce chapitre et du suivant : BAYM, PETHICK et al. 2007; PUNK &
ZWERGER 2007; BRAATEN & PLATTER 2008; WERNER, TARRUELL et al.
2009; ZHANG & LEGGETT 2009; COMBESCOT, ALZETTO et al. 2009; YU,
BRUUN et al. 2009; BRAATEN, KANG et al. 2010; BRAATEN 2011; WERNER
& CASTIN 2012a; WERNER & CASTIN 2012b.

1 Champ d’application du concept de contact

1-1 Contribution des états liés

Avant d’aborder la présentation du contact, il est important de bien pré-
ciser le cadre dans lequel nous allons travailler. Un premier point porte sur
les états liés a deux (ou plus) particules. Pour les espéces atomiques utili-
sées au laboratoire, le potentiel d'interaction a deux corps V (r) représenté
sur la figure 2 a une profondeur de I'ordre de plusieurs centaines de kelvins
et il comporte généralement de nombreux états liés. En dehors d"une réso-
nance de Fano-Feshbach, 1’énergie du dernier état lié est de I'ordre d'une
dizaine de fois 1’énergie de van der Waals E\qw (voir cours 2021), c’est-
a-dire de 0.1 2 1 mK suivant les especes. Cette énergie est grande devant
les énergies caractéristiques des gaz, qui sont dans la gamme 10 nK-1 K.
Cette différence considérable est encore augmentée pour les états plus for-
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V(r)

FIGURE 2. Potentiel d'interaction a deux corps V (r). Ce puits de potentiel, dont
la profondeur est typiquement de plusieurs centaine de kelvins, contient de nom-
breux états ro-vibrationnels liés.

I Eje

1/a

5
~ — h%/ma?

FIGURE 3. Energie de I'état lié qui apparait du coté a > 0 d’une résonance de
Fano-Feshbach.

tement liés du potentiel V'(r). Il s’ensuit que la formation de dimeres dans
ces états constitue une "perte seche" d’atomes pour le gaz. Une fois ces di-
meres formés, ils s’échappent généralement du piege confinant I’assemblée
d’atomes et ils n’entrent pas dans la réalisation de 1’équilibre thermodyna-
mique. Nous allons donc les ignorer dans la suite.

Il en va autrement pour l’état treés faiblement lié qui apparait au voisi-
nage d’une résonance de Fano-Feshbach, plus précisément du co6té a > 0
de la résonance (figure 3). La résonance correspond a |a| = +oo (i.e. 1/a =
0) et I'énergie de 1’état li¢, en valeur absolue tres faible, est ~ —h?/ma?.
Cette énergie de liaison est comparable aux autres échelles d’énergie du
gaz et cet état lié doit donc étre pris en compte pour 1'étude de la dyna-
mique et de la thermodynamique du systeme a N corps.
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Au voisinage de cette résonance, on peut également s’interroger sur la
possibilité de former des états plus complexes, a trois corps par exemple.
Pour des fermions de spin 1/2 avec my =~ my, le principe de Pauli inter-
dit la formation d’un édifice a trois corps. En revanche, pour des bosons
ou pour des fermions de spin 1/2 avec une grande différence entre my et
my, ces états faiblement liés & trois corps existent — c’est I'effet Efimov — et
doivent également étre pris en compte [pour une revue sur ce probleme a
trois corps, voir NAIDON & ENDO (2017)].

1-2 Conditions d’application : fermions vs. bosons

Nous allons voir que 1’élément central de ’approche de Tan, le contact,
est la quantité conjuguée, au sens thermodynamique du terme, de la lon-
gueur de diffusion a. Le contact permet de caractériser du point de vue
thermodynamique toute la physique a courte portée du systéme, pourvu
que les interactions entre particules n’introduisent pas d’autre échelle
d’énergie que h*/ma® dans le domaine d’énergie pertinent pour ces gaz
quantiques. En particulier, le probléme a trois corps et 'effet Efimov ne
doivent pas invalider cette hypotheése.

Comme nous l'avons indiqué au paragraphe précédent (§1-1), l'effet
Efimov est absent pour un gaz de fermions de spin 1/2 avec mqy ~ my. Le
premier champ d’application des résultats de ce chapitre est donc un gaz
de N fermions de spin! 1/2. Dans ce cas, nous n’aurons besoin d’aucune
restriction sur le signe ou la valeur de la longueur de diffusion a caractéri-
sant les interactions 1.

Pour un gaz de bosons (ou pour un gaz de fermions avec un rapport
m4/my treés différent de 1), nous avons expliqué que I’hypothése énoncée
ci-dessus n’est pas toujours correcte. Au voisinage d"une résonance de dif-
fusion, la physique a trois corps peut introduire de nouvelles échelles de
longueur et d’énergie, ce qui complique alors le probleme puisque a n’est
plus la seule grandeur caractérisant les interactions. Pour éviter ce pro-
bleme, nous supposerons dans ce chapitre que le gaz de Bose est préparé
dans une configuration telle que :

1. Il peut bien str s’agir d'un pseudo-spin, ces deux états étant alors choisis parmi 'en-
semble des sous-niveaux Zeeman des atomes.
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FIGURE 4. Etat fondamental d’un gaz de Fermi équilibré et sans interaction, avec
le remplissage de tous les états a une particule jusqu’au niveau de Fermi.

— la longueur de diffusion a est positive, pour assurer la stabilité en
champ moyen;

— la densité est suffisamment faible pour que na® < 1, c’est-a-dire
a < d, de sorte qu’il existe une plage de temps durant laquelle le gaz
peut atteindre son état d’équilibre lié aux interactions a deux corps,
sans que les états a trois corps ne soient appréciablement peuplés (voir
chapitre 4, §1.1).

Notons que ces hypotheses restent compatibles avec 'utilisation d"une ré-
sonance de Fano-Feshbach, b <« a pourvu que l'on ait simultanément
a < d.

1-3 Rappel sur le gaz de Fermi

Puisque le gaz de Fermi va jouer un role essentiel dans ce chapitre,
nous allons rappeler ici quelques définitions et propriétés concernant ce
systeme. Nous supposerons que le gaz est "équilibré”, c’est-a-dire qu’il y a
le méme nombre d’atomes dans chaque état de spin :

NTZNiE (1)

En absence d’interaction, 1'état fondamental du gaz s’obtient en rem-
plissant avec deux particules (une 1, une |) chaque état d'impulsion depuis
I'impulsion nulle jusqu’au niveau de Fermi, d'impulsion hkp (figure 4). La
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1/a

| a | petite : régime ala
Bardeen-Cooper-Schrieffer

S

Régime d’interaction forte

FIGURE 5. Les différents régimes pour I'état fondamental d'un gaz de Fermi avec
des interactions 1|, en onde s, caractérisées par la longueur de diffusion a.

valeur du niveau de Fermi se déduit de

‘k‘<kp

N= Y2 2)
k

en utilisant le passage habituel d'une somme discrete sur k a une intégrale :

L3 L3k
(27T) |k|<kp 3
ce qui donne
N
kp = (37r2n)1/3 avec n= . (4)
L’énergie de I'état fondamental en absence d’interaction vaut :
|k|<kr 272 21.2
hPk® 3 h*k
E= 2 ——=<-NE Ep = —F. 5
k;) om 5T e AT, ©)

Prenons maintenant en compte les interactions. A basse température,
seules les interactions en onde s sont significatives et le principe de Pauli
interdit ce canal pour les collisions 11 et ||. En revanche, les interactions
entre les deux composantes 1| sont possibles et elles rendent ce systeme
extrémement riche. Pour toute valeur de a, positive ou négative, on prédit
et on observe une transition de 1’état normal a haute température vers un
état superfluide a basse température [voir par exemple ZWERGER (2012)].
En particulier, quand on croise une résonance de Fano—Feshbach, on ob-
serve pour 1’état fondamental les régimes suivants (figure 5) :

a positive et petite : dimeéres bosoniques
fortement liés (E ~ — 7% /ma?)
qui forment un condensat
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— Pour a positive et petite devant d, cet état superfluide peut étre ap-
proché par la théorie de la condensation de Bose-Einstein, avec des
paires de fermions qui se forment dans 'espace réel pour constituer
des dimeres bosoniques.

— Pour a négative et petite en valeur absolue, I’état superfluide peut étre
décrit par la théorie BCS (Bardeen-Cooper—Schrieffer).

— Au voisinage de la résonance, on trouve le régime d’interaction forte
nla® > 1.

Il n’est pas question de passer en revue dans ce chapitre toute la phy-
sique du gaz de Fermi en interaction. Nous nous contenterons d’indiquer
au fur et a mesure les éléments indispensables pour I'étude du lien entre
interactions binaires et propriétés macroscopiques du fluide.

1-4 Résonances de Feshbach larges ou étroites?

L’approche de Tan permet de fournir des prédictions quantitatives sur
des systémes en interaction forte, avec une longueur de diffusion a grande
devant la portée du potentiel b. En physique des gaz atomiques, la portée b
est donnée par la longueur de van der Waals R, qw et une grande longueur
de diffusion a > Ryqw est généralement obtenue via une résonance de
Fano-Feshbach. Nous avons étudié ces résonances dans le cours de 1’an
dernier et montré que I'on pouvait les classer en deux catégories :

— Les résonances larges, pour lesquelles I'amplitude de diffusion s’écrit
en bonne approximation

—a
1+ ika

f(k) =~ (6)
pour tous les k tels que k¥ < b~!. La longueur de diffusion est dans
ce cas le seul parametre pertinent pour caractériser les interactions bi-
naires et tout ce qui suit dans ce chapitre s’applique sans probleme.

— Les résonances étroites, pour lesquelles il faut prendre en compte un
terme quadratique au dénominateur de cette fraction :

—a

fk) 1+ika + k2R.a’

7)



CHAPITRE V. LE CONTACT A DEUX CORPS

§2. Contact et corrélations a deux corps

la longueur R, étant grande devant la portée "naturelle” b ~ Ryqw
(PETROV 2004). Pour ces résonances étroites, correspondant a un
terme de portée effective r. = —2R, anormalement grand, I'approche
qui suit n’est pas applicable telle quelle? puisque la longueur de dif-
fusion ne suffit pas a elle seule a la caractérisation des interactions
binaires dans le domaine k£ < b~ 1.

2 Contact et corrélations a deux corps

2-1 Rappel: états de diffusion proches de £ =0

Nous allons rappeler ici quelques propriétés utiles des états station-
naires de diffusion a basse énergie. Pour plus de détails, nous renvoyons le
lecteur vers le cours 2021. Nous nous intéressons aux collisions en onde s
(donc isotropes) et I’analyse du processus se fait en considérant I'équation
radiale vérifiée par la fonction d’onde réduite uy(r) = r¢;(r) d’énergie
E = h%k?/2m,, ot m, = m/2 est la masse réduite :

h2
2m,

ug + V(r) ur(r) = Eug(r). ®)

En dehors de la portée du potentiel, cette solution s’écrit en fonction du
déphasage do (k) :

r>b: ug(r) oc sin[kr + 0o (k)] )

La longueur de diffusion est définie par a = —limy_,¢ do(k) de sorte que
(9) devient

r=>bk—0: ug(r) oca —r. (10)

Ce comportement commun a toutes les fonctions radiales réduites uy(r)
pour k petit est illustré sur la figure 6 dans le cas d'un puits carré. On
s’est placé au voisinage d'une résonance avec a = 10b. La fonction d’onde
normée vy (r) a donc le comportement suivant :

1 a a 1 1
r)=—— (= — 1) = o= 11
1/’0( ) \/ﬁ (7‘ \/ﬁ (T a) ) ( )
2. WERNER & CASTIN (2012b) détaillent comment généraliser I'approche de Tan pour
prendre en compte le terme de portée effective.

r>b:
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et le comportement des 14 (r) est voisin pour k suffisamment petit. Nous
allons voir dans ce qui suit que c’est le comportement en 1/ de 1)y qui joue
un role déterminant.

2-2  Un argument qualitatif

Pour commencer, considérons la fonction d’onde de 1’état fondamental
d'un gaz de N particules.

— Pour des bosons sans spin, nous écrirons cette fonction d’onde sous la
forme ®(rq,73,...,7N), avec la normalisation

/|<1>(r1,T2,r3, )P By =1 (12)

Les particules ayant été numérotées arbitrairement 1,2,..., cette fonc-
tion d’onde donne I'amplitude de probabilité pour trouver la particule
1 au point r1, la particule 2 au point 7;,... et elle est symétrique par
échange de deux particules.

— Pour le cas des fermions, nous considérons un gaz avec N/2 parti-
cules dans l'état de spin 1 et N/2 particules dans 'état de spin .
Nous pouvons écrire la fonction d’'onde a N corps en attribuant les
indices impairs 71,73, ... aux N/2 fermions de spin 1 et les indices
pairs 72,74, ... aux N/2 fermions de spin | avec la méme normali-
sation qu’en (12). Cette fonction d’onde est antisymétrique par toute
permutation de deux indices impairs, et également antisymétrique par
toute permutation de deux indices pairs.

Fixons les positions 73,74, ..., N et intéressons-nous a la forme de &
quand r; et r; se rapprochent I'un de I’autre. Plus précisément, posons

TQ:ng, (13)

et considérons la limite des petits r (typiquement de 1’ordre de b), en sup-
posant que les N — 2 particules restantes sont a une distance > b de R
(figure 7). Il est alors naturel de supposer le résultat suivant :

,’I“N)%wo(r) (i(R,T‘g,...,’l"N) (14)

ot ¢ (r) I'état de diffusion pour la particule relative de la paire (1,2) a éner-
gie nulle (c¢f. figure 6, bas). Dans le cas d’une interaction forte, a ~ d, on

T
T1:R+§,

(I)(’l"l,’r‘g, ce
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FIGURE 6. Fonctions radiales réduites uy(r) et fonction radiale 1o (r) pour une
diffusion par un puits carré avec a = 10b.
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FIGURE 7. Systeme a N fermions. On s’intéresse au comportement de la fonction
d’onde ® quand les particules 1 et 2 de spin opposés s’approchent I'une de I'autre,
les autres particules étant éloignées de ry et de 5.

s’attend a ce que cette forme reste valable tant que r < q,d, c’est-a-dire
tant que les particules 1 et 2 ne rentrent pas dans les "zones d’influence"
des autres particules, et interagissent seulement 1'une avec l'autre.

Remarque. Si on décrit l'interaction entre particules par le pseudo-
potentiel, 'argument qualitatif que nous venons de donner devient la dé-
finition du domaine des fonctions d’onde éligibles pour décrire le systeme
(WERNER & CASTIN 2012b). Cette fonction d’onde doit étre telle que pour
toute paire de particules, par exemple (1,2),ona:

1 1\ ~
r—0: @(rl,rg,...,rN):(m—a)tb(R,rg,...,rN)+(9(r12) (15)

ot1 ® est une fonction réguliére des coordonnées des N — 2 autres particules
et de R. On a supposé ici que R est différent de r3,...,ry.

2-3 Fonction de corrélation spatiale a deux corps

L’argument présenté ci-dessus était restreint au cas ot les positions
T3,...,T N he se rapprochaient pas des positions r; et 73 considérées pour
écrire (14). Pour rendre cette hypothése plus quantitative, nous allons la
reformuler en terme de fonction de corrélation a deux corps.
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Présentons la démarche sur le cas de fermions . On introduit la fonction

"y

de corrélation "a quatre points" (ZHANG & LEGGETT 2009)

G s (1 i s me) = (W)L () () 4 () (16)
qui se calcule & partir de la fonction d’onde @ :
N2

Goy (1o, Ty Ta, ) = 1

/d3r3...d37“N (vl vy, r3,...,TN)
X D(ry,rp,7r3,...,TN). 17)

Cette fonction de corrélation est normalisée comme :
3 3 N?
//gz,u(raﬂ'b;?‘aﬂ'b) d’rq d°ry = T (18)

Plus précisément, fixons r, = r;, = 0 et intéressons-nous a 'objet "a
deux points" :

Gopy (1, 0:7,0) = (WL (r') U] (0) T, (0)T4(r)) (19)

N

Nous allons chercher a caractériser le comportement de cette fonction
quand r et r’ se rapprochent tous deux de 0. Pour cela, on note que
Ga,14(r',0;7,0) peut étre considéré comme 1'élément de matrice d"un opé-
rateur hermitien O en représentation position, (r'|O|r). Cet opérateur peut
étre diagonalisé pour s’écrire (YU, BRUUN et al. 2009) :

Gogy (1, 0:7,0) = > 5 &5 (1) ¢5(r). (20)
j

L’hypotheése a la base de la théorie du contact se formule alors de la
maniére suivante : on suppose que pour r < d, les fonctions ¢;(r) signifi-
cativement peuplées sont toutes trés proches de la fonction d’onde & deux
particules () introduite en § 2-1. On définit donc la quantité C telle que

C
Gapy(r',0;7,0) ~ 726121/)3(7“/) Yo(r) (21)

/ .
rr Ld: (am)

En utilisant (11), cette relation s’écrit en dehors de la portée b du potentiel

c 11
G, 0,0~ s~ = (@)

b<rr <d,a: ()2
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La quantité C est appelée contact a deux corps. C’est une quantité exten-
sive dont la dimension est l'inverse d'une longueur. Le point central de
I'approche développée ici est qu’a courte distance, la physique a N corps
intervient uniquement par l'intermédiaire de cette constante multiplica-
tive. Notons que nous avons défini ici le contact pour 1’état fondamental
du systeme. Nous verrons en §3 comment généraliser cette définition au
cas T' # 0, une fois le lien établi avec la thermodynamique du gaz.

On procede d"une maniére similaire pour les bosons en posant

Go(re, rhirars) = (W) UT(rp) V()P (ra) ) (23)

N(N —1) /d3r3...d37“N *(r! vy, r3,...,TN)

X D(ry,rp,7r3,...,TN).
Cette fonction est normée de la facon suivante
/ Go(Ta, 370, 1p) drg dry = N(N —1). (24)

L’hypothese a la base de la théorie du contact s’écrit alors pour des bo-
sons :

Golr 0:7,0) ~ — () () (25)

/
d:
rr <L (m)2a2

ouencoresia > b:

L

b < ! d: —
S La, (477)2L3 7

g2 (rlv 07 T, 0) ~ (26)

= | =

Remarque. La condition de validité a courte distance comparant r, ' et
la portée b devrait en toute rigueur s’écrire b < r,7’. Nous prenons ici
la condition moins contraignante b < r, 7’ en nous appuyant sur les ré-
sultats numériques de YIN & BLUME (2015) qui seront décrits en §4-3.
Ces auteurs considerent un potentiel d’interaction a deux corps gaussien,
V(r) = Vpexp(—2r?/b?), et montrent pour un gaz de N = 10 particules
que la loi (26) est atteint en bonne approximation dés que r et v’ dépassent
b (voir figure 12).
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2-4 Distribution de paires

Une fois posées les formes (22,26) de la fonction G,, on peut déterminer
le comportement a courte distance de la fonction de distribution de paires,
définie ici pour des fermions :

Ga gy (r) = /gzm(ra e, +1r,rg) dBry (27)
et on trouve en utilisant l'invariance par translation du systeme :
bsr<d G241y (7) ¢ (28)
r ,a )~ .
~ 2,M (4’/T)2T’2

Un résultat identique apparait pour des bosons, sans 1'indice 1| bien sfir.

L’augmentation rapide de G1(r) a courte distance peut étre comprise
comme une tendance au groupement des particules, pourvu qu’elles soient
de spins opposés dans le cas des fermions. Pour approfondir ce point,
plagons-nous dans la limite b — 0 (pseudo-potentiel) et considérons une
particule de spin 1 en un point donné, par exemple l'origine des coordon-
nées; regardons la probabilité § P de trouver une particule de spin | dans
une boule de rayon infinitésimal r centrée en 0. Si les particules étaient non
corrélées, cette probabilité varierait comme § P o 73 quand r — 0. Compte
tenu de la variation de G5, nous trouvons ici § P o r; cette probabilité tend
toujours vers 0 quand » — 0, mais seulement linéairement avec r au lieu
de la loi en 73 attendue pour des particules indépendantes.

Lien avec I'approche de Bogoliubov. Au chapitre précédent, nous avons
calculé la fonction g; = G3/nN et trouvé a courte distance le résultat sui-
vant :

an 2
r<é: gao(r) = (1 - ;) (29)
soitpourr < a < d:
2
r<a: Ga(r) =~ nZ;/;a . (30)

Cette variation est bien conforme a (28) et on en déduit la valeur du contact
pour un gaz de Bose en interaction faibleeta” = 0:

C = (4ma)’*nN (31)

Bogoliubov :
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Notons que la condition de validité r < £ de (29) est moins contraignante
que la condition r < d du cas général (25). En effet, ¢ = (87na)~/? =
d (d/8ma)'/? est grand devant d dans le régime d’interaction faible.

2-5 Distribution en impulsion

Comme annoncé en introduction, le contact C intervient dans de nom-
breuses quantités physiques caractérisant le fluide. Nous nous intéressons
ici a la distribution en impulsion ® n(k).

Considérons par exemple des bosons et écrivons pour commencer I’am-
plitude de probabilité pour trouver la particule 1 avec I'impulsion k, les
particules 2,..., N étant fixées aux points ry,...,ry. Cette amplitude
s’écrit :

Al(k; To,... 7TN) = /d3T1 e—ik~r1 CI)(’I"l,’I"z, AN ,’I"N). (32)

La distribution de probabilité n; (k) pour I'impulsion de la particule 1 s’ob-
tient en prenant le module carré de cette expression, puis en intégrant sur
toutes les positions 73, ..., 7y, ce qui donne :
k) = ik (r1=71) * (!
m(k)= [ e (rh, 72, 7N)
x®(ry,ry, ..., ry) d3ry A3 APry .. dPry, (33)
ce qui fait apparaitre de maniére naturelle la fonction de corrélation a
quatre points G, considérée plus haut.

Nous nous intéressons ici au comportement de cette fonction aux
grands k, provenant donc de la contribution des petites différences |r; —
r1]. Cette contribution devient importante quand le couple (r1, 7)) se rap-
proche d’une des autres positions 7, r3, ..., ry. Considérons par exemple
le comportement résonant entre (r1,7,72), le résultat devant ensuite
étre multiplié par N — 1 pour prendre en compte les autres possibilités

3. Pour éviter de voir intervenir la constante / dans tout ce qui suit, nous travaillons plutot
avec le vecteur d’onde k que la véritable impulsion hk.
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(r1,74,7;5), 7 =3...N.On voit apparaitre en utilisant (26) :

r1,74, ro proches : /d3r3 By @ (e T, T, TN

1 C 1 1

X ¢ = .
(7"177'2,7’3, arN) N(N—l) (47T)2L3 7"/12 12

(34)

La contribution du terme - ﬁlz, a la transformée de Fourier donnant n, (k)
12

s’écrit :
ik-(r]—7r1) . ik-(r)—7r2) nik-(r2—71) .
e d37’1 a3 d3r2 = ¢ ' € d37’1 a3 d3r2
/ 1 / 1
12 T12 12 T12
3 [ 4m 2
ol on a utilisé
ik-r
e 47

Nous trouvons donc le comportement dominant pour les grandes impul-
sions pour la particule 1 :

1C

(37)

et il ne reste plus qu’a multiplier le résultat par N pour obtenir la distribu-
tion en impulsion totale du gaz :

Bosons : n(k) = % +... (38)

cette distribution étant par construction normalisée de la maniere suivante

(cf. (33)):
Bosons : @;3/MM&%—N. (39)

On trouve donc que la distribution en impulsion se comporte comme k=4
aux grands £ (la ot le terme "..." devient négligeable) et le contact donne

directement le poids de cette composante.
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FIGURE 8. Allure typique de la distribution en impulsion n(k) d'un gaz de Fermi
a deux composantes ou d'un gaz de Bose (en négligeant les effets a trois corps)
dans la limite d'une longueur de diffusion a ~ d grande devant la portée b du
potentiel inter-atomique. La loi n(k) ~ C/k* est valable dans la région centrale
colorée en vert.

Pour un gaz de fermions de spin 1/2 équilibré, le contact a été défini de
sorte que cette relation reste valable pour chaque composante :

Fermions : =1

avec la normalisation

Fermions : ﬁ/m(k) A3k = @/m(k) d3k = g (41)

Rappelons que nous avions prouvé I’existence de cette aile dans le cadre
de la théorie de Bogoliubov pour le pseudo-potentiel, dans le cas na® < 1.
L’intérét (considérable!) de la présente approche est de généraliser ce ré-
sultat au cas des grandes longueurs de diffusion, voire méme au cas uni-
taire 1/a = 0. Son domaine de validité dans le cas des interactions fortes
a ~ d se déduit directement de celui trouvé pour la distribution de paires
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au paragraphe précédent :

1
<kZ5 (42)

SEE
SHE

)

Cette loi générale en k~*, valable au régime unitaire et de part et d’autre
de ce régime, a été prédite pour la premiere fois par HAUSSMANN (1994).

Remarque. Il estintéressant de noter qu’une loi en 1/k* apparait pour un
gaz a une dimension décrit par le modeéle de Tonks (MINGUZZI, VIGNOLO
et al. 2002) ou de Lieb-Lininger, avec un préfacteur relié a la dérivée de
I'énergie de 1’état fondamental du gaz de maniere similaire a ce que nous
verrons en §3 (OLSHANII & DUNJKO 2003). Cette loi en 1/k* est égale-
ment valable & deux dimensions, aussi bien pour des fermions (WERNER
& CASTIN 2012b; SHI, CHIESA et al. 2015) que pour des bosons (WERNER
& CASTIN 2012a). Notons que pour des bosons a 2D, le probleme d’Efimov
ne se pose pas (BRODSKY, KAGAN et al. 2006) et les difficultés liées a I'in-
troduction d'un parametre supplémentaire pour décrire les interactions a
trois corps sont absentes.

3 Définition thermodynamique du contact

3-1 Une nouvelle variable thermodynamique

Nous passons dans cette partie a une définition apparemment dif-
férente du contact, fondée sur la notion de variable thermodynamique.
Un fluide a I’équilibre est décrit par son équation d’état, qui donne la
variation d’un potentiel thermodynamique (son énergie £ par exemple)
en fonction de variables thermodynamiques conjuguées comme entro-
pie/température, volume/pression, nombre de particules/potentiel chi-
mique. On a ainsi la différentielle totale pour 1’énergie

dE = TdS — PdL? + udN (43)

oF oF oF
T=|—=— P=—-|— === . 44
<3S>L3,N (aLS)SN g <8N>S,L3 .

)
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Le potentiel d’interaction peut étre ajouté a la liste de ces variables
thermodynamiques, mais sa caractérisation nécessite en général un grand
nombre de parameétres, ce qui rend cette notion peu utile en pratique. La
situation change radicalement quand on s’intéresse a un gaz dilué et froid,
puisque les interactions peuvent alors étre décrites a ’aide d’un seul pa-
rametre, la longueur de diffusion a. Il est alors pertinent d’introduire ce
parametre de fagon explicite dans 1’équation d’état, ce qui amene a intro-
duire également sa quantité thermodynamique conjuguée. En fait, il est
plus commode d’utiliser la variable 1/a et de poser

h2C OF
[ N 45
8mm <a(1/a))S,L3,N @

La description thermodynamique du fluide se fait ensuite selon la pro-
cédure usuelle, en utilisant la différentielle d'un potentiel thermodyna-
mique, I'énergie par exemple :

Bosons :

2
dE = TdS — PdL?® + pdN — e
8mm

d(1/a) (46)

Nous allons dans un premier temps nous placer a température nulle
(donc a entropie nulle) et montrer que la quantité C' qui figure dans cette
expression coincide avec le contact introduit en (25). Nous généraliserons
cette démarche au cas de la température non nulle en § 3-4.

Cas des fermions. Pour des fermions de spin 1/2, la définition est modi-
fiée par un facteur 2 et devient

Fermions :

h2C OFE
drm <8(1/a)>37L3’N (47)

Ce facteur 2 supplémentaire permet d’absorber le fait qu'un fermion n’in-
teragit qu'avec N/2 particules (celles de spin opposé), alors qu'un boson
interagit avec les N — 1 autres particules. Comme nous l'avons déja men-
tionné, avec cette définition, 1'aile de la distribution en impulsion s’écrit
C/k* aussi bien pour des bosons que chacune des composantes de spin
des fermions.
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3-2 Un lemme utile

Pour relier le contact a la dérivée de l'énergie par rapport a la lon-
gueur de diffusion, nous allons commencer par prouver un résultat pré-
liminaire. Considérons une collision entre deux particules de masse m, soit
une masse réduite m, = m/2. L'interaction entre les deux particules est dé-
crite par le potentiel V() et on consideére la solution d’énergie nulle ¢ (r)
pour l'équation radiale. Supposons que le potentiel d’interaction V (r) est
légerement modifié :

V(r) — V(r)+dV(r). (48)

Nous nous intéressons a la modification correspondante da de la longueur
de diffusion a et nous allons établir le résultat suivant :

B 4 h?

sa (49)

L3 /0 b SV (r)¢2(r) d3r

la fonction /(1) étant normalisée de sorte que vy (r) ~ 1/L%/? a l'infini [cf.

(11)].

Démonstration : Comme d’habitude, il est commode de considérer la
fonction d’onde radiale réduite uo(r) = r¢o(r) qui est solution de 1'équa-

tion :
2

ug(r) + V(r) uo(r) = 0. (50)
Notons du(r) la modification de uy(r) induite par le changement §V.
Nous obtenons a 'ordre 1 :

—h—Qéu”(r) + 0V (r)uo(r) + V(r) du(r) = 0. (51)

2m,

Multiplions cette équation par ug(r) et intégrons le résultat entre r = 0 et
T = T'max, bOrne supérieure que nous prendrons infinie a la fin du calcul :

_ inir /Orr"“x ou” (r) uo(r) dr + /Ormax OV (r)ug(r) dr
romomne
0
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Pour évaluer le premier terme, rappelons que ug(r) et uo(r) + du(r)
satisfont les conditions aux limites :

uo(0) =0, du(0) =0 (53)

et

1

r>b: uo(r)%m(r—a), uo(r) + du(r) = (r—a—4da), (54)

1
= r3/2
c’est-a-dire du(r) ~ —da/L>/? et su’ ~ 0 aux grands r. Une double intégra-
tion par parties du premier terme donne donc

/ - Sug(r)ug(r) dr = [ug 6u']y™ — [ug duly™ Jr/ . ug (r) ou(r) dr
; 0

0+ da , 2 /Tmax V(r)ug(r) du(r) dr  (55)

= ),
11 suffit alors de reporter ce résultat dans (52) dans la limite ry,x — 400
pour obtenir le résultat annoncé en (49).

3-3 Variation de a et contact

Nous sommes désormais en mesure de prouver que le parametre C
introduit comme variable conjuguée de 1/a n’est autre que le contact défini
en (21,25) a partir de la fonction de corrélation a deux corps. On considere
une assemblée de N particules en interaction binaire, avec I'’hamiltonien :

H = f{cin + Hint (56)
avec 5
g b; g N
Hcin - Z % Hint - Z: V(T”) (57)
J 1<

Considérons une variation infinitésimale du potentiel V' induisant une
variation (également tres faible) de la longueur de diffusion a. On effec-
tue cette variation a volume et nombre de particules constants (rappelons
que nous nous sommes placés pour l'instant a température nulle et donc a
entropie nulle). On cherche a évaluer

<gjj>m71\r' 9
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Le théoreme d’Hellmann-Feynman permet d’exprimer la variation de
I’énergie en fonction de la variation de I’hamiltonien lui-méme :

BE _ <@> — <8Hint>
da  ‘Oa’ "\ da
Le dernier membre se calcule en utilisant le lien entre la variation 6V et

la variation da établi avec le lemme (49). Prenons par exemple le cas des
bosons et partons de

(59)

N(N -1
N Hing) = %/5‘/(7’12) |‘I’(7'177'2,~~~,"°N)|2 d37’1~~d3TN

1
= 5/5‘/(7“12) Go(r1,72;71,m2) d®ry dPry

L3 ,
= 3 SV (r) Ga(r,0;7,0) d°r. (60)
Du fait de la présence de JV/, I'intégrande n’est non nul que si < b. On
peut donc utiliser 'hypothese de départ de la théorie du contact, a savoir
I’équation (25) que nous reproduisons ici pour r = 7’ :
C

Ga(r,0;7,0) ~ ———[o(r)]*. (61)

d:
r<< (@n)2a?

En utilisant le lemme (49), on arrive alors a :

- Ch?
5<Hint> =

2
8mma? oa, (62)

dont on déduit la relation recherchée :

OE  ,0F

. ,
_28m) _ OR (63)

@ da oa 8mm

d(1/a)

La quantité thermodynamique C' introduite en (45) est donc bien identique
au contact défini a partir de la fonction G, et utilisé en (61).

3-4 La cas de la température non nulle

Dans tout ce qui précede, nous avons considéré le cas d'un systeme a
température nulle et nous avons exprimé le contact en fonction de I'énergie
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de I’état fondamental du systeme. En fait, la démarche que nous avons
décrite pour I'état fondamental peut étre effectuée pour tout état propre
®; de ’hamiltonien du systéme a N corps, pourvu que son énergie soit
suffisamment basse pour que les interactions restent limitées a 1’'onde s.
Cela garantit en effet que la fonction de corrélation a deux corps déduite
de ®; se comporte comme indiqué en (21,25).

Commengons par définir un contact C; pour chaque état propre ®;
d’énergie E; comme [cf. (45-47)]

_ [4/8]mm [ OFE;

h? (1/a)

avec le facteur 4 (resp. 8) pour des fermions (resp. bosons). Supposons
maintenant que le systéme est dans un mélange statistique d’états propres,
avec un opérateur densité

p=2 P12, (65)

les P; obéissant par exemple a la loi de Boltzmann P; oc e=Fi/k87 pour une

température 7. Nous pouvons définir un contact moyen, avec les poids P :
C=> PC; (66)
J

et ce contact permettra de calculer toutes les quantités auxquelles nous
nous sommes intéressés jusqu’ici, comme la distribution en impulsion, la
fonction de corrélation & deux corps ou encore le spectre radio-fréquence
que nous aborderons dans le chapitre suivant. En effet, le contact intervient
de maniere linéaire dans ces expressions.

En insérant I’'expression de chaque C;; dans (66), nous trouvons donc

_ [4/8]mm [ OE
C= B2 (8(1/a)>N,L37{Pj}

La dérivée définissant le contact moyen doit étre prise en gardant
constantes les populations de chaque état propre ®;, ce qui constitue la dé-
finition d’un processus adiabatique en thermodynamique quantique. On
peut donc remplacer la définition précédente de C' par une formulation

avec FE = Z P;E;. (67)
J



CHAPITRE V. LE CONTACT A DEUX CORPS

§ 3. Définition thermodynamique du contact

plus conventionnelle, faisant intervenir la dérivée a entropie constante de
I'énergie moyenne du systeme :
4/8 OF
O:_[/];m< ) (68)
h d(1/a) N,L3,S

On peut également travailler a 7" et N constants, ce qui revient a remplacer
Iénergie moyenne £ par I'énergie libre F' = E — TS :

o _ _ [4/8]mm ( OF ) 69)
9 N,L3,T

fermions/bosons :

fermions/bosons :

h? (1/a)
ou encore a T et u constants, et utiliser le grand potentiel 2 :

_ [4/8]mm [ 00
¢= h? (6(1/a)>“,L37T ' #0)

Remarquons que dans ce dernier cas, on sait que pour un systeme extensif,
le grand potentiel est relié au volume et a la pression par la relation simple

fermions/bosons :

) = —PV, de sorte que le contact par unité de volume s’écrit :
. C  [4/8]mm < oP )
fermions/bosons : — = (71)
L3 h? o(1/a) ), r

Cette série de relation est remarquable puisqu’elle vient relier de nom-
breux parameétres microscopiques comme n, (k) ou G2(r) a la thermody-
namique du systeme, et cela alors méme qu’il est (4 '’heure actuelle) im-
possible de calculer I'équation d’état d’un systéme en interaction a toute
température et pour une longueur de diffusion arbitraire.

Pour terminer ce paragraphe, indiquons que le contact, comme les
autres quantités thermodynamiques, peut étre calculé par un développe-
ment du viriel dans le régime faiblement dégénéré. On pourra consulter a
ce sujet 'article de L1U (2013) et les références qu’il indique.

3-5 Contact et théoréeme du viriel

En utilisant I’analyse dimensionnelle, il est possible d’obtenir des re-
lations entre les différentes quantités thermodynamiques comme l'énergie
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interne, la pression et le contact. Considérons par exemple l'entropie du
systéme, qui est une fonction d’état dont la différentielle s’écrit

n*C
/8T AL/
(72)
L’entropie peut se mettre sous la forme S = Nkg f(E, L3, N, a) ot la fonc-
tion f est sans dimension et intensive. On peut simplifier notablement son
écriture :

. 1 P I
f b : dS=—=dE+ —=dL? - ZdN
ermions/bosons T + T T +

— Comme f est intensive, seules les trois variables intensives E/N, V/N
et a doivent intervenir :

S = Nkp f (ﬁ?j@ (73)

— Comme f est sans dimension, on doit pouvoir choisir ses variables
également sans dimension. La longueur de diffusion a fournit une
unité naturelle d’énergie, h?/ma?, et une unité naturelle de volume
a®. On peut donc écrire l'entropie S comme

E/N L3/N
n/{né> ")

SNka(

Une telle écriture, fonction de deux variables seulement, va nous per-
mettre d’établir une relation entre les trois variables conjuguées de FE, L?
et a, c’est-a-dire T', P et le contact C. On a en effet :

1 08 ma?
7= (8E>LN = Nk 7z Ouf (75)

ol1 01 f désigne la dérivée de f par rapport a sa premiere variable,

p oS 1
= (== = Nkp—— 7
T (8L3>E,N,a b g 02 76)
et
nc oS Ema? L3
- = —2Nkp—— Nkg——0>f.
[4/8]7mT (8(1/a)>E7L3’N b g O+ 3Nk o5 0/

@7)
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L’élimination de 0, f et 02 f entre les trois équations qui précedent conduit
alors a (TAN 2008c) :

2 h2C
fermions/bosons : PL?=ZE+

3 [12/24]mma’ @8

On pourra consulter I’article de WERNER (2008) pour une généralisation de
cette relation au cas d"un gaz confiné dans un potentiel de forme arbitraire.

Cas unitaire. Dans le cas a — oo, le contact tend vers une valeur finie de
sorte qu’on trouve

2
Gaz unitaire : PL? = §E' (79)

Cette relation remarquable est une conséquence de l'invariance d’échelle
pour a infinie : les échelles d’énergie h?/ma? et de volume a? disparaissent,
de sorte que I’équation d’état donnant 'entropie S (ou n'importe quelle
autre fonction thermodynamique) n’est une fonction que d’une seule va-
riable :

EmL?
La relation (79) s’en déduit en utilisant :
1 o ]CBTTLL2 / P o 2 kBEm /
T~ renesd T~ 3Nt (®1)

ot f" désigne la dérivée de f.

4 Premieéres mesures du contact

4-1 Distribution en impulsion d’un gaz de Fermi

Les expériences menées a Boulder par Debbie Jin et son équipe durant
la période 2010-12 ont montré de maniére trés convaincante le fait que le
contact permettait de relier entre elles les mesures de quantités variées,

n(k) =~ C/k* avec C =~ 2.2 Nk

K n(k)
o n N (o)} [0}

0

0 05 1.0 15
Rate (G/us)

0 05 1.0 15 20 25
k

FIGURE 9. Gauche : variation de k*n(k) en fonction de k pour (kpa)™' =
—0.08 (4). Le plateau aux grandes valeurs de k permet d’extraire la valeur du
contact C pour cette valeur de a. La figure de droite montre I'importance d’avoir
une bascule trés rapide de la longueur de diffusion depuis la valeur d’intérét jus-
qu’a la valeur nulle utilisée pour le temps de vol. Pour les mesures données sur
la figure de gauche, cette bascule est effectuée avec un taux de 1.4 G/us. Figures
extraites de STEWART, GAEBLER et al. (2010).

faites sur des systemes complexes comme le gaz de Fermi autour de la
limite unitaire ou le gaz de Bose en interaction forte (STEWART, GAEBLER
et al. 2010; SAGI, DRAKE et al. 2012; WILD, MAKOTYN et al. 2012). Nous
allons nous concentrer ici sur les résultats obtenus sur le gaz de Fermi.

Les expériences décrites par STEWART, GAEBLER et al. (2010) ont été
menées sur un gaz de potassium 40 (un fermion), préparé dans un mélange
équilibré de ses deux états Zeeman de plus basse énergie, | |) = |F =
9/2,mp = —=9/2) et | 1) = |F = 9/2,mp = —7/2). Le gaz contient N =
2 10° atomes au total, il est confiné dans un piége lumineux et refroidi
par évaporation a une température T' = 0.11 Ty avec kpTy = Er. A la fin
de l'évaporation, la force des interactions entre les deux états de spin est
ajustée a la valeur désirée en modifiant lentement le champ magnétique
extérieur grace a une résonance de Fano—Feshbach.

Intéressons-nous ici a la mesure de la distribution en impulsion. Une
fois que le régime stationnaire était atteint pour la longueur de diffusion
souhaitée, STEWART, GAEBLER et al. (2010) ont basculé trés rapidement le
champ magnétique vers la valeur pour laquelle a = 0, puis mesuré I'éta-
lement du nuage atomique dans un temps de vol. Comme l'énergie d’in-
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teraction est nulle pendant le temps de vol, cet étalement donne acces a
la distribution en impulsion initiale. Il est essentiel que la modification du
champ magnétique soit tres rapide, pour éviter une conversion significa-
tive de I’énergie d’interaction initiale en énergie cinétique supplémentaire.
Les résultats de cette mesure d’impulsion sont montrés en figure 9. On
constate que 'aile varie effectivement comme k~*, et on obtient ainsi une
premiere détermination du contact proche de résonance C' ~ 2.2Nkp.

Nous reviendrons au chapitre suivant sur d’autres caractérisations du
contact faites par le groupe de Boulder, une fois que nous aurons décrit un
autre outil d’étude, la spectroscopie radio-fréquence.

4-2 Lois d’échelle pour le contact

Dans le cas d'un gaz de Fermi a deux composantes, on peut don-
ner quelques éléments sur la valeur du contact dans les régimes asymp-
totiques. Nous allons distinguer les trois cas rencontrés successivement
quand on balaye une résonance de Fano-Feshbach. Nous nous limitons
ici au cas de la température nulle (figure 10) de sorte que toutes les phases
envisagées ci-dessous sont superfluides.

— Du cdté a < 0 et relativement loin de la résonance, on trouve le régime
BCS avec kr|a| <« 1. L'énergie d’interaction dans l'état fondamental se
calcule simplement dans une approche champ moyen *

1 (N\*4rha
B g (3) T )
ce qui conduit pour ce régime a :
a<O0: C~4n?a®>n N < ~ %(kpa)Q (83)
' Nkrp 3

On retrouve un résultat similaire & celui de I'approche de Bogoliubov
pour des bosons (31), a un facteur 4 pres.

4. Les corrections issues de la théorie BCS sont exponentiellement petites et sont donc
négligées ici.
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BCS Cross

NCI;F : BC (dimeres)
x a? ‘—’B x 1/a
0
0
1/kra

FIGURE 10. Variation "schématique” du contact C avec la longueur de diffusion
pour un gaz de Fermi a deux composantes. Le trait en pointillé montre la prédiction
(86) pour une longueur de diffusion a petite et positive, le gaz consistant alors en
une assemblée de dimeres. Le trait en tirets bleus représente la prédiction (83)
pour la limite BCS, pour une longueur de diffusion a négative et petite en valeur
absolue. Le but de la courbe en trait continu rouge est simplement de donner une
idée de la variation de C/N kg dans les différents régimes de valeurs de kra, mais
elle ne fournit pas de valeur précise.

— A résonance, c’est-a-dire au seuil d’apparition de I'état lié a deux
corps, la longueur de diffusion devient infinie. Il n’y a alors plus
d’échelle de longueur associée aux interactions et on trouve la situa-
tion invariante d’échelle mentionnée plus haut; par simple analyse di-
mensionnelle et dans le cas 7' = 0, on s’attend a ce que 'énergie en ce
point s’écrive ¥ = %N Er £ ol1 € est un parametre sans dimension (uni-
versel) qui doit étre calculé numériquement ou mesuré expérimenta-
lement. Au voisinage de ce point, on attend une premiere correction
linéaire en 1/a et I'énergie doit se mettre sous la forme (toujours par
analyse dimensionnelle) :

3 n
E~NEp(Ze—- 4
F<5 kpa) (84)

ol 77 est un autre parametre universel sans dimension. Le contact vaut
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alors

a = *+o00:

= 271y (85)

Nkp

I n’y a pas d’expression analytique connue pour ce coefficient 7 et sa
détermination théorique est un probleme théorique ardu. En pratique,
un calcul numérique (Monte Carlo quantique) donne 271 = 2.95 (10)
(DRUT, LAHDE et al. 2011), en bon accord avec les résultats expéri-
mentaux de LAURENT, PIERCE et al. (2017) que nous discuterons au
chapitre suivant, et ceux encore plus récents de MUKHERJEE, PATEL
et al. (2019) et CARCY, HOINKA et al. (2019).

— Dans le cas o1 I'état lié a deux corps est apparu?®, la longueur de dif-
fusion a est positive. Cet état lié concerne un atome 1 et un atome
1, et il a pour énergie ~ —h?/(ma?). Comme le nombre d’atomes est
supposé ici étre le méme pour les deux états de spin, le gaz contient
Ny = N, = N/2 dimeres et I'énergie de son état fondamental vaut
E = —Nh?/(2ma?), ce qui conduit a :

N47r C’N47r

0: C =~ N ~ —
@= a Nir ~ Fra

(86)

La contribution de I'interaction dimeére-dimere, caractérisée par la lon-
gueur de diffusion agqq ~ 0.6 a (PETROV, SALOMON et al. 2004), s’écrit
dans l’approximation du champ moyen

Edd = —nN (87)
m
et sa contribution au contact est d’ordre supérieur a ce qui est donné
en (86).
4-3 Etudes numériques
Pour tester les prédictions que nous avons décrites, BLUME & DAILY

(2009) et YIN & BLUME (2015) ont calculé numériquement 1'énergie et les
distributions en position et en impulsion d"un petit nombre de particules

5. Nous admettons ici qu'il n’ya pas formation d’agrégats plus gros que ces dimeres, voir
par exemple PETROV (2003) et CASTIN, MORA et al. (2010) et ENDO & CASTIN (2015).
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FIGURE 11. Variation du contact avec 1/a calculée par BLUME & DAILY (2009).
La ligne continue rouge représente la valeur déduite de la dérivée de I'énergie totale
par rapport @ 1/a [eq. (47)]. Les valeurs indiquées par des cercles verts [resp.
carrés bleus] sont obtenues a partir de la distribution de paires Go(r) [resp. la
distribution en impulsion n(k)]. La variation de C avec 1/a est conforme a ce que
nous avons montré en figure 10.

confinées dans un piege harmonique isotrope. L'article initial de BLUME &
DAILY (2009) portait sur N = 4 particules, 2 en T et 2 en |. YIN & BLUME
(2015) ont ensuite pu mener les calculs jusqu’a N = 10.

Le potentiel de confinement harmonique de pulsation w fournit
I'échelle de longueur naturelle pour le probleme, ay, = \/%i/mw. Pour ces
calculs, le potentiel d’interaction entre deux atomes est choisi gaussien de
portée b: V(r) = =V, e~ /278 avec Vo > 0, i.e. une portée b ~ 2ry. Pour
une valeur donnée de r(, la profondeur V; est ajustée pour étre proche
d’une résonance a énergie nulle; rappelons qu’il s’agit du point ot un état
lié est sur le point d’apparaitre ou vient d’apparaitre, la longueur de diffu-
sion a divergeant en ce point. Le parametre 7 est choisi petit devant ap,,
avec typiquement ro/ap, = 1072 a 101, La limite du pseudo-potentiel est
obtenue en prenant la limite 7o — 0, pour une longueur de diffusion a
constante.

BLUME & DAILY (2009) ont vérifié numériquement que les différentes
maniéres de calculer le contact, a partir de (i) 1'énergie totale, (ii) la fonc-
tion de corrélation spatiale a deux corps et (iii) de la distribution en impul-
sion conduisaient a des valeurs tres proches de C. Les différents résultats
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rla,

FIGURE 12. Fonction r?Go(r)/N donnant la corrélation spatiale de paires 1| a
la limite unitaire a = oo pour différents nombres de particules. Figure extraite de
YIN & BLUME (2015).

sont reportés en figure 11. BLUME & DAILY (2009) ont par ailleurs testé
le théoreme du viriel généralisé démontré par WERNER (2008), qui donne
également acces a la valeur du contact.

YIN & BLUME (2015) ont élargi ce calcul a un nombre de particules pou-
vant aller jusqu’a N = 10. Cela permet d’avoir une premiere intuition de
ce que serait la limite thermodynamique pour ce systeme. Nous avons re-
porté sur la figure 12 les résultats obtenus pour la fonction r*G»(r) /N pour
N = 4,6,8 et 10 dans le régime unitaire a = co. On constate que les courbes
obtenues pour différentes valeurs de N se regroupent entre elles dans le
domaine de distance b < r < ay, (avec ici r9 = 0.06 ay,), comme attendu.

4-4 Résonance de Fano-Feshbach et fraction moléculaire

Comme expliqué en détail dans le cours de I'an passé, les résonances de
Fano-Feshbach sont un outil extrémement puissant pour modifier la lon-
gueur de diffusion décrivant la collision en onde s de deux atomes. Nous
partons d’un gaz d’atomes d’hamiltonien H,; conduisant a la longueur de
diffusion ans. Nous supposons qu’en plus des interactions standard dé-
crites par apg, une paire d’atomes entrant en collision (canal "ouvert") peut
former de maniére temporaire un état |¢y) d'un canal fermé, correspondant
a une molécule di-atomique, avant de se séparer (figure 13). L'énergie de
|¢o) peut étre ajustée par rapport & la référence d’énergie E = 0 du canal
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FIGURE 13. Principe d’une résonance de Fano—Feshbach.
ouvert en variant par exemple le champ magnétique B ambiant.

On suppose connue la loi donnant la longueur de diffusion a(B), loi
généralement mise sous la forme :
B
) 9)

B - B,

a(B) = apg (1 -

qui traduit un comportement résonnant autour de B = By. Quand |B —
By| > Bi, le couplage entre les deux canaux n’a plus d’effet significatif
et la longueur de diffusion reprend sa valeur de fond ang. La loi (88) est
donnée par la résolution du probleme & deux corps (cf. cours 2021) et on
cherche a relier cette loi a la valeur du contact C' (WERNER, TARRUELL et al.
2009).

Pour un gaz d’atomes de spin 1/2, I'hamiltonien décrivant le gaz peut
se mettre sous la forme

N . h2K?2 ; N
H=Hy+) (= + Bam(B) | bichx + Vat dim (89)
K

ot bl crée une molécule |¢g) d’'impulsion FK et de masse 2m.
Plagons-nous a température nulle pour simplifier et notons E l'énergie
de l'état fondamental du gaz. Considérons la der1vee L prise & volume
et nombre de particules constants. Le théoreme de Hellmann—Feynman
donne A
OE  OH

on = (52 = Ny, (90)
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FIGURE 14. Variation de la fraction Z de molécules du canal fermé |¢po) dans
un gaz de SLi autour de la résonance de Fano—Feshbach située a By = 834G. Le
régime de condensat de dimeres faiblement liés correspond a la région B < Bj.
Figure extraite de PARTRIDGE, STRECKER et al. (2005)

ott p = 9Edin représente le moment magnétique® de |¢o) et ot Ny, =
>k b}{ bk estl’opérateur donnant le nombre de molécules |¢g) présentes.
Par ailleurs, cette dérivée peut étre reliée au contact puisque

2
OF OF da  h*C da 91)

0B~ da dB  4rma? dB

la quantité g—g se déduisant directement de (88). On obtient ainsi la relation
recherchée entre population de 1’état dimere et contact :

K2 da

(Ngo) = Irma?n B 92)

Ce résultat, dt & WERNER, TARRUELL et al. (2009), se généralise au cas
de la température non nulle, la dérivée de I'énergie du gaz étant dans ce
cas prise a entropie constante. Il a été testé par WERNER, TARRUELL et al.
(2009) sur les résultats expérimentaux obtenus par PARTRIDGE, STRECKER
et al. (2005) (groupe de Rice University) bien avant que la théorie ne soit
développée.

6. On a supposé ici implicitement que le moment magnétique des atomes libres était nul.
Si ce n'est pas le cas, il suffit de remplacer dans ce qui suit p par dp, c’est-a-dire la différence
entre le moment magnétique de |¢g) et celui de la paire d’atomes du canal ouvert.
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FIGURE 15. Points : données de PARTRIDGE, STRECKER et al. (2005) réexpri-
mées en fonction du contact par l'intermédiaire de (92). Courbe continue : prédic-
tion pour le contact d’un gaz de Fermi de spin 1/2. Figure extraite de WERNER,
TARRUELL et al. (2009).

L'expérience de Rice avait été menée sur un gaz de °Li, préparé initia-
lement dans le régime de dimeres faiblement liés d’énergie ~ —h?/ma?,
en se placant sur le c6té a > 0 de la résonance de Fano—Feshbach située a
B = 834 G. Rappelons que pour une résonance de Fano-Feshbach large, un
dimere d’énergie —%?/ma® n’a qu’un faible recouvrement avec 1'état mo-
léculaire |¢o) du canal fermé : la principale contribution a ce dimere vient
du canal ouvert.

On balaye ensuite lentement le champ magnétique pour amener le gaz
dans le régime que I'on souhaite étudier. On mesure la fraction d’atomes
dans le canal "fermé" de la résonance de Feshbach, l'état moléculaire |¢g),
grace a un laser qui porte cette molécule dans un état excité. Il en résulte
un processus d’émission spontanée de photons et une perte de particules
que l'on détecte.

Les résultats de cette mesure de la fraction Z = 2(Ny,)/N d’atomes
dans I'état moléculaire |¢,) sont montrés en figure 14. On constate que cette
fraction est toujours petite devant 1, comme attendu pour une résonance
de Fano-Feshbach large. WERNER, TARRUELL et al. (2009) ont utilisé ces
données pour en déduire la valeur du contact grace a (92). Le résultat est
montré en figure 15 : 'accord entre les données de PARTRIDGE, STRECKER
et al. (2005) et la modélisation théorique est remarquable.



Chapitre VI

Les différentes facettes du contact a deux corps

Nous continuons dans ce dernier chapitre notre étude du contact com-
mencée au chapitre 5. Rappelons que le contact C' est une quantité qui per-
met, pour un systeme dilué, de relier les aspects de la physique a deux
corps, comme la fonction de distribution de paires G»(r), a la thermodyna-
mique a I'équilibre du gaz, son énergie interne I par exemple (voir figure
1). Pour un gaz de fermions de spin 1/2, ce lien entre propriétés microsco-
pique et macroscopiques est a priori possible quelle que soit la force des
interactions — caractérisée par la longueur de diffusion a— et la dégénéres-
cence du gaz — caractérisée par la densité dans I'espace des phases n\>.
Pour un gaz de bosons, des restrictions sont a apporter sur la densité et la
longueur de diffusion pour éviter que des processus a plus de deux corps
ne viennent jouer un rdle significatif.

Notre but dans ce chapitre est de présenter une série de mesures du
contact mettant en jeu des techniques spectroscopiques ou l’étude des
pertes induites par les collisions entre atomes. Pour mettre en place le for-
malisme permettant de décrire ces mesures, il est utile de reformuler les
résultats du chapitre précédent en terme du pseudo-potentiel V,,, c’est-
a-dire un potentiel de portée b = 0. Cette reformulation n’est pas ano-
dine : elle s"accompagne d'une divergence de certaines quantités caractéri-
sant le systeme, son énergie cinétique par exemple. Nous montrerons que
cette divergence est compensée par la divergence de 1’autre composante
de I'énergie du fluide, 'énergie d’interaction, la somme des deux énergies,
c’est-a-dire la fonction thermodynamique énergie interne E étant quant a
elle convergente, comme il se doit.
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FIGURE 1. Les différents liens établis par le contact a deux corps introduit au
chapitre 5.

Une fois mis en place le formalisme pour décrire un potentiel de portée
nulle, nous passerons a la modélisation d"une expérience de spectroscopie
radio-fréquence et nous montrerons comment les corrélations a courte por-
tée étudiées au chapitre précédent se traduisent sur la forme de la raie de
résonance, en particulier son aile. Nous décrirons les observations expéri-
mentales de cette aile, ainsi que d’autres manifestations du contact pour
un gaz de fermions, comme les pertes d’atomes induites par la présence
d’impuretés au sein du gaz.

La derniere partie de ce chapitre sera consacrée au gaz de Bose. Nous
y expliquerons brievement pourquoi les processus a trois corps de type
Efimov rendent la situation plus complexe que pour les fermions. Nous
décrirons des expériences mettant en évidence le contact a deux corps dans
différents régimes de densité, en nous limitant a des situations ot les effets
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a trois corps ne jouent pas de role significatif. n(k) associée et nous avons montré pour des fermions de spin 1/2 que :
Fermions ! <k ! (k) (k) ¢ 3)
ions : - < n =n N
a b ' ‘ k4

1 Contact et pseudo-potentiel

Une question naturelle & ce stade concerne I'extension de ces résultats

1-1 Rappels sur la définition du contact au cas d’un potentiel de portée b = 0, c’est-a-dire le pseudo-potentiel V.

L'utilisation du pseudo-potentiel permet de simplifier notablement les cal-

Au chapitre précédent, partant d’'une fonction d’onde ®(ri,...,7x) culs et de dégager d’autres lois d’échelle remarquables, comme nous le
pour N particules, nous avons défini le contact C' a partir de la fonction verrons a propos de la spectroscopie radio-fréquence.

de corrélation a deux corps. Nous nous sommes intéressés en particulier
au cas d'une résonance de diffusion, quand la longueur de diffusion a de-
vient beaucoup plus grande que la portée du potentiel b.

Rappelons qu’en réalité, les potentiels inter-atomiques ont une portée
b non nulle, de 'ordre de la longueur de van der Waals R,qw. Si l'utili-
sation du pseudo-potentiel conduit & une expression divergente pour une

Rappelons la démarche suivie dans le cas d'un gaz de fermions de spin certaine quantité physique, il est important de garder en mémoire cette
1/2. Supposons ce gaz équilibré, c’est-a-dire Ny = N, = N/2 et affectons limitation naturelle aux courtes distances (Ryqw < r) ou, de maniere équi-
les indices impairs (resp. pairs) aux particules de spin 1 (resp. ). La fonc- valent, aux grandes impulsions (k < R jy).
tion ®(ry,...,ryN) est donc antisymétrique par tout échange d’indices im-

pairs, et également antisymétrique par tout échange d’indices pairs. L. i
. _ _ _ 1-2 Lalimite d'une portée b nulle
Nous avons introduit la fonction de corrélation a deux corps

Dans le cas limite d'un potentiel de portée nulle, la queue de la distri-

" 0- _ U1 (VT I I
Gou(r',0;7,0) = ( T(r )\I@(O)\I@(O)\IIT(T» @ bution en impulsion n(k) = C/k* donnée en (3) s’étend jusqu’a l'infini. On
_ N2 / Bry... . Bry (10,73 ) en déduit immédiatement que 1'énergie cinétique
4 ) 9 AR |
) 1 h2k?
x ®(r,0,rs,...,TN), j o W/% [ (k) + ny (k)] d3k (4)

puis, en utilisant la fonction d’onde d’énergie nulle vy(r) décrivant I'état
de la variable relative dans une collision entre deux particules, nous avons
expliqué que la fonction de corrélation a deux corps pouvait se mettre sous

diverge puisque l'intégrande tend vers une constante a l'infini :

1 h%k? 2C n*C
la forme DO Ark? = ) 5
@r)3 2m k0 T 2nm ©)

C
rr' < d,a: Gor (r',0;7,0) ~ s Po(r’) Po(r) (2)

(47)%a Le reméde habituel a ce type de divergence "ultra-violette" est de pla-
cer une coupure dans l'espace des impulsions. Si on note k., la borne

ot d = n~!/? est la distance moyenne entre particules et oi1 le contact C' dé- by p P mptLst '

. . S supérieure de I'intégrale sur k, I'énergie cinétique s’écrit donc :
crit 'effet des N — 2 corps restants. Nous avons écrit une relation similaire P 8 ’ 8 E

pour une assemblée de bosons sans spin ou polarisés.

B2 Clmax
Fermions : Fin=—>F7—+... (6)
2m2m

Nous nous sommes également intéressés a la distribution en impulsion
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" "

ol représente une contribution finie et réguliére. On remarquera
que la présence de termes en k—° pourrait invalider cette affirmation, en
conduisant a une divergence en log(kmax). Heureusement, on peut mon-
trer que la présence de tels termes est exclue dans le cas du gaz de Fermi
considéré ici (TAN 2008c).

Pour rendre plus quantitative cette limite de portée nulle, nous allons
maintenant aborder le probléme en modélisant 1'interaction entre atomes
par le pseudo-potentiel.

1-3 L’approche pseudo-potentiel

Dans le cas d'une interaction binaire décrite par le pseudo-potentiel

Voo [0(r)] = 950r) - [P avee g= "0 @)

m

r=0

on peut déterminer de maniére exacte les états de diffusion ¢ (r) et’éven-
tuel état 1ié ;e (r) (cf. cours 2020-21). Un état de diffusion d’énergie £ =
h%k?/2m,. (m, = m/2 est la masse réduite) s’écrit

ikr
_ Likr a €
k() = e 1+ika r ®

avec notamment pour 1’énergie nulle, la fonction d’onde normalisée :

a 1 1
=—(=-==). 9
() =15 (5-1) ©)
L'état lié existe si et seulement si a > 0 et s’écrit :
1 e—r/a
iel\T) = 10
Yrie(r) 5=, (10)

d’énergie E = —h? /ma®.

Rappelons également 1’action du pseudo-potentiel sur une fonction
présentant une divergence en 1/7:

U =T () = Ve 0] = giee(0)3(r) (D)
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Chaque état propre (8,9,10) a le méme comportement au voisinage de
l'origine :
W) s = o+ Or) (12)
rooa
et ce comportement, qui lie les coefficients du terme en r~1 et du terme
en r%, est donc partagé par toutes les fonctions physiquement acceptables
en présence du pseudo-potentiel; il constitue le domaine de ’hamiltonien
faisant intervenir ce pseudo-potentiel.

Ce comportement se généralise a un systeme a N corps, si les inter-
actions binaires sont décrites par le pseudo-potentiel. La fonction d’onde
fermionique ®(rq, 72,73, ..., ry) introduite plus haut vérifie dans ce cas :

1 1
O(ry,r9,73,...,7N) X ( — ) O(R, 73, ...

77‘]\{) (13)
T12 a

quand la distance 12 tend vers 0. On a posé ici R = (71 +r2)/2 et supposé

que R était différent de tousles r;, j = 3,..., N. La fonction de corrélation
a deux corps vaut aux courtes distances ! :
C 1 1 1 1
"0r0)r ——— = — =+ 00 -—=+40 . (14
g2aT~L(Ir » ,,.7 ) (477)2[13 (T’ a + (T )) ( r a + (T)) ( )

Considérons maintenant 1’énergie d’interaction. Nous prenons la en-
core le cas de NV fermions de spin 1/2. Cette énergie d’interaction s’évalue
a partir de

N2 * v 3 3
Eint = T (0] (7’1,7’2,...,1“1\/‘) {Vpp(’l"lg) [@(7‘1,7’2,...,7"1\/)]} d T1 ...d N
(15)
En utilisant (14), on trouve
C (11 N 1 1 )
Bu = i | (- e I
= G [ ()]
2
_ _Kc <1 - 1) 5(r) dr, (16)
4mm T oa

1. Le comportement indiqué en (14) est une conséquence directe de ’argument présenté
au chapitre précédent, selon lequel G 1+ (77, 0; 7, 0) peut étre vu comme 1'élément de ma-
trice en point de vue position d'un opérateur hermitien. Cet opérateur peut étre mis sous la
forme diagonale > ;7% (r)¢;(r) et chaque fonction ¢; vérifie (12) puisqu’elle appartient
au domaine de I’hamiltonien.



CHAPITRE VI. LES DIFFERENTES FACETTES DU CONTACT A DEUX CORPS

§1. Contact et pseudo-potentiel

avec une contribution manifestement divergente puisqu’on doit faire agir
la distribution de Dirac sur la fonction 1 /7.

Comme pour le calcul de I'énergie cinétique, mettons une coupure en
k a une valeur k., ce qui revient a lisser la divergence de 1/renr = 0
sur un domaine d’extension k. . On peut alors calculer I'intégrale (16) en

max"*

utilisant .
11 ek
P v / e 17)
de sorte que
1 1 eik"r' 3 kaax
- - - [ & _ 1
70r) = 55 [ Solr) dP = 2 ) (18)
d’our
h2 2kn1'1x 1
Fermions : Ein = e <—‘ + ) (19)
4mm s a

Les deux contributions linéairement divergentes en k.« de I'énergie
cinétique et de l'énergie d’interaction sont donc égales en valeur absolue
et de signes opposés. Elles se compensent exactement quand on calcule
I'énergie totale, c’est-a-dire la fonction thermodynamique considérée au
chapitre précédent : cette fonction est donc finie, méme pour un potentiel
de portée b = 0. Une forme commode pour cette énergie totale est

1 h2k?
Fermions : E= E oy / —_—
= (2m) 2m

r:C
4dTmma

[ng(k‘) — ;i] d®k +

(20)
ol les termes divergents de 1'énergie cinétique et de 1’énergie d’interaction
ont été isolés et se sont compensés.

Pour les bosons, si on oublie les effets a trois corps, on trouve de méme

. 1 h2k? Cl 4 h2C
Bosons sans Efimov : E= @ / Sy [n(k) - k:‘l} d°k + y—
(21)

Les états d’Efimov qui apparaissent au voisinage d"une résonance de dif-
fusion viennent compliquer la situation en introduisant une autre compo-
sante dans la distribution en impulsion, variant comme k=5 (CASTIN &
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WERNER 2011). La divergence induite pour 1’énergie cinétique n’est que
logarithmique et elle est compensée par un terme supplémentaire prove-
nant des effets a trois corps dans I'énergie d’interaction (BRAATEN, KANG
etal. 2011).

1-4 Le cas d’un potentiel en "vrai" Dirac

Une méthode communément utilisée (cf. chapitre 3) pour décrire un
potentiel de portée négligeable consiste a utiliser une véritable distribution
de Dirac g é(r), associée a la coupure kp,ax dans 1’espace des moments, et &
choisir

1 1

2 max
4 Hmax 22)

™

mkIﬂaX 1

g g 2m2h?’ a

Q| =

ol g = 4nh*a/m est la constante de couplage "physique"” et § = 4wh?a/m
la constante de couplage "nue".

La contrainte (22) s’obtient en imposant a la fonction propre y(r) =
1 — 1 d’¢énergie nulle pour p?/2m, + V,,, d’étre également fonction propre
d’énergie nulle pour p*/2m, + gé(r) :

_EZVQ (1 _ 1> _|_g5(1°) (1 — 1> =0 (23)
m T a T oa
soit A2 5 1
5(r) “n +g<k aﬂo (24)

ot1 'on a utilisé V*(1/r) = —4mé(r) et 1|, = 2kmax/ [cf. (18)].

Dans un calcul, les résultats intermédiaires peuvent faire intervenir la
constante de couplage "nue" g et/ou la coupure kp,.x, mais les quantités
physiques doivent étre calculées en prenant la limite k. — oo et elles
doivent s’exprimer a 1'aide de g uniquement. Quand ce n’est pas possible,
cela signifie que 'on est en présence d'un probleme dont la réponse dé-

pend explicitement de la portée b du potentiel.

On constate que 1’énergie d’interaction (19) s’écrit dans ces conditions

rC
Fermions : Bt = —— (25)
m=g
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et une expression similaire pour des bosons hors effet Efimov :

ntc

Eint = m

Bosons sans Efimov : (26)
Ce n’est donc pas une quantité physique, tout comme 1'énergie cinétique
(6) qui fait explicitement intervenir k,.x. En revanche, I'énergie totale ne

fait intervenir que la constante de couplage physique g.

Vérifions maintenant que 1’on peut retrouver directement le résultat
(25-26) pour un potentiel en "vrai" Dirac. Considérons des bosons sans spin
pour simplifier les notations. L'hamiltonien s’écrit dans ces conditions

IjI = IA{Cin + Iinnt (27)

avec B
ﬁint = g K
2

d’ot1 I'énergie d’interaction

et K= / B0 @b r)b(r) B (28)

Eint == <I:Iint> == <K> (29)

N Ql

La quantité (K) fait intervenir la valeur de la fonction Gy (7, 75;71,732)
quand les quatre points sont identiques, soit pour un systeme uniforme :

(K) = L* G4(0,0;0,0). (30)

Reprenons 'expression (14) de G, aux courtes distances. On voit apparaitre
de nouveau la "valeur en 0" de la fonction 1/r, que nous avons donnée en
(18). Reportons cette valeur dans 1’expression (2) de G :

C Zhmax 1\2  RAC 1
92(0.0) = s (ﬁ - ) = T g2 S

La fonction de corrélation G prise en ;1 = 2 n’est donc pas une quantité
physique pour un gaz en interaction, puisqu’elle fait intervenir le couplage
nu g et non le couplage physique g. Elle diverge quand on prend la limite
kmax — 00. La situation pour un gaz en interaction est donc radicalement
différente du cas du gaz parfait (NARASCHEWSKI & GLAUBER 1999).
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Revenons maintenant a 1'énergie d’interaction (29)

We 1

By = L3m2 32’

N QI

(k) =4 1 (32)

Ce résultat coincide bien avec celui annoncé en (26).

Pour résumer, 1utilisation du couple (g, kmax), suivi de la limite kpax —
oo sous la condition (22) reliant g, kmax au couplage réel g permet donc
de mener les calculs de maniére relativement simple et transparente. Cest
la méthode que nous allons utiliser dans la partie suivante consacrée a la
spectroscopie radio-fréquence.

2 Contact et spectroscopie radio-fréquence

2-1 Position du probleme

La spectroscopie radio-fréquence est un moyen puissant pour analyser
les propriétés d'un gaz quantique. Alors que pour un atome isolé, le spectre
d’absorption n’est composé que de raies discretes, le spectre d'un gaz en
interaction est généralement un continuum dont la forme de raie, le centre
de gravité et les ailes renseignent sur la nature des états a N particules
pouvant exister au sein du fluide.

Nous allons nous intéresser ici au cas d'un gaz de fermions de spin 1/2.
L’idée est d’éclairer le gaz avec une onde électromagnétique de pulsation
w qui peut induire une transition depuis un des deux états internes ato-
miques, 1 par exemple, vers un troisiéme état que nous noterons e (figure
2). Le fait de choisir une onde "radio-fréquence", donc de grande longueur
d’onde, entraine que le passage de 1 vers e ne s’accompagne d’aucun trans-
fert d'impulsion, contrairement a ce qui se passerait si on utilisait un fais-
ceau lumineux (spectroscopie de Bragg). Les classes d'impulsion dont nous
allons parler dans la suite sont celles qui sont naturellement peuplées dans
I'état stationnaire du gaz, en particulier lors de l'interaction entre deux
atomes proches.

Nous allons étudier ici la variation avec w du taux de transfert I'(w), et
nous allons regarder deux grandeurs :
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FIGURE 2. Principe de la spectroscopie radio-fréquence pour un gaz de Fermi a
deux composantes. Une onde radio-fréquence couple un des deux états de spin, ici
1, 4 un troisieme état interne noté e.

— La position moyenne de la résonance fait intervenir le contact et s’écrit
dans la limite des grandes longueurs de diffusion |at|, |ae;| > b:

~wy + <1— L ) he (33)

ar] Qe 47rmNT

_ JwI(w) dw

w) = JT(w) dw

oll wy désigne la fréquence de transition Te d’un atome isolé (on sup-
posera ici wg > 0 pour fixer les idées).

— Quand les atomes dans 1'état e n’interagissent pas avec les atomes |
(aey=0), le déplacement moyen (33) diverge. On peut montrer que cela
est dti a 'apparition d'une aile a grand désaccord de I'(w), qui fait elle
aussi intervenir le contact :

I'(w) - 1 ﬁ C
JT(w) dw  4m2N; V m (w — wp)3/2 (34)

Nous verrons que cette aile est étroitement liée a la décroissance en
1/k* de la distribution en impulsion.

Ces résultats ont été obtenus a la suite d’une succession de travaux décrits
dans YU & BAYM (2006), BAYM, PETHICK et al. (2007), PUNK & ZWERGER
(2007), HAUSSMANN, PUNK et al. (2009) et PIERI, PERALI et al. (2009) et
BRAATEN, KANG et al. (2010).

o
. . . e r' N
o o
) ° P (1)0 [0)]
o o © (] T ® Gaz en interaction
° ! ® faible ou forte ay|
(] o
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2-2 Le centre de gravité du spectre

Le calcul du taux I'(w) se fait en utilisant la regle d’or de Fermi, ou d'une
maniére équivalente, la théorie de la réponse linéaire. La perturbation créée
par I’onde radio fréquence se décrit par I'opérateur

? e"“'Y +He  avec Y = /\i/l(r) Py (r) dr,  (35)

Hy(t) =
ot 2 est la fréquence de Rabi de la radio-fréquence, proportionnelle a son
champ électromagnétique oscillant. Nous avons fait ici I'approximation
RWA ("champ tournant") en ne gardant que la partie quasi-résonnante (en
e avec w > 0) pour le passage de 1 vers e.

Le taux de transfert s’écrit alors [voir par exemple COHEN-TANNOUDJI,
D1U et al. (1973), XIII-C-3]

D(w) = 59D 1(@]¥|2.)? 8w — (By — B)/A). (36)
&y

Dans cette expression, 'état |®;), d’énergie E;, représente 1'état initial avec
Ny et N particules dans les deux états de spin 1 et |, et aucune particule
dans l'état e. La somme porte sur tous les états |®;) (d’énergie E) pos-
sibles. Ces états ont N} — 1 particules dans I'état 1, 1 particule dans I’état e,
et toujours N, particules dans I'état |.

Pour montrer (33), intéressons-nous d’abord au dénominateur
J T'(w) dw. L'intégrale sur w de la distribution de Dirac donne 1; en utili-
sant la relation de fermeture 1 = Zq)f |®;){®s|, nous arrivons a :

/F(w) dw

™

S (@i YTV @) (37)

T / (@4 () o () B () ()] ) dBr 0P,

Pour des fermions, on a la relation d’anti-commutation [¥(r), U ()], =
d(r —r’). Comme l'état |®;) ne contient pas de particule dans l’état e, on en
déduit :

/F(w) dw = gQQ /<¢i|\if§(r) U (r)|®;) dPr = gQZNT. (38)
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Le calcul du numérateur de (33), f wI'(w) dw, est légerement plus com-
pliqué. On utilise la présence de 6{w — (Ey — E;)/h] pour établir

ha(®;|YT|® ) = (B — E)(@3[VT|®y) = (@] [YT, H]|®y),  (39)

ot1 [ désigne 'hamiltonien en absence de couplage radio-fréquence. Cela
conduit a (toujours en utilisant une relation de fermeture sur |®)) :

[t ao =02 [ [lr) b ). ] B167) 0100 a*r
(40)
ol ’hamiltonien contient 'énergie interne /vy de l'état ¢, les termes d’éner-

gie cinétique pour les trois composantes 1, | et e, et les trois termes d’inter-
action 1, el ete”.

Constatons pour commencer que les commutateurs de \ﬂ(r)\f/e (r) avec
les termes d’énergie cinétique ainsi qu’avec le couplage e 1 ont une contri-
bution nulle pour I’état initial considéré.

Nous allons traiter ici les termes d’interaction en utilisant de "vrais" po-
tentiels en Dirac, selon la procédure expliquée en § 1-4. Nous introduisons
pour cela les couplages nus g, e}, Jet associés a la méme coupure kpyax
dans l'espace des impulsions. Dans le calcul du commutateur intervenant
dans (40), les seules contributions non nulles viennent de I'énergie interne
hwo de e et des couplages e et 1. On arrive alors a

(w) = wo + thT (Gel — g11) (Kint)- (41)

L'opérateur K, défini par :

K = [ 3]y ar (2)

est la version fermionique de I'opérateur introduit en (28) pour des bosons.
Il a pour moyenne 7*C/(m?gz3,) [cf. (30,31)], ce qui conduit a :

B e, (1 1Y\ hC
<UJ> =Wtz (&Ti aej,) 47TmN¢. (43)
En utilisant l'identité entre couplages nus (g, a) et couplages physiques
(9,a):

e (34)
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cette relation peut encore s’écrire :

Qe 1 1 hC
= — - — 4
Wh=wot3 (fm aei) 4mm Ny @)

Finalement, nous pouvons écrire le rapport a., /a4, comme :

_ oo T
Qe max 2ar,
2a8¢

d  Emax . 46
Nl —— quan ax — 00 (46)

On arrive alors au résultat annoncé en (33). Rappelons que la limite kpax —
oo doit étre comprise physiquement comme kyax ~ 1/b puisqu’au dela de
cette valeur, la portée du potentiel doit étre prise en compte. Le résultat (46)
n’est donc physiquement pertinent que si les longueurs de diffusion sont
telles que |aqy|, [ae | > b. On pourra consulter Iarticle de BAYM, PETHICK
et al. (2007) pour une discussion des situations o1 cette inégalité n’est pas
satisfaite.

On pourrait s’étonner de ne pas voir apparaitre de terme d’interaction
proportionnel a g. dans ce qui précede. La raison en est que 'action de
la radio-fréquence consiste a faire basculer chacun des Ny atomes depuis
I'état | 1) vers'état cos 6 | 1)+sin 6 |e) (avec § < 1 dans notre approche per-
turbative). Ces [Ny atomes restent tous dans le méme état interne, ce sont
donc des fermions polarisés et ils n’interagissent pas entre eux (GUPTA,
HADZIBABIC et al. 2003). La situation serait bien stir différente si on consi-
dérait des bosons.

2-3 L’aile du spectre radio-fréquence

Nous considérons dans ce paragraphe le cas ot1 les atomes dans 1’état e
n’interagissent pas avec les atomes en 1 et |. En particulier, le fait de poser
ae; = 0 entraine la divergence de (33). Nous voulons montrer ici que cette
divergence de l'intégrale [ wI'(w) dw provient de ’apparition d'une aile en
(w — wo)~3/2, dont ’expression est donnée en (34).

Puisque les atomes dans 'état e évoluent librement, la forme des états
finaux possibles ®; intervenant dans la regle d’or de Fermi (36) est simple :

ce sont des états produits |e : k) ® |<I>§cN71)>, d’énergie £y = % + EJENfl),
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Etat initial Etat final
e, o
.'/ .. 2 /' +‘k/.

FIGURE 3. Processus contribuant a l'aile en (w — wo)>/? du spectre radio-
fréquence.

Un élément de matrice générique intervenant dans (36) s’écrit alors :

R —ik-r R
(@7 ]B;) = / @ ) 47)

Quand w — wy est grand, un atome isolé 1 est quasiment insensible
a la radio-fréquence. Les états finaux dominants sont ceux oui la radio-
fréquence fait basculer 1’état interne d’un atome 7, initialement tres proche
d’un atome |. Selon la valeur de qa, ces deux atomes pouvaient, avant la
bascule, former un état lié ou alors étre dans un état de collision. Dans les
deux cas, I'impulsion du centre de masse de cette paire était faible, alors
que les distributions en impulsion de chacun des deux partenaires (ou de
maniere équivalente, la distribution en impulsion de la variable relative)
pouvaient étre larges.

Lors de la bascule de 1 vers e, 'impulsion totale de la paire est inchan-
gée et reste donc négligeable. L'énergie initiale totale de la paire, E;, est
supposée faible devant le désaccord 7i(w — wp), méme si ses deux compo-
santes, cinétique et interaction (qui sont de signes opposés), sont chacune
comparables a ce désaccord 2. Une fois le photon radio-fréquence absorbé
et 'atome 1 passé dans 1’état e, les deux atomes n’interagissent plus (fi-
gure 3). Ils se partagent de maniere égale 1'exces d’énergie h(w — wy), cha-
cun des deux atomes gagnant I'énergie cinétique n%k?/2m. La distribution
§lw — (Ef — E;)/h] peut alors étre approchée par 6(w — wog — hk?/m).

2. Un raisonnement voisin apparait dans l’analyse de 'augmentation d’énergie induite
par des pertes d’atomes dans un gaz en interaction (BOUCHOULE, DUBOIS et al. 2021). La
perte d’atomes membres de paires de courte élongation conduit a une divergence du taux
d’accroissement de 1'énergie pour un potentiel de portée nulle.
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Une fois cette approximation faite, on peut utiliser de nouveau une rela-

tion de fermeture sur les états |<I>;N71)>. La somme des carrés des éléments
de matrice du type (47) fait apparaitre

T 2 _ R 2
r(w)ziz 37 e k@ (@ 1)|Y|<I)i>|25<ww0h:;> (48)

2 % SN -1)
f
ou encore
02 eik:~(r’—r) R .
M) ~ T3 [ @i b))
k

2
X <w —wo — hk) d3rd3. (49)
m

On reconnait la distribution en impulsion pour I'état 1 :

mi(h) = [ ) @B ) O (50)
de sorte que I'(w) s’écrit :
70?2 1 REZ\

1l suffit alors d’insérer la loi asymptotique n+(k) ~ C/k* pour arriver a

I ZAN h 1
/m(k) ) <w —wo — m> Pk = 2”0\/;@1—&;0)3/2 (52)

0% |h C
I'(w) ~ 877\/; (@ — wp)3/2 (53)

ce qui correspond a la prédiction (34).

et

Notons qu’en pratique, a.;, n’est jamais rigoureusement nulle.
BRAATEN, KANG et al. (2010) montrent que pour w 2 h/maZ, la décrois-
sante lente en (w — wy) /2 bascule vers une décroissance plus rapide en
(w — wp) /2, qui assure la convergence de l'intégrale donnant le déplace-
ment moyen de la raie [voir aussi CHIN & JULIENNE (2005)]. Les correc-
tions liées a la portée b ~ R,qw du potentiel peuvent aussi jouer un rdle
dans ce domaine des tres grands désaccords.
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FIGURE 4. Variation de v*/? T'(v), ot T'(v) est le taux de transfert de | 1) vers
le) par une radio-fréquence désaccordée de v par rapport a la résonance, v étant
exprimé ici en unité de Ey /27h. Le plateau observé pour les grandes valeurs de
v permet de déterminer le contact pour la valeur de a choisie [(kra)~! = —0.03
pour ces données].Figure extraite de STEWART, GAEBLER et al. (2010).

3 Ftudes expérimentales sur le gaz de Fermi

3-1 Spectroscopie radio-fréquence

Nous avons présenté au chapitre précédent une premiere partie des ré-
sultats obtenus par le groupe de Boulder en 2010, a partir de la distribution
en impulsion d'un gaz de fermions de K avec | |) = |F = 9/2,mp =
—9/2) et | 1) = |F = 9/2,mp = —7/2) (STEWART, GAEBLER et al. 2010).
Décrivons maintenant la deuxieme étude menée par ce groupe au moyen
de la spectroscopie radio-fréquence, effectuée depuis l'état | 1) vers l'état
le) = |F = 9/2,mp = —5/2). Le taux de transfert d’atomes en fonction
du désaccord w — wy est montré en figure 4. On constate que ce taux va-
rie bien comme (w — wp)~3/2 aux grands désaccords, et le coefficient de
proportionnalité fournit une autre détermination du contact.

La figure 5 regroupe les deux jeux de données pour le contact, obte-
nus a partir de la distribution en impulsion et de la spectroscopie radio-
fréquence. Un troisieme jeu de données a été obtenu avec la technique de
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FIGURE 5. Récapitulation des valeurs obtenues pour le contact (en unité de N ky)
par la mesure de la distribution en impulsion (points noirs) et de la spectroscopie
radio-fréquence (étoiles). Le troisieme jeu de données utilise la spectroscopie de
photo-émission (PES). La courbe continue est la prédiction théorique de WERNER,
TARRUELL et al. (2009). Figure extraite de STEWART, GAEBLER et al. (2010).

spectroscopie de photo-émission que nous ne décrirons pas ici. Toutes ces
données sont compatibles entre elles et leur variation avec 1/a est en bon
accord avec la discussion qualitative du chapitre précédent.

Récemment, le groupe du MIT dirigé par M. Zwierlein a approfondi
I'étude du contact au point unitaire a = £oo par spectroscopie radio-
fréquence (MUKHERJEE, PATEL et al. 2019). Les chercheurs du MIT ont va-
rié la température du gaz pour étudier le comportement du contact quand
on croise la transition entre 1'état superfluide et 'état normal (7, ~ 0.17 T¥).
Ces mesures, tracées en figure 6 (haut), ont été effectuées dans un gaz
uniforme, confiné dans un potentiel lumineux en forme de boite, ce qui
permet d’éviter 1’élargissement du spectre dti aux variations de densité
dans un piege harmonique. Les spectres obtenus fournissent de nombreux
renseignements sur la physique en jeu. Par exemple, le déplacement du
maximum de la raie donne acces a I'énergie des paires de Cooper dont
la formation devient énergétiquement favorable pour T' < 0.5 Ty. Pour le
spectre obtenu a la plus basse température, on voit clairement une aile en
(w— wo)_S/ 2 (figure 6, bas), avec aux tres grands désaccords une décrois-
sance un peu plus rapide liée aux interactions non nulles entre les atomes



CHAPITRE VI. LES DIFFERENTES FACETTES DU CONTACT A DEUX CORPS

§3. Etudes expérimentales sur le gaz de Fermi

Energie des paires de Cooper + Hartree

aile donnant accés

1.0 |
i au contact
30.5— i B nag
! /| TITe
0.0 —e—s-e— e} 0.10
P
‘ ’J t 0.12
transition
~0.17

superfluide

%Zii

L 0.64
1.03
‘ I 1.48
i | 2.02
T T T T
-1 0 1 2
(o — wy)
V= —
Eg
TITs =0.1
10° e
® %
o° %
g
o o
1071
\E/ (@ — @)™
1072 NS
avec correctioj
3 N
10 dues aa, #
0.3 1 3

hw/EF

FIGURE 6. Haut : série de spectres radio-fréquence mesurés sur un gaz de Fermi
unitaire (|a| = 4o00) pour différentes températures. Bas : spectre mesuré a basse
température avec l'aile en (w — wq)~>/2, et des corrections liées aux interactions
résiduelles entre e et |. L'analyse de ces données donne C' = 3.07 (6). Figures
extraites de MUKHERJEE, PATEL et al. (2019).
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MIT : contact déduit de l'aile du spectre r.f.

36T
3.50 4+
T+ 3.4
ree

Swinburne : contact déduit de I'aile de S(q, @)

@ Thiswork e t-matrix [21]
EOS[32] ——- LW[22]

# Rf[33] —— Virial [23]
® Imp[34] ——- GPF[23]
® QMC[24]

QMC [25]

o BDMC [26]

2.00 © T S-L X Large-N 2.2
¥ BOMC 4 ENSEOS GPF
A - +QMC
2.0l L L L
00 01 02 03 04 05 06 07 08 0.0 0.2 0.4 0.6
TITe T,

FIGURE 7. Valeurs du contact pour un gaz de Fermi équilibré dans le régime
unitaire, en fonction de la température. Figure de gauche extraite de MUKHERJEE,
PATEL et al. (2019). Figure de droite extraite de CARCY, HOINKA et al. (2019).
Les données théoriques BDMC (bold-diagrammatic Monte Carlo) ont été obtenues
par ROSSI, OHGOE et al. (2018). La valeur de LAURENT, PIERCE ef al. (2017)
discutée en § 3-2 est indiquée par un carré orange (point vert) sur le graphe de
gauche (droite).

dans l'état e et les atomes | [voir la discussion apres 1'équation (53)].

Le contact déduit de 1’analyse de 'aile du spectre radio-fréquence par
le groupe du MIT est montré en figure 7, avec les résultats obtenus simul-
tanément par le groupe de Swinburne utilisant la mesure du facteur de
structure dynamique S(q,w). Les résultats des deux groupes sont en ex-
cellent accord et indiquent en particulier la valeur C/Nkp ~ 3 a la limite
de la température nulle.

3-2 Mesure du contact par pertes d’atomes

LAURENT, PIERCE et al. (2017) ont développé une approche originale
pour mesurer le contact dans un gaz de °Li de spin 1/2 confiné dans un
piege optique, en y insérant quelques atomes de “Li jouant le role d'impu-
retés (voir aussi voir aussi SPIEGELHALDER, TRENKWALDER et al. (2009b)
et KHRAMOV, HANSEN et al. (2012)). Le principe de la mesure consiste a
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FIGURE 8. Processus de formation de dimeres assisté par une impureté. A l'issue
du processus, I'énergie libérée est convertie en énergie cinétique. Cette énergie est
suffisamment grande pour que l'impureté s’échappe du piege confinant les parti-
cules.

~

étudier comment les impuretés favorisent la formation de dimeres °Lis. On
s’intéresse donc au processus a trois corps :

SLit +°Li) + "Li — SLiy, + "Li, (54)

la présence de I'impureté permettant d’assurer la conservation de I'énergie
et de I'impulsion dans ce processus.

Comme le dimere qui est formé a une extension faible (b ~ Ryqw), le
taux avec lequel ce processus se produit renseigne sur la densité de proba-
bilité pour avoir les deux atomes de °Li proches, a une distance ~ b 1'un
de l'autre : c’est précisément la quantité a laquelle le contact donne acces.
Comme l'atome de "Li possede une grande énergie cinétique apres la for-
mation du dimere, il s’échappe du piege. Le taux de pertes des atomes de
"Li permet donc de remonter a la valeur du contact dans le gaz de °Li.

Pour un traitement quantitatif du probléme, on introduit l'opérateur a
trois corps :

e O AN - - -
[ ot @ (T ) wl) i) ) ) @8 Py

(55)
On voit apparaitre dans cet opérateur la densité d’impuretés au point r;,
fi(ri) = zﬁj (ri)lﬁi(ri) ; par ailleurs, le dimere est créé au milieu du segment
joignant les deux fermions 1 et | initialement présents. La fonction g, qui
dépend des détails des potentiels d’interaction entre les trois atomes, ne
prend des valeurs significatives que lorsque les trois atomes sont dans un
méme volume d’extension ~ b.
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FIGURE 9. Variation du taux de pertes des impuretés de "Li en fonction de la
densité du gaz de fermions de ®Li. Ces données ont été prises a résonance (a = oo
pour 'interaction entre fermions 1 et |) et la ligne rouge continue indique la loi de
variation n*/3 attendue. Figure extraite de LAURENT, PIERCE et al. (2017).

Pour calculer le taux de production de dimeres (et donc de perte d’im-
puretés), on peut utiliser une approche basée sur la régle d’or de Fermi. Le
traitement est détaillé dans le Supplemental Material de LAURENT, PIERCE
et al. (2017) et il est proche de ce que nous avons développé pour le calcul
du spectre radio-fréquence. On arrive au résultat

Ni = —y(C/L%) N, (56)

ot le coefficient + fait intervenir la fonction de couplage g intervenant dans
(55), mais ne dépend pas de la valeur de la longueur de diffusion a pour le
gaz de fermions.

La stratégie adoptée par LAURENT, PIERCE et al. (2017) a consisté a ca-
librer d’abord le coefficient v en effectuant des mesures du taux de pertes
N; dans un régime ot le contact est bien connu. En pratique, ces mesures
de calibration ont été faites pour a petit et positif, favorisant un gaz de di-
meres. La température était choisie nettement au dessus de la température
de dégénérescence, de sorte que la distribution du gaz dans le piege était
bien décrite par une simple loi de Boltzmann.

Une fois le coefficient v connu, LAURENT, PIERCE et al. (2017) ont placé
leur gaz de °Li a résonance (a = oo) pour étudier le contact dans un régime
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d’interaction forte a une température aussi basse que possible, en pratique
T/Tr =~ 0.1. Nous avons vu plus haut [voir par exemple la figure 7] que
dans le régime unitaire, on attend pour le contact la loi suivante

% = 27y kpn ni/3. (57)

D’apres (56), cette méme loi en n*/? est attendue pour le taux de perte

d’impuretés. On vérifie sur la figure 9 que c’est effectivement le cas. L'ajus-
tement des données expérimentales fournit la valeur 27n ~ 3.1(4) pour le
coefficient figurant dans (57), en bon accord avec les résultats montrés en
figure 7.

3-3 Le contact en onde p

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre aux interactions en onde
s, caractérisées par une longueur de diffusion a, et nous avons introduit le
contact comme la quantité thermodynamique conjuguée de a (ou plus pré-
cisément 1/a), a un facteur multiplicatif prés. Cet intérét porté aux inter-
actions en onde s est justifié : que I'on prenne un gaz de bosons polarisés
ou un gaz de fermions de spin 1/2, le canal de moment cinétique ¢ = 0 est
généralement dominant par rapport a tous les autres a basse température.
Rappelons que cela est di a la barriere centrifuge h%¢(¢ + 1) /mr? qui existe
dans tous les canaux ¢ # 0. Cette barriere est notablement plus grande
que I'énergie des particules, de sorte que la diffusion dans ces canaux est
généralement négligeable.

Il existe néanmoins des situations ol la diffusion dans un canal autre
que l'onde s peut jouer un role important. Considérons par exemple un gaz
de Fermi polarisé, de sorte qu’il n’y a pas de collision en onde s. Supposons
de plus que l'on tire parti d'une résonance de diffusion pour le canal en
onde p, c’est-a-dire ¢ = 1. Une telle résonance peut se produire s’il y a un
état quasi-lié d’énergie proche de 0 dans le puits formé par le potentiel de
van der Waals attractif et la barriere centrifuge répulsive (voir figure 10) :
on parle alors de résonance de forme. Cette résonance peut également étre
induite par un couplage entre deux canaux de collision, 'un ouvert, ’autre
fermé, selon le schéma habituel des résonances de Fano—Feshbach.

Nous avons discuté dans le cours 2021 les caractéristiques principales

T \\ T \E#O\

Ve (7)

FIGURE 10. Résonance pour le canal en onde { # 0 due a la présence d'un état
quasi-lié.

d’un processus de diffusion en onde p :

— Dans la région b < r < 1/k, la forme attendue pour la partie radiale
x(r) de la fonction d’onde ¥ (r, 6, p) = x(r) Ye,m (6, ¢) est une combi-
naison linéaire de r~2 et de r! (2 comparer a la combinaison de ! et
r? pour I'onde s). On introduit le volume de diffusion v pour fixer le
poids relatif de ces deux termes (il joue un role similaire a celui de la
longueur de diffusion a pour l'onde s) :

1 T

23y (58)

— L'amplitude de diffusion en onde p se met sous la forme f(k,0) =
3cos(0) f1(k) avec:

b<r<l1/k: x(r) «

1 1 ke
T et ke (59)

kv 2
Le terme dominant fait lui aussi intervenir le volume de diffusion v.
Le terme suivant k./2 est un terme de portée effective et le dernier
terme écrit ici, I'imaginaire pur —ik, est une conséquence de 1'unitarité
du processus de diffusion (théoreme optique).

onde p :

Notons que la situation est notablement différente du cas de 'onde s :

1 1 1
onde s : =2 k4 r.k?+... 60
fo(k) a 2 (€0)
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oll le terme de portée effective était a priori petit devant —ik, lui-méme pe-
tit devant la contribution de la longueur de diffusion. Pour un systéme en
interaction en onde p, il est préférable de garder les deux parametres indé-
pendants v et k. pour obtenir une caractérisation fidele. Notons également
que pour une résonance de Fano-Feshbach induite par un champ magné-
tique extérieur B, ce champ brise l'invariance par rotation du probleme; il
faut alors introduire v,, et k. ., avec m = —1,0, +1 correspondant aux trois
orientations possibles du moment cinétique par rapport a B.

La variation en 1/r? de la fonction d’onde relative (58) suggere

— que la fonction de corrélation a deux corps sera dominée a courte dis-
tance (tout en respectant b < r) par un terme en 1/r4;

— que l'amplitude de probabilité pour trouver I'impulsion k sera pro-
portionnelle a la transformée de Fourier de 1/r2, c’est-a-dire 1/k, soit
une distribution de probabilité en impulsion en 1/k?.

Les analyses détaillées menées par YOSHIDA & UEDA (2015), YU,
THYWISSEN et al. (2015) et YU, THYWISSEN et al. (2016) confirment cette
intuition. En introduisant la variable conjuguée au volume de diffusion

8mm oF
Cv,m - <8(

— 577 (61)
h? 1/Um))S,N,V,ke

on trouve alors pour la distribution de paires a courte distance ® :

1 1
prrT) = pa

> Y1 (#)Coms (63)

oti la fonction Y7 ,,, (7*) est '’harmonique sphérique dépendant des variables
angulaires (6, ¢) repérant la direction du vecteur unitaire aligné avec r =
r1 — r2. De méme, on trouve pour la distribution en impulsion

4 N
n(k) = ﬁ Z |Y1,7n(k)‘201),7n- (64)

3. Dans le cas ot les trois contacts C, sont égaux, la relation suivante sur les harmoniques
sphériques est utile :

3
2 _
S Mm@l = 7 6
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FIGURE 11. Distribution en impulsion d'un gaz de fermions polarisés (*°K) au
voisinage d’une résonance de Feshbach en onde p pour vp—+1 (B = 198.3G).
Cette distribution est mesurée par temps de vol, avec intégration le long de I'axe
2z d’imagerie (choisi paralléle au champ magnétique). La loi attendue en 1/k? se

traduit donc ici par une variation en 1/, avec Kk (ki + kg)l/ 2, du fait de
Uintégration le long de 'axe du faisceau imageur. Figure extraite de LUCIUK,
TROTZKY et al. (2016).

YU, THYWISSEN et al. (2015) discutent de plus 'introduction du contact Cj,,
lié au terme de portée effective k., qui vient par exemple ajouter une com-
posante en 7~ 2 a la fonction de distribution de paires et une composante en
k~* ala distribution en impulsion [consulter également YU, THYWISSEN et
al. (2016) pour des termes correctifs].

On notera que la distribution en impulsion (64) n’est pas normalisable,
la décroissance en k~2 a l'infini étant trop lente. La prise en compte d'une
coupure en k est donc indispensable pour lui donner un sens. Comme l'ex-
pliquent YOSHIDA & UEDA (2015), cette divergence est liée au fait que
contrairement au cas de I’'onde s, il n’existe pas de limite physique de po-
tentiel a portée nulle conduisant a une interaction résonante en onde p (voir
aussi PRICOUPENKO (2006)).

La mise en évidence d’une composante en k2 dans la distribution en
impulsion a été faite dans le groupe de Toronto dirigé par J. Thywissen
(Luciuk, TROTZKY et al. 2016) et le résultat est montré sur la figure 11.
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FIGURE 12. Contacts C, et Cy,_, associés aux parametres v et k. (Cy,_ est noté
ici C'r) mesurés par spectroscopie radio-fréquence et a partir de la distribution en
impulsion. Figure extraite de LUCIUK, TROTZKY et al. (2016).

L'ensemble des données de LUCIUK, TROTZKY et al. (2016), obtenues a
la fois par spectroscopie radio-fréquence et par mesure de n(k), est re-
porté sur la figure 12 pour les deux contacts C, et Cj,_. Comme attendu,
on constate que ces contacts prennent des valeurs significatives dans le
cas oll un état quasi-lié est proche de I'énergie caractéristique des atomes,
c’est-a-dire I'énergie de Fermi.
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4 Contact a deux corps pour le gaz de Bose

4-1 Les différents régimes pour le gaz de Bose

Nous nous intéressons ici au cas d'un gaz de bosons sans spin ou po-
larisés, avec des interactions en onde s caractérisées par la longueur de
diffusion a. Comme toujours pour ce cours, le gaz sera supposé dilué de
sorte que nb®> < 1, ou b est la portée du potentiel. L'extension des ré-
sultats de Tan au cas des bosons a été menée des la fin des années 2000
par COMBESCOT, ALZETTO et al. (2009) (qui ont négligé les effets a trois
corps), puis par BRAATEN, KANG et al. (2011), WERNER & CASTIN (2012a)
et SMITH, BRAATEN et al. (2014) (qui les ont pris en compte). Les premieres
expériences sur les gaz de Bose ont été menées dans le groupe de Boulder
par WILD, MAKOTYN et al. (2012) et seront décrites en §4-3.

Nous allons commencer par récapituler les différents régimes pos-
sibles :

— Le cas d'un gaz en interaction faible, na® < 1aveca > 0. A basse tem-
pérature, ce cas peut étre décrit par I'approximation de Bogoliubov;
a plus haute température, la méthode Hartree-Fock ou le développe-
ment du viriel sont utilisables.

Sur le plan théorique, si le potentiel d’interaction entre atomes est
complétement répulsif, avec une portée b ~ a (c’est le cas pour un
potentiel de spheres dures par exemple), aucune instabilité n’est a
craindre. Sur le plan pratique, il y a toujours des états liés dans le
potentiel interatomique pour les espéces utilisées au laboratoire, ce
qui peut induire des pertes* d’atomes qui s’échappent du piege sous
forme de molécules diatomiques. Ces molécules sont formées lors
d’une collision a trois corps, dans laquelle deux partenaires forment
I'état lié et le troisieme emporte 1'énergie libérée lors de la création
du dimere. Rappelons que ces pertes sont absentes pour le gaz de

4. En fait, ces pertes sont elles-mémes un processus intéressant, présentant un carac-
tere d’universalité, comme montré théoriquement par BRAATEN & HAMMER (2013a) et
LAURENT, LEYRONAS et al. (2014), et étudié expérimentalement par REM, GRIER et al. (2013),
FLETCHER, GAUNT et al. (2013) et EISMANN, KHAYKOVICH et al. (2016). Par ailleurs, ces
pertes peuvent conduire a une mise en défaut des relations de Tan, comme montré dans le
cas uni-dimensionnel par BOUCHOULE & DUBAIL (2021).
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Fermi de spin 1/2 car le principe de Pauli interdit d’avoir trois fer-
mions proches 'un de l'autre si seulement deux états de spin 1 et |
sont disponibles.

Heureusement, comme expliqué au chapitre 3 (§1.1), la condition
na® < 1 garantit qu’il existe une plage de temps durant laquelle le
gaz a atteint son état d’équilibre sans que les pertes mentionnées ci-
dessus ne jouent un role appréciable.

— Le cas d’une interaction faible (n|a|> < 1) avec a < 0. A basse tempé-
rature et a trois dimensions, 1'utilisation de la théorie de champ moyen
conduit & une instabilité dynamique du gaz et a son collapse.

— Le régime d’interaction forte, n|a|> > 1, a pouvant étre positif ou né-
gatif. Dans ce cas, qui nécessite |a| > b, une série d’états faiblement
liés a trois corps peut apparaitre, ces états étant en nombre infini pour
a = £o0o: C'est le probleme bien connu d’"EFIMOV (1971) [voir NAIDON
& ENDO (2017) pour une revue]. Ces états peuvent avoir une grande
extension et il est facile de les former lors des collisions dans le gaz.
La contribution de ces états doit donc étre prise en compte dans la
détermination de 1’équilibre thermodynamique du systeme.

Pour caractériser la thermodynamique du systéme, il faut alors intro-
duire, en plus du contact a deux corps, un autre parametre appelé
contact a trois corps (BRAATEN, KANG et al. 2011; WERNER & CASTIN
2012a; SMITH, BRAATEN et al. 2014). La premiére mesure expérimen-
tale de ce contact a trois corps a été faite par FLETCHER, LOPES et al.
(2017). Nous ne discuterons pas ces expériences ici car leur explica-
tion nécessite la mise en place d'un formalisme spécifique, que nous
reportons a un prochain cours.

Par ailleurs, dans ce régime, la formation de dimeéres mentionnée plus
haut devient problématique. Dans le régime proche de T' = 0, le gaz
n’a pas le temps d’atteindre son état d’équilibre avant d’avoir perdu
une fraction significative de ses constituants. L’étude de 'équilibre
thermodynamique d"un gaz de Bose en interaction forte ne peut donc
se faire que dans le régime non dégénéré (LI & HO 2012; FLETCHER,
GAUNT et al. 2013 ; REM, GRIER et al. 2013; CHEVY & SALOMON 2016).
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T =0 | Nondégénéré n\* < 1
Hors résonance | (47na)? 2 x (4na)?
A résonance ~ ni/3 32m(n\)?

TABLE 1. Valeurs prédites pour le contact i deux corps par unité de volume C'/ L3
d’un gaz de Bose.

4-2 Prédictions pour le contact a deux corps

Nous avons reporté dans la table 1 les valeurs attendues pour le contact
a deux corps d'un gaz de Bose dans les régimes mentionnés ci-dessus.
Dans le cas de la température nulle et hors résonance, on a affaire a un
condensat de Bose-FEinstein "ordinaire". La valeur du contact se déduit di-
rectement de la prédiction de champ moyen pour l'énergie du condensat :

drh2a

avec g = C = (4wa)*nN.  (65)

1
Echp. moy. — ggnN

Restons dans le cas non résonant et passons au cas non dégénéré. En uti-
lisant le développement du viriel, nous avons vu au chapitre 1, §2.3, que
I'énergie d’interaction est simplement doublée par rapport a la valeur (65).
Le contact est donc lui aussi doublé, cette augmentation étant simplement
une signature de l'effet de groupement découvert par HANBURY-BROWN
& TWiss (1956).

Passons maintenant au cas résonant. La valeur a température nulle est
simplement indiquée ici sous forme de la loi d’échelle ~ n*/3 (DIEDERIX,
HEIJST et al. 2011; SYKES, CORSON et al. 2014; SMITH, BRAATEN et al.
2014), mais est difficile a tester expérimentalement. En effet, comme ex-
pliqué en §4-1, il n’est pas possible de produire le gaz dans un état d’équi-
libre dans ce régime, compte tenu du taux élevé de pertes a trois corps.
En revanche, la prédiction de la derniére case du tableau, correspondant a
un gaz non dégénéré en interaction résonnante, est testable expérimenta-
lement (FLETCHER, LOPES et al. 2017). Nous allons maintenant expliquer
brievement comment arriver a cette valeur.

Nous utilisons le développement du viriel, déja abordé au chapitre 1 de
ce cours, qui donne le développement du grand potentiel €2 en puissances
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de la fugacité z = exp(u/ksT) :

ksTV & :

Q=-PV=-—3% > bi(1)# (66)
j=1

que nous allons tronquer a l'ordre 2 inclus. Nous allons utiliser la défini-

tion thermodynamique du contact (rappellons que b1(T) = 1 pour toute

température) :

2m, (09
¢ = Bram (00 — 16x2nNaa? | 22 (67)
h? Oa TV Oa ) r

ol nous avons utilisé z = nA\? a cet ordre du calcul.

Reprenons maintenant la partie de b (") liée aux interactions et calculée
au chapitre 1:

i) _ 272 / T Do kT g, 4 @(a) 95/ BT (68)
N

On rappelle que la premiére contribution provient du continuum formé
par les états de diffusion; elle fait intervenir le déphasage dy(k) d’une col-
lision en onde s, donné par :

d50 —a

TR Tk (69)

La seconde contribution, due a 1'éventuel état lié intervenant dans la ré-
sonance, d’énergie Ej, = —h?/ma?, nest présente que dans le domaine
a > 0, d’ot la fonction de Heaviside O(a).

Le calcul consiste a prendre la dérivée de b, par rapport a a, puis consi-
dérer la limite a = +oo. Il ne pose pas de difficultés de principe, méme
s’il est un peu long [voir par exemple BRAATEN & HAMMER (2013b)]. On
arrive a la méme valeur dans les deux limites ¢ — —oo (pas d’état lié) et
a — +oo (I'état lié contribue). Cette valeur est indiquée dans le tableau
1. Notons que bien que le contact C'(a) lui-méme soit continu et fini en
1/a = 0, ses dérivées a gauche et a droite ne coincident pas du fait de la
singularité introduite par la fonction ©(a). La courbe C(a) présente donc
un point anguleux a résonance.
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FIGURE 13. Gauche : spectre radio-fréquence mesuré sur un condensat de 8°Rb.
On déduit la valeur du contact de I'aile de ce spectre, ajustée par une loi en w=3/2.
Droite : variation du contact avec la longueur de diffusion a. Figure extraite de
WILD, MAKOTYN et al. (2012).

4-3 Contact a deux corps et spectroscopie radiofréquence

La premiére détermination expérimentale du contact C pour des bosons
a été menée par WILD, MAKOTYN et al. (2012) sur un gaz de ®**Rb condensé.
Grace a une résonance de Feshbach (B = 155G), la longueur de diffusion
a été variée entre 300 a( et 1300 ao, soit de 3 & 13 fois la portée b ~ Ryqw
du potentiel de van der Waals. Cette détermination s’est appuyée sur la
spectroscopie radio-fréquence, similaire a celle décrite pour les fermions
en §2, avec la recherche d’une composante en (w — wy)~%/2 dans l'aile du
spectre [cf. § 2-3]. Un résultat typique est montré en figure 13 (gauche).

WILD, MAKOTYN et al. (2012) ont ensuite étudié (toujours dans la limite
de température nulle) la variation du contact avec la longueur de diffusion
a. En utilisant le lien entre contact et 9F/da, on déduit du résultat de LEE,
HUANG et al. (1957) la valeur attendue pour C':

C = (47a)*nN, (1 + 64\/@) . (70)
3V

Le résultat expérimental est tracé en figure 13 (droite). En trait plein, on a

tracé la prédiction de champ moyen (uniquement le "1" dans la parenthese

ci-dessus). En ligne tiretée, on montre la prédiction incluant la correction

en vna3. Pour ces données, la densité moyenne est ~ 6 x 1012cm™ et la

valeur maximale de v/na® est ~ 0.04. L'origine précise de 1’écart entre les
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¢.> a : collisions 3D

. ¢, < A, & thermodynamique 2D

FIGURE 14. Gaz quasi-bidimensionnel utilisé pour la mesure du contact a deux
corps par ZOU, BAKKALI-HASSANI et al. (2021).

données expérimentales et la prédiction (70) n’est pas connue, mais WILD,
MAKOTYN et al. (2012) mentionnent la dépendance de la valeur de C me-
surée avec B. La quantité B désigne ici la vitesse avec laquelle le champ
magnétique est amené a sa valeur finale pour fixer la valeur de la longueur
de diffusion. On peut donc suspecter que de légers effets hors équilibre
sont venu perturber ces mesures.

WILD, MAKOTYN et al. (2012) ont également recherché une signature
du contact a trois corps dans leur données. Ce contact devrait se mani-
fester par une aile en G(w)/w?, ott G(w) est une fonction log-périodique
dépendant du parametre a trois corps introduit par 1'effet Efimov. Toute-
fois, aucune contribution mesurable de cette physique a trois corps n’a été
observée dans cette expérience.

4-4 Mesure par spectroscopie de Ramsey

Z0U, BAKKALI-HASSANI et al. (2021) ont effectué une mesure du
contact d’'un gaz de Bose dans le cas non résonant, en balayant une vaste
plage de températures allant du régime quasi non-dégénéré (densité dans
I'espace des phases D ~ 2) jusqu’au cas d'un condensat pratiquement
pur (D ~ 70). Cette mesure a été menée dans une configuration quasi-
bidimensionnelle (figure 14) : I'épaisseur du gaz selon la dimension "gelée"
est petite devant la longueur d’onde thermique et la longueur de cicatrisa-
tion, mais elle reste grande devant la longueur de diffusion a, de sorte que
la modélisation 3D adoptée jusqu’ici continue a étre pertinente.

La procédure expérimentale tire parti du fait que les longueurs de diffu-
sion décrivant les interactions entre atomes dans un gaz de 8"Rb sont toutes
voisines les unes des autres pour les différents états internes possibles com-
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FIGURE 15. Transfert entre deux états internes de " Rb permettant de déterminer

la valeur du contact a deux corps.

posant le niveau électronique fondamental. Partant d'un gaz dans I'état in-
terne |[1) = |F = 1,m = 0) (a11 = 100.9 ag), ZOU, BAKKALI-HASSANI et al.
(2021) ont mesuré I'énergie AFE a fournir au gaz® pour le faire basculer en-
tierement vers l'état |2) = |F = 2,m = 0) (ag2 = 94.9 ap) [¢f. figure 15]. Le
contact se déduit alors directement de la définition thermodynamique :

_ o gmma” 71
¢ h? da h2 Aa (71)

_ 8rma? (8E) _ 8mma®> AE
N,V,S

avec Aa = az —a;. La transition s’effectue (a peu prés) a entropie constante

du fait de la faible variation de a.

Le transfert de |1) vers |2) est effectué par une méthode de Ram-
sey, comportant deux bréves impulsions micro-onde 7/2 séparées par un
temps d’attente de durée 7 = 10ms. On balaye la fréquence v de la micro-
onde induisant le transfert et on cherche pour quelle valeur de v le trans-
fert est optimal. Un exemple de signal de Ramsey est montré en figure
16, gauche. On peut vérifier qu’au sommet de la frange centrale (dont la
position dépend de la densité du gaz), le transfert de |1) vers |2) est effec-
tivement total.

Le lien avec le contact s’établit® grace a (71) et le résultat est montré
en figure 16, droite. Les résultats de ZOU, BAKKALI-HASSANI et al. (2021)

5. apres soustraction de I'énergie Nhig, ol hig est le changement d’énergie interne pour
un atome isolé.

6. Pour appliquer le résultat (71), il est important que les trois longueurs de diffusion
a11,a12, a2 soient voisines, c’est-a-dire que 1'on soit proche de la symétrie SU(2) pour ce
systéme a deux états.. Cette contrainte sur a12 provient du fait que pendant la durée d’attente
7 entre les deux pulses, les deux états |1) et |2) sont simultanément présents dans le piege
[voir ZOU, BAKKALI-HASSANI et al. (2021) pour une description détaillée de 1'évolution du
gaz durant cette phase].
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FIGURE 16. Gauche : Signal de spectroscopie de Ramsey, permettant de détermi-
ner 'énergie a fournir & un gaz de 8 Rb pour faire basculer son état interne de
|F' = 1,m = 0) vers |F = 2,m = 0) et changer ainsi sa longueur de diffusion
de Aa = asy — aq1. Droite : Valeur du contact déduite de (71), tracée en unité du
contact Cy calculé par I'approximation de Bogoliubov. La courbe tiretée donne le
résultat du développement du viriel (REN 2004). La courbe pointillée correspond
aux prédictions d'une théorie de champ classique (PROKOF’'EV & SVISTUNOV
2002). Figure extraite de ZOU, BAKKALI-HASSANI et al. (2021).

sont en bon accord avec les théories existantes dans les deux cas limites du
gaz non dégénéré (développement du viriel) et du gaz fortement dégénéré
(méthode de champ classique ou approximation de Bogoliubov). Dans la
zone critique ou1 se produit la transition superfluide (densité dans 1’espace
des phases ~ 8), il n’existe a notre connaissance pas de théorie ayant re-
produit ces résultats expérimentaux.
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