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1-1 Préliminaire : terme de Hartree, terme de Fock . . . . 31

1-2 Hamiltonien à N corps en seconde quantification . . 32

1-3 Les hypothèses de l’approche de Bogoliubov . . . . . 32

1-4 Points de vue grand-canonique vs. canonique . . . . 33

2 L’hamiltonien de Bogoliubov à deux modes . . . . . . . . . . 34

2-1 Approche perturbative . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2-2 Transformation canonique . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2-3 État fondamental de l’hamiltonien . . . . . . . . . . . 37

3 Exemple : le gaz de spin 1 en "dimension zéro" . . . . . . . . 39

3-1 Interactions en onde s . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3-2 L’approximation du mode unique . . . . . . . . . . . 40

3-3 Effet Zeeman et hamiltonien de Bogoliubov . . . . . 42

3-4 Réponse du gaz à un saut de champ magnétique . . . 43

III L’énergie de Lee-Huang-Yang et la déplétion quantique 47

1 Remarques préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3



1-1 Préliminaire 1 : le développement de Born . . . . . . 48

1-2 Préliminaire 2 : les différents secteurs pour k . . . . . 49

1-3 Illustration : le spectre d’excitation . . . . . . . . . . . 51

2 Énergie LHY et déplétion quantique . . . . . . . . . . . . . . 52

2-1 L’énergie de l’état fondamental . . . . . . . . . . . . . 52

2-2 Calcul de l’énergie ELHY . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2-3 La déplétion quantique . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3 Hamiltonien de Bogoliubov pour V̂pp . . . . . . . . . . . . . 55

3-1 Potentiel de contact et pseudo-potentiel V̂pp . . . . . 55

3-2 Les subtilités du pseudo-potentiel . . . . . . . . . . . 56

3-3 Méthode de Bogoliubov pour le pseudo-potentiel . . 57

3-4 L’énergie de l’état fondamental . . . . . . . . . . . . . 58

4 Mesures de la déplétion quantique . . . . . . . . . . . . . . . 59

4-1 Le cas de l’hélium liquide . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4-2 Mesure sur un gaz atomique . . . . . . . . . . . . . . 61

4-3 Paires d’atomes dans le vide de Bogoliubov . . . . . 62

IV État fondamental du gaz de Bose 65

1 Mesures de l’énergie LHY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

1-1 Le problème des pertes à trois corps . . . . . . . . . . 67

1-2 Mode de respiration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

1-3 Détermination de l’équation d’état . . . . . . . . . . . 69

1-4 Distribution en impulsion et énergie cinétique . . . . 70

2 Le spectre d’excitation d’un condensat . . . . . . . . . . . . . 71

2-1 Resommation du développement de Born . . . . . . . 71

2-2 Mesure du spectre de Bogoliubov . . . . . . . . . . . 72

2-3 Expériences de Boulder et Cambridge : q & 1/a . . . 73

2-4 Retour vers l’approche de Beliaev . . . . . . . . . . . 74

2-5 La formule de Feynman . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

2-6 Problème résolu? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3 Mélanges et gouttelettes quantiques . . . . . . . . . . . . . . 77

3-1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3-2 Stabilité d’un mélange binaire (chp. moyen) . . . . . 78

3-3 L’énergie LHY pour un mélange . . . . . . . . . . . . 79

3-4 Stabilisation de gouttelettes . . . . . . . . . . . . . . . 80

V Le contact à deux corps 85

1 Champ d’application du concept de contact . . . . . . . . . . 86

1-1 Contribution des états liés . . . . . . . . . . . . . . . . 86

1-2 Conditions d’application : fermions vs. bosons . . . . 87

1-3 Rappel sur le gaz de Fermi . . . . . . . . . . . . . . . 87

1-4 Résonances de Feshbach larges ou étroites? . . . . . . 88

2 Contact et corrélations à deux corps . . . . . . . . . . . . . . 89

2-1 Rappel : états de diffusion proches de E = 0 . . . . . 89

2-2 Un argument qualitatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

2-3 Fonction de corrélation spatiale à deux corps . . . . . 90

2-4 Distribution de paires . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

2-5 Distribution en impulsion . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3 Définition thermodynamique du contact . . . . . . . . . . . . 94

3-1 Une nouvelle variable thermodynamique . . . . . . . 94

3-2 Un lemme utile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

3-3 Variation de a et contact . . . . . . . . . . . . . . . . . 95



3-4 La cas de la température non nulle . . . . . . . . . . . 96

3-5 Contact et théorème du viriel . . . . . . . . . . . . . . 97

4 Premières mesures du contact . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4-1 Distribution en impulsion d’un gaz de Fermi . . . . . 98

4-2 Lois d’échelle pour le contact . . . . . . . . . . . . . . 99

4-3 Études numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4-4 Résonance de Feshbach et fraction moléculaire . . . . 101

VI Les différentes facettes du contact à deux corps 103

1 Contact et pseudo-potentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

1-1 Rappels sur la définition du contact . . . . . . . . . . 104

1-2 La limite d’une portée b nulle . . . . . . . . . . . . . . 104

1-3 L’approche pseudo-potentiel . . . . . . . . . . . . . . 105

1-4 Le cas d’un potentiel en "vrai" Dirac . . . . . . . . . . 106

2 Contact et spectroscopie radio-fréquence . . . . . . . . . . . 107

2-1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

2-2 Le centre de gravité du spectre . . . . . . . . . . . . . 108

2-3 L’aile du spectre radio-fréquence . . . . . . . . . . . . 109

3 Études expérimentales sur le gaz de Fermi . . . . . . . . . . 111

3-1 Spectroscopie radio-fréquence . . . . . . . . . . . . . 111

3-2 Mesure du contact par pertes d’atomes . . . . . . . . 112

3-3 Le contact en onde p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4 Contact à deux corps pour le gaz de Bose . . . . . . . . . . . 116

4-1 Les différents régimes pour le gaz de Bose . . . . . . 116

4-2 Prédictions pour le contact à deux corps . . . . . . . . 117

4-3 Contact à deux corps et spectroscopie rf . . . . . . . . 118

4-4 Mesure par spectroscopie de Ramsey . . . . . . . . . 119

Références 120





Introduction

Comment passer du simple au complexe, de l’individuel au collectif,
du microscopique au macroscopique? La connaissance des propriétés des
constituants de base de la matière ordinaire, atomes et molécules, permet-
elle de prédire le comportement d’une assemblée de N � 1 particules,
qu’elle soit gazeuse, liquide ou solide?

Cette question s’est posée dès la mise en place du formalisme de la phy-
sique statistique. Un exemple célèbre est l’équation d’état pour un fluide
de volume V , de pression P et de température T écrite 1 par Johannes Di-
derik van der Waals en 1873 dans sa thèse de doctorat, équation qui lui
valut le prix Nobel de physique en 1910 :

(
P + a′

N2

V 2

)
(V −Nb′) = NkBT. (1)

Dans cette équation, les paramètres a′ et b′ sont censés décrire les proces-
sus physiques microscopiques qui induisent une déviation par rapport au
gaz parfait, pour lequel PV = NkBT : a′ caractérise les interactions entre
particules, en particulier les interactions de van der Waals, et b′ le volume
occupé par chacune, considérée comme une sphère dure impénétrable.

Une prédiction importante de cette équation est l’universalité des phé-
nomènes caractéristiques des fluides décrits par la physique classique,
comme l’existence d’une transition liquide-gaz et d’un point critique où
la distinction entre liquide et vapeur disparaît 2. L’équation d’état de van
der Waals permet également de relier les propriétés des fluides entre eux
pourvu qu’on utilise des unités réduites qui éliminent les paramètres mi-
croscopiques a′ et b′. Si on note Pc, Tc et nc la pression, la température et la

1. Les variables utilisées par van der Waals n’étaient pas le nombre de molécules N , ni la
constante de Boltzmann kB, mais le nombre de moles et la constante R des gaz parfaits. On
passe d’un système de notation à l’autre par une multiplication par le nombre d’Avogadro.

2. Rappelons que ce point critique est obtenu par la recherche du point d’inflexion du

densité n = N/V au point critique, on peut mettre cette équation sous la
forme

P

Pc
= F

(
T

Tc
,
n

nc

)
(3)

où F est une fonction identique pour tous les fluides.

Cette universalité, appelée loi des états correspondants, est illustrée sur
la figure 1 extraite de l’article de GUGGENHEIM (1945). L’auteur y a tracé
pour huit fluides différents la densité du gaz et la densité du liquide pour
toute une gamme de températures inférieures à la température critique.
Les densités sont mesurées en unité de nc et les températures en unité de
Tc, de sorte que l’universalité exprimée par (3) doit conduire à une seule
et même courbe pour les différents fluides. C’est effectivement ce qui se
produit, en bonne approximation, pour les huit fluides considérés.

L’équation de van der Waals et sa généralisation par GUGGENHEIM

(1945) sont des approches entièrement classiques. Elles sont valables à
haute température, plus précisément à basse densité dans l’espace des
phases :

nλ3 � 1 avec λ =

(
2π~2

mkBT

)1/2

, (4)

où λ est la longueur d’onde thermique.

Nous allons dans ce cours nous intéresser au point de vue opposé, dans
lequel les effets quantiques jouent un rôle essentiel. Ce point de vue est

réseau de courbes isothermes P (V ) à T donnée. Il faut donc résoudre

Point critique :
(
∂P

∂V

)

T

= 0

(
∂2P

∂V 2

)

T

= 0, (2)

exprimant notamment que la compressibilité du fluide est infinie en ce point.
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FIG. 2. 

these formulae should be used for computing 
values of pg. There are however occasions when 
one requires relatively accurate values not of pg 
itself but of (Pl- pg) / pc; on such occasions formula 
(6.4) . in view of its extreme simplicity and 
surprisingly high accuracy has much to recom-
mend it. An example of its use will occur in 
Section 16. 

7. VAPOR PRESSURE 

At temperatures considerably below the critical 
temperature, say T<0.65Tc, when formula (6.2) 
for Pu becomes inaccurate it is convenient to con-
sider the equilibrium vapor pressure Prather 
than pg. According to the principle of corre-
sponding states one should expect P fPc to be a 
universal function of T /Tc• In particular the 
temperatures T8 at which the equilibrium pres-

sure P is one-fiftieth of the critical pressure 
should be corresponding temperatures for differ-
ent substances and the ratio of T. to Tc should 
have a universal value. On the other hand Tb the 
boiling points at a pressure of one atmosphere are 
not corresponding temperatures for different 
substances. In rows 9 and 10 of Table I are given 
Tb the boiling point at a pressure of one atmos-
phere, and T. the boiling point at a pressure one-
fiftieth the critical pressure. In rows 11 and 12 
are given the ratios To/Te and T./Tc. It will be 
seen that the values of the latter are, as expected, 
more nearly the same than the values of the 
former. 

8. ENTROPY OF EVAPORATION 

According to Trouton's rule the molar entropies 
of evaporation for different substances have 
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FIGURE 1. Caractère "universel" de la coexistence liquide-gaz pour une série de
fluides différents, représentée ici sur un diagramme densité-température. On a
tracé sur ce graphique la densité du gaz (branche de gauche) et celle du liquide
(branche de droite). Les densités et les températures sont exprimées en unités des
valeurs critiques pour chacun des corps, nc (notée ici ρc) et Tc. Au point cri-
tique, en haut du graphe, les deux courbes se rejoignent. Notons que les ajuste-
ments indiqués par une ligne continue diffèrent quantitativement de la prédiction
pour l’équation d’état de van der Waals, même si l’allure générale des résultats est
conforme à ce qu’on attend pour (1). Figure tirée de GUGGENHEIM (1945).

bien entendu motivé par le développement considérable des recherches
autour de la physique des gaz à très basse température qui s’est produit au
cours des vingt dernières années. Grâce à la combinaison du refroidisse-
ment d’atomes par laser et par évaporation, on sait produire des fluides bo-
soniques ou fermioniques fortement dégénérés. Pour ces fluides, les inter-
actions doivent être décrites par la physique quantique. Plus précisément,
les collisions se produisent essentiellement dans l’onde partielle de mo-
ment cinétique nul, l’onde s. Elles sont donc caractérisées par un nombre,
la longueur de diffusion a, dont la valeur peut, pour certaines espèces ato-
miques, être ajustée à une valeur arbitraire, voire même a = ±∞, grâce à
des résonances de diffusion appelée résonances de Fano–Feshbach.

Notre but va être de comprendre dans quelle mesure on peut retrouver
une universalité quantique, similaire dans son principe à celle montrée en
figure 1. Cette universalité doit permettre de relier les propriétés macro-
scopiques du fluide, comme son énergie, à cette grandeur microscopique
a. Nous allons pour cela procéder par étapes selon le plan suivant :
— Le chapitre 1 sera consacré au cas faiblement dégénéré, nλ3 . 1, qui

peut être abordé par le développement du viriel, c’est-à-dire un déve-
loppement de l’équation d’état en puissances de nλ3.

— Les chapitres 2, 3 et 4 seront consacrés au cas du gaz de Bose forte-
ment dégénéré, nλ3 � 1, mais en interaction relativement faible au
sens où na3 � 1. Nous commencerons par la présentation détaillée
de la méthode de Bogoliubov, puis nous étudierons les corrections
d’ordre supérieur, comme celle de Lee-Huang-Yang (LEE, HUANG et
al. 1957). Nous présenterons également plusieurs expériences récentes
fournissant des tests quantitatifs de ces théories. Nous expliquerons
par ailleurs comment ces corrections permettent de stabiliser des états
"liquides", c’est-à-dire des états de densité indépendante du nombre
de particules (PETROV 2015).

— Dans les chapitres 5 et 6, nous aborderons le cas des systèmes en inter-
action forte, dans lesquels une résonance de diffusion permet de réali-
ser une situation telle que na3 & 1, tout en restant dans le régime dilué
nb3 � 1 où b est la portée du potentiel. Nous présenterons le concept
de contact introduit par S. Tan (TAN 2008a ; TAN 2008c) et nous mon-
trerons comment il permet de relier la physique à un ou deux corps,
par exemple la distribution en impulsion n(k) et la fonction de corré-
lation spatiale g2(ra, rb), à la physique à N corps par l’intermédiaire
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des fonctions thermodynamiques.

Nous utiliserons dans ce cours un certain nombre de notions qui ont
été développées en détail dans le cours de l’an passé : collision en onde
s et longueur de diffusion, développement de Born, résonances de Fano–
Feshbach. Nous rappellerons au fur et à mesure les ingrédients essentiels
pour utiliser ces notions et nous renvoyons le lecteur vers les notes du
cours 2020-21 (DALIBARD 2021) pour les approfondir si besoin est.

Je remercie Jérôme Beugnon, Markus Holzmann, Raphael Lopes, Syl-
vain Nascimbene, Félix Werner et Willi Zwerger pour de nombreuses dis-
cussions sur les points abordés dans ce cours.





Chapitre I

Gaz quantiques faiblement dégénérés : l’approche
"développement du viriel"

Nous abordons dans ce chapitre une première méthode pour relier
la physique à petit nombre de corps et les propriétés macroscopiques
d’un fluide. Cette méthode, qui porte le nom de développement du vi-
riel, est utilisable pour des fluides faiblement dégénérés, c’est-à-dire une
densité dans l’espace des phases nλ3 � 1, où n est la densité spatiale et
λ =

√
2π~2/mkBT la longueur d’onde thermique, T désignant la tempéra-

ture.

Cette approche du viriel consiste à proposer un développement d’une
fonction thermodynamique du fluide macroscopique, sa pression par
exemple, en puissances de la densité n ou de la fugacité 1 z = exp(µ/kBT ),
où µ est le potentiel chimique. Ce type de développement a été proposé par
Kamerlingh Onnes au tout début du vingtième siècle pour un fluide décrit
par la thermodynamique classique, puis étendu à une description quan-
tique par UHLENBECK & BETH (1936) et BETH & UHLENBECK (1937). De
manière remarquable, le coefficient du terme d’ordre n (avec en pratique
n de l’ordre de 2 à 5) est calculable pourvu que l’on sache traiter exacte-
ment le problème à n corps, donc un "tout petit" système très loin du cas
macroscopique [cf. figure 1].

1. Pour un développement en puissances de z, certains auteurs préfèrent utiliser le terme
"développement en amas" (cluster expansion). Nous garderons ici la terminologie la plus com-
mune, "développement du viriel".

Nous commençons ce chapitre par un rappel des bases de la descrip-
tion thermodynamique d’un gaz quantique parfait, décrit par la statistique
de Bose ou de Fermi. Nous trouvons ainsi une première source de dévia-
tion des coefficients du développement du viriel par rapport à un gaz de
Boltzmann. Dans la deuxième partie, nous nous intéressons au premier co-
efficient du viriel non trivial, noté b2. Nous détaillons son calcul dans le cas
d’interactions "standard" et nous retrouvons un résultat célèbre de BETH &
UHLENBECK (1937). Nous discutons ensuite le cas d’interactions binaires
résonantes. La troisième partie est consacrée au cas du gaz de Fermi de spin
1/2 unitaire, c’est-à-dire avec des interactions ↑↓ résonnantes. Il s’agit d’un
système qui joue actuellement un rôle central en physique des gaz quan-
tiques, car il permet de tester de manière très fine différentes approches
théoriques en les confrontant à des résultats expérimentaux. Nous décri-
vons ces expériences et présentons les différents résultats connus pour les
coefficients b3, b4 et b5 du développement.
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CHAPITRE I. LE DÉVELOPPEMENT DU VIRIEL § 1. Le développement du viriel

9

Le principe du développement “en amas”

Régime  : gaz faiblement dégénérénλ3 ≪ 1 λ = ( 2πℏ2

mkBT )
1/2

Gaz caractérisé par sa température  et son potentiel chimique T μ

On cherche un développement des grandeurs thermodynamiques, pression par exemple, en fonction 
du petit paramètre sans dimension                                  (fugacité)z = exp (μ/kBT)

Mayer & Montroll, 1941
Kamerlingh Onnes  (1902)

P
kBT / λ3 = b1(T) z + b2(T) z2 + b3(T) z3 + …

Exemple de lien entre problème à petit 
nombre de corps et thermodynamique

FIGURE 1. Principe du développement du viriel. On exprime la pression P (en
unités de kBT/λ

3) comme un développement en puissances de la fugacité z =
exp(µ/kBT ). Le coefficient d’ordre n, bn(T ), se calcule en résolvant le problème à
n corps correspondant. On fait ainsi le lien entre les propriétés macroscopiques du
fluide et le problème à petit nombre de corps (n allant typiquement de 2 à 5), au
moins dans le cas faiblement dégénéré : nλ3 ∼ z � 1.

1 Le développement du viriel

1-1 Equation d’état d’un fluide

L’état d’un fluide à l’équilibre thermodynamique est caractérisé par la
valeur d’un certain nombre de variables thermodynamiques. Pour un gaz
de particules sans spin, on utilise en général les trois variables suivantes :

— la température T ou sa variable conjuguée, l’entropie S.

— le volume L3 ou sa variable conjuguée, la pression P .

— le nombre de particules N ou sa variable conjuguée, le potentiel chi-
mique µ

L’équation d’état d’un fluide consiste à exprimer une fonction ther-
modynamique, l’énergie E(S,L3, N) ou le grand potentiel Ω(T, L3, µ) par
exemple, en fonction d’un triplet formé à partir de ces variables. Dans un
premier temps, nous allons utiliser le grand potentiel Ω(T, L3, µ), dont la

différentielle totale s’écrit :

dΩ = −S dT − P dL3 − N dµ (1)

On montre en physique statistique [voir par exemple LANDAU &
LIFSHITZ (1975)] que Ω est relié à la fonction de partition dans l’ensemble
grand-canonique ZGC

Ω = −kBT logZGC (2)

avec

ZGC =

∞∑

N=0

zNZN , (3)

où l’on a introduit la fugacité z = exp(µ/kBT ) et où ZN est la fonction de
partition de l’ensemble canonique à N particules, avec Z0 = 1 par conven-
tion. Rappelons la définition de ZN :

ZN =
∑

j

e−Ej/kBT (4)

où la somme porte sur tous les états φj du système à N particules. En pra-
tique, du fait du facteur de Boltzmann e−Ej/kBT , seuls l’état fondamental
d’énergie E0 et les états excités d’énergie Ej − E0 . quelques kBT contri-
buent significativement à ZN .

Une fois connu le grand potentiel Ω(L3, T, µ), on déduit les quantités
thermodynamiques conjuguées des trois variables, l’entropie S, la pression
P et le nombre de particules moyen N (ou la densité spatiale n) :

S = −
(
∂Ω

∂T

)

L3,µ

P = −
(
∂Ω

∂L3

)

T,µ

n =
N

L3
= − 1

L3

(
∂Ω

∂µ

)

T,L3

. (5)

Nous considérons ici un fluide dans lequel les interactions sont à suffi-
samment courte portée pour que le grand potentiel Ω soit une fonction
extensive, c’est-à-dire proportionnelle au volume quand on maintient T et
µ constants. L’intérêt du choix du grand potentiel est alors clair : la relation
entre Ω et P ne peut être que la relation linéaire

Ω = −PL3 (6)
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CHAPITRE I. LE DÉVELOPPEMENT DU VIRIEL § 1. Le développement du viriel

En d’autres termes, une équation d’état possible pour le fluide est l’ex-
pression de la pression P en termes de la température et du potentiel chi-
mique. Pour travailler avec des quantités sans dimension, on peut s’inté-
resser par exemple à

Pλ3

kBT
. (7)

Par transformation de Legendre, on peut ensuite calculer d’autres poten-
tiels thermodynamiques comme l’énergie libre F (L3, T,N) = Ω + µN ou
l’énergie interne E(L3, S,N) = Ω + TS + µN .

1-2 Le gaz parfait classique (Boltzmann)

Le gaz parfait classique correspond à une assemblée de particules de
masse m, non interagissantes et non corrélées, et il obéit à la statistique
de Boltzmann. Si on prend des conditions aux limites périodiques dans la
boîte de volume L3, une base d’états propres à une particule est donnée
par les ondes planes

1√
L3

eik·r, k =
2π

L
n, n ∈ Z3, (8)

d’énergie ~2k2/2m La fonction de partition à une particule est donc

Z1 =
∑

k

e−~
2k2/2mkBT =

L3

(2π)3

∫
e−~

2k2/2mkBT d3k (9)

ou encore

Z1 =
L3

λ3
(10)

Comme les particules ne sont pas corrélées, la fonction de partition à N
particules est égale au produit de N fonctions Z1, au facteur 1/N ! près
nécessaire pour la résolution du paradoxe de Gibbs. On a donc

ZGC =

∞∑

N=0

(zZ1)N

N !
= exp(zZ1) (11)

et donc

Ω = −kBT z Z1 = −kBT z
L3

λ3
. (12)

On déduit de (6) l’expression de la pression

Gaz parfait classique :
Pλ3

kBT
= z (13)

La densité spatiale se déduit de (5) :

nλ3 = z. (14)

Pour le gaz parfait classique, la fugacité est égale à la densité dans l’espace
des phases.

1-3 Les gaz parfaits quantiques

Dans notre monde physique, le gaz parfait classique étudié ci-dessus
n’existe pas. Même si les particules n’interagissent pas (gaz parfait), le fait
qu’elles obéissent à la statistique de Bose ou de Fermi vient introduire des
corrélations entre elles. Par exemple, le principe de Pauli interdit que deux
fermions de même spin occupent le même état k.

Pour des particules quantiques sans interaction, le calcul (2) du grand
potentiel Ω à partir de la fonction de partition grand-canonique ZGC est
un exercice de dénombrement traité dans tous les ouvrages de physique
statistique. Indiquons ici le résultat :

Gaz parfait (Bose) : Ω = kBT
∑

j

log
(

1− z e−Ej/kBT
)

(15)

Gaz parfait (Fermi) : Ω = −kBT
∑

j

log
(

1 + z e−Ej/kBT
)

(16)

où la somme porte sur tous les états φj (spin et orbital) à une particule,
d’énergie Ej .

Prenons un gaz de particules sans spin ou polarisées, de sorte que le de-
gré de liberté de spin n’intervienne pas. Les états φj sont les ondes planes
et on trouve, en remplaçant la somme discrète sur k par une intégrale :

Ω = ±kBT
L3

(2π)3

∫
log
(

1∓ z e−~
2k2/2mkBT

)
d3k (17)
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En utilisant le développement en série

log(1− x) = −
∞∑

j=1

xj

j
, (18)

on arrive à

Gaz parfait (bosons polarisés) :
Pλ3

kBT
=

+∞∑

j=1

1

j5/2
zj (19)

et

Gaz parfait (fermions polarisés) :
Pλ3

kBT
=

+∞∑

j=1

(−1)j+1

j5/2
zj (20)

Le premier terme (j = 1) des développements (19) et (20) coïncide avec
le résultat du gaz classique (13). L’apparition des termes suivants (j ≥ 2)
dans le cas des bosons ou des fermions traduit l’émergence des corrélations
entre particules dues aux statistiques quantiques.

1-4 Le principe du développement du viriel

Nous considérons maintenant un gaz de particules sans spin ou pola-
risées, en interaction, et confiné dans une boîte de volume L3. Le dévelop-
pement du viriel est basé sur la série en puissances de la fugacité z :

Pλ3

kBT
=

∞∑

j=1

bj(T ) zj (21)

Ce développement est utile quand la fugacité z est petite devant 1, c’est-à-
dire µ négatif avec |µ| � kBT . Comme nous l’avons vu sur le cas du gaz
parfait classique [cf. (14)], cela correspond à un gaz faiblement dégénéré,
de petite densité dans l’espace des phases nλ3. On peut alors se restreindre
aux premiers termes du développement, que l’on suppose convergent dans
cette limite z � 1 (LEBOWITZ & PENROSE 1964).

Une fois connu le développement de la pression, on en déduit les autres
quantités thermodynamiques comme la densité n qui se calcule à partir de
(5)

n =

(
∂P

∂µ

)

T,L3

, (22)

ce qui conduit à

nλ3 =

∞∑

j=1

j bj(T ) zj (23)

Les différents coefficients bj(T ) sont obtenus en identifiant terme à
terme les puissances de z dans l’égalité

Pλ3

kBT
=
λ3

L3
logZGC (24)

c’est-à-dire :

b1(T ) z + b2(T ) z2 + . . . =
λ3

L3
log
(
1 + zZ1 + z2Z2 + . . .

)
(25)

On constate alors immédiatement que le premier coefficient du viriel b1(T )
ne fait intervenir que la fonction de partition à un corps Z1 et ne contiendra
donc pas trace des interactions :

b1(T ) =
λ3

L3
Z1 (26)

ou encore, en utilisant la relation Z1 = L3/λ3 :

b1(T ) = 1 (27)

Le deuxième coefficient du viriel b2(T ) requiert la connaissance de Z2,
donc de la physique à deux corps :

b2(T ) =
1

Z1

(
Z2 −

Z2
1

2

)
(28)

et on trouve de même :

b3(T ) =
1

Z1

(
Z3 − Z1Z2 +

Z3
1

3

)
(29)
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Plus généralement, le coefficient d’ordre j, bj(T ), fait intervenir la so-
lution des problèmes à au plus j corps, et seulement eux ! On a donc
la propriété remarquable suivante : le développement du viriel, quand il
converge, permet de relier de manière naturelle la physique à petit nombre
de corps et les propriétés macroscopiques du fluide. Dans le paragraphe
qui suit, nous allons nous concentrer sur les processus à deux corps, c’est-
à-dire la première déviation par rapport au gaz parfait.

2 Le deuxième coefficient du viriel

D’après les résultats énoncés au paragraphe précédent, le deuxième
coefficient du viriel b2(T ) contient les premières corrections au gaz par-
fait classique. Ces corrections correspondent à l’émergence de corrélations
entre particules causées par

— les simples effets des statistiques quantiques, avec

b
(0)
2 = ± 1

25/2
(30)

comme nous l’avons vu en (19) et (20). L’exposant (0) indique ici que
le résultat est obtenu pour un gaz parfait.

— les interactions entre particules, auxquelles nous allons nous intéresser
dans les paragraphes qui suivent.

D’après (28), la correction à b2 liée aux interactions est directement propor-
tionnelle à la correction à Z2, que nous noterons ∆Z2.

Les effets quantiques pour b2. Avant de passer au rôle des interactions,
il est instructif de vérifier que l’on peut retrouver simplement le coefficient
b
(0)
2 . Pour des bosons, une base d’états possibles est donnée par les paires

(k1,k2), en ne comptant qu’une fois la paire (k1,k2) ≡ (k2,k1) et sans
restriction pour l’état k1 = k2. Pour des fermions polarisés, on ne compte
également qu’une fois chaque paire mais l’état k1 = k2 est exclu. On peut
regrouper les deux cas en écrivant :

Z2 =
1

2

∑

k1,k2

e−~
2(k21+k22)/(2mkBT ) ± 1

2

∑

k

e−~
2k2/(mkBT ) =

Z2
1

2
± Z1

25/2
(31)

avec le signe + pour les bosons et − pour les fermions. On retrouve bien

Gaz parfait quantique : b
(0)
2 = ± 1

25/2
(32)

2-1 Séparation "centre de masse" et "mouvement relatif"

Considérons un gaz de bosons polarisés dans lequel les particules in-
teragissent deux à deux par le potentiel V (r), supposé isotrope. Nous ré-
écrivons ici la fonction de partition à deux particules Z2 sous la forme :

Z2 =

(∑

K

e−~
2K2/(4mkBT )

)
∑

j

e−Ej/kBT


 . (33)

Nous avons séparé le mouvement libre du centre de masse, paramétré par
son impulsion K = k1 + k2 associé à la masse totale 2m, et le mouvement
de la variable relative, caractérisé par ses états propres ψj(r) d’énergie Ej ,
et associé à la masse réduite mr = m/2.

La partie "centre de masse" se calcule comme précédemment pour don-
ner :

ZCdM =
∑

K

e−~
2K2/(4mkBT ) = 23/2Z1 (34)

La somme intervenant dans la partie "variable relative"

Zrel =
∑

j

e−Ej/kBT (35)

contient la contribution de tous les états de moment cinétique (ondes par-
tielles) ` = 0, 2, 4, . . . autorisés par le principe de symétrisation :

Zrel =
∑

`

Zrel
` . (36)

Nous supposerons ici le gaz de bosons suffisamment froid pour que seules
les interactions en onde s jouent un rôle (rappelons que des fermions po-
larisés n’ont pas d’interaction dans ce canal). La contribution des ondes
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Séparation “centre de masse - variable relative”

Fonction de partition pour le problème à deux corps

Z2 = ∑
j

e−Ej / kBT = ZCdM × Zrel

ZCdM : particule libre de masse    2m → ZCdM = 23/2 Z1
Zrel : somme sur tous les états (libres ou liés) du mouvement relatif, masse réduite m/2

r

Deux cas limites intéressants 

Interaction en onde s loin de résonance : |a | ≪ λ

Interaction en onde s résonante : |a | = ∞
r

V(r)

kBT

FIGURE 2. États de diffusion et états liés pour le problème à deux corps. Dans
le cas non résonnant (|a| � λ), nous allons nous concentrer essentiellement sur
les états de diffusion, et plus particulièrement sur ceux dont l’énergie ne dépasse
pas quelques kBT . Dans le cas résonnant (|a| � λ), nous prendrons également
en compte la contribution du dernier état lié, dont l’énergie ∼ −~2/ma2 est (en
valeur absolue) petite devant kBT .

partielles ` 6= 0 à cette somme est donc identique à celle d’un gaz par-
fait et nous ne l’écrirons pas explicitement. En ce qui concerne la contribu-
tion Zrel

`=0 du canal de moment cinétique ` = 0 (onde s), rappelons qu’elle
contient à la fois la contribution des états liés (molécules diatomiques) et
des états de diffusion, asymptotiquement libres.

2-2 Interactions en onde s loin de résonance

Nous nous plaçons dans ce paragraphe dans une situation "normale"
de l’interaction entre deux atomes, c’est-à-dire une longueur de diffusion

a comparable à la portée du potentiel de van der Waals 2 b ≡ RvdW. Cette
hypothèse vient simplifier notablement le calcul du coefficient b2, à la fois
en ce qui concerne la contribution des états de diffusion et des états liés [cf.
figure 2] :

— Les états libres qui contribuent de façon significative à Zrel
2 sont tels

que ~2k2/2m . quelques kBT , c’est-à-dire k . 1/λ. Or les énergies
thermiques kBT des gaz quantiques sont très inférieures à EvdW ≡
~2/mR2

vdW, qui est de l’ordre de la dizaine de microkelvin, voire plus
pour les atomes légers. D’ailleurs, si ce n’était pas le cas, les collisions
ne se produiraient pas uniquement en onde s. On a donc a � λ, soit
pour tous les vecteurs d’onde k pertinents la relation ka� 1.

— Le potentiel d’interaction entre deux atomes contient généralement de
nombreux états liés, et l’énergie du dernier lié en absence d’une réso-
nance de diffusion est de l’ordre de −EvdW. Comme nous venons de
le dire, cette énergie de liaison est en valeur absolue grande devant
kBT . S’il y avait dans le gaz un processus de collision qui établissait
un équilibre entre les populations des états libres et celles des états liés,
essentiellement tous les atomes se trouveraient sous forme de dimères
(ou de trimères, tétramères, etc.). Heureusement, ce n’est pas le cas : la
formation de dimères peut se produire, mais c’est un processus mar-
ginal à l’échelle de temps des expériences. D’ailleurs, sitôt formés, ces
dimères s’échappent généralement du piège confinant les atomes car
l’énergie libérée lors de leur formation est supérieure à la profondeur
du piège.

Grâce à ces deux remarques, on limite donc le calcul de Zrel
`=0 à la seule

contribution des états de diffusion en onde s, repérés par leur impulsion ~k
et leur énergie ~2k2/2mr = ~2k2/m. La seule difficulté est de les dénombrer
correctement, sachant que le comportement asymptotique de leur fonction
d’onde réduite est pour ka� 1 (voir figure 3) :

u(r) ≈ sin[k(r − a)]. (38)

2. Rappelons que le rayon de van der Waals est défini à partir de la masse d’un atome et
du coefficient C6 décrivant l’interaction de van der Waals par

RvdW =
1

2

(
mC6

~2

)1/4

. (37)

Pour les espèces atomiques utilisées dans les expériences, ce rayon de van der Waals est de
l’ordre de quelques nanomètres.
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Interaction en onde  loin de résonance  ( )s |a | ≪ λ

Energie de liaison des états liés ≫ kBT
On néglige leur contribution : les dimères formés quittent immédiatement le piège

Etats de diffusion contribuant à la fonction de partition : nombre d’onde k ∼ 1/λ ⟶ ka ≪ 1
Etat stationnaire de diffusion      :         pour   ψ(r) u(r) = r ψ(r) ∼ sin [k(r − a)] r ≫ |a |

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

�1

0

1

k /k0 = 0.02
k /k0 = 0.03
k /k0 = 0.05

r/b

k0b = 0.55π
a ≈ 4.7b

ℏ2k20
2mr

= V0

Exemple d’un puits carré de profondeur  :V0

La présence d’un noeud imposé en  
vient modifier la densité d’états 

r = a

FIGURE 3. Etats de diffusion dans un puits carré de profondeur V0 et de largeur
b, avec un nœud commun aux fonctions d’onde en r = a.

La présence du terme en −ka dans le sinus vient en effet modifier leur
densité d’états. Supposons que la particule relative est insérée au centre
d’une sphère de rayon R, avec des conditions aux limites de Dirichlet sur
les parois de la sphère. Les nombres d’onde k doivent donc satisfaire la
condition de quantification

kn = n
π

R− a, n entier positif, (39)

au lieu de kn = nπ/R en absence d’interaction. Le passage d’une somme
discrète à une intégrale pour le calcul de Zrel

`=0 donne alors :

Zrel
`=0 =

∑

n

e−~
2k2n/(mkBT ) =

R− a
π

∫ +∞

0

e−~
2k2/(mkBT ) dk

=
R− a√

2 λ
. (40)

La contribution en R/λ serait présente même en l’absence d’interactions
et elle vient s’ajouter à celle des autres ondes partielles pour donner, tous
calculs faits, la fonction de partition Z2 du gaz parfait quantique. Le terme
intéressant ici est celui lié aux interactions, en a/λ. Une fois multiplié par
ZCdM = 23/2Z1 [cf. (34)], ce terme conduit à la contribution des interactions
à la fonction de partition Z2 recherchée :

∆Z2 = −2Z1
a

λ
(41)

d’où l’on déduit le deuxième coefficient du viriel

Bosons hors résonance (a� λ) : b2(T ) =
1

25/2
− 2a

λ
(42)

avec les deux contributions b(0)
2 = 2−5/2 provenant des statistiques quan-

tiques et b(int.)
2 = −2a/λ provenant des interactions.

2-3 Pression et énergie interne du gaz

Comme nous l’avons expliqué en § 1-1, la connaissance du grand po-
tentiel (à un ordre donné en z) permet de retrouver les autres fonctions
d’état au même ordre. Nous allons utiliser ici le développement du viriel
à l’ordre 2 pour retrouver l’expression de l’énergie d’interaction dans le
régime faiblement dégénéré.

Nous partons de l’expression de Ω :

Ω(T, L3, µ) ≈ −kBT
L3

λ3

[
z + b2(T )z2

]
(43)

dont nous déduisons le nombre de particules moyen

N = −
(
∂Ω

∂µ

)

L3,T

≈ L3

λ3

(
z + 2b2z

2
)

(44)

et l’entropie :

S

kB
= −

(
∂Ω

∂(kBT )

)

L3,µ

≈ L3

λ3

[
5

2
(z + b2z

2)− µ

kBT
(z + 2b2z

2) + z2T
db2
dT

]
.

(45)

À cet ordre du calcul, la relation (44) entre nombre de particules et fu-
gacité peut s’inverser pour donner :

z ≈ nλ3 − 2b2(nλ3)2, (46)

ce qui donne à cet ordre pour la relation pression-densité :

Pλ3

kBT
≈
[
nλ3 − 2b2(nλ3)2

]
+ b2(nλ3)2 = nλ3 − b2(nλ3)2. (47)
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Si on se limite aux corrections liées aux statistiques quantiques, b2(T ) =
±2−5/2, on constate qu’il y a, pour une densité et une température fixées,
un abaissement de pression pour les bosons (b2 > 0) et un accroissement
pour les fermions (b2 < 0), par rapport au cas d’un gaz parfait classique.
Cela se comprend à partir du postulat de (anti)symétrisation. Par exemple,
pour des fermions, le fait d’empêcher deux particules d’être présentes au
même endroit constitue en quelque sorte une diminution de l’espace ac-
cessible, d’où une augmentation de la pression.

Exprimons maintenant l’énergie interne du gaz en fonction de T, L3 et
N (ou n = N/L3) :

E = Ω + TS + µN = NkBT

[
3

2
+ nλ3

(
T

db2
dT
− 3b2

2

)]
(48)

On retrouve bien entendu le terme dominant 3
2kBT correspondant à l’éner-

gie cinétique d’un gaz parfait classique. Examinons les corrections à ce mo-
dèle classique en passant en revue les deux contributions à b2(T ) trouvées
en (42).

— Le terme lié aux statistiques quantiques, b(0)
2 = 2−5/2, ne dépend pas

de la température. Il correspond à un abaissement de l’énergie (pour
des bosons) donné par

Bosons : ∆E(0) = − 3

27/2
NkBT nλ3. (49)

On trouverait la même contribution au signe près pour un gaz de fer-
mions polarisés :

Fermions : ∆E(0) = +
3

27/2
NkBT nλ3. (50)

On voit bien apparaître ici l’infiniment petit du développement, la
densité dans l’espace des phases nλ3.

— Le terme lié aux interactions, issu de b(int.)
2 = −2a/λ, conduit à la mo-

dification de l’énergie

Bosons : ∆E(int.) = gnN avec g =
4π~2a

m
(51)

Ce terme serait absent pour un gaz de fermions polarisés (pas d’inter-
action en onde s).

La forme trouvée pour ∆E(int.) est intéressante à au moins deux titres.
Tout d’abord, elle permet de vérifier que la longueur de diffusion a est
bien le seul paramètre du potentiel d’interaction V (r) qui joue un rôle dans
le problème à N corps, au moins dans le régime faiblement dégénéré. Ce
résultat important ne nécessite pas que le potentiel V (r) puisse être traité
par l’approximation de Born.

Par ailleurs, le coefficient numérique apparaissant dans (51) est instruc-
tif. Dans ce cours, nous serons fréquemment amenés à modéliser le poten-
tiel d’interaction par une interaction de contact (éventuellement régulari-
sée), conduisant à la même longueur de diffusion a que le potentiel réel.
Cela revient à remplacer l’hamiltonien d’interaction

Ĥint =
1

2

∫∫
n̂(r) n̂(r′)V (|r − r′|) d3r d3r′ (52)

où n̂(r) est l’opérateur associé à la densité au point r, par

Ĥint =
g

2

∫
[n̂(r)]

2
d3r avec g =

4π~2a

m
. (53)

Pour un système homogène, on attend donc pour la moyenne de l’énergie
d’interaction

∆E(int.) = 〈Ĥint〉 =
g

2
〈n2(0)〉L3 (54)

ce qui entraîne, par comparaison avec (51), que l’on a dans le régime fai-
blement dégénéré :

〈n2(0)〉 = 2n2. (55)

On retrouve ici l’effet de groupement de type Hanbury-Brown et Twiss,
caractéristique d’une statistique de champ classique avec des fluctuations
gaussiennes (HANBURY-BROWN & TWISS 1956).

2-4 Le voisinage d’une résonance de diffusion

Une résonance de diffusion est caractérisée par une longueur de dif-
fusion a anormalement grande, c’est-à-dire |a| � b où b est la portée du
potentiel. Au voisinage d’une telle résonance, l’évaluation du coefficient b2
doit être modifiée.
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Interaction en onde s résonnante

Elie

V0

a

V0

Résonance de diffusion à énergie nulle

Se produit quand une (légère) 
modification du potentiel d’interaction 
conduit à l’apparition d’un nouvel état lié

• juste avant l’apparition du nouvel état :
longueur de diffusion  grande et négativea

• juste après l’apparition du nouvel état :
longueur de diffusion  grande et positivea
Energie de l’état faiblement lié:

Elie ≈ − ℏ2

ma2

FIGURE 4. Apparition d’un état lié et divergence de la longueur de diffusion a
lors d’une résonance de diffusion.

Rappelons pour commencer la nature de ces résonances, en supposant
que l’on peut modifier finement un des paramètres du potentiel d’interac-
tion V (r) en faisant apparaître un nouvel état lié dans ce potentiel 3. On a
le résultat général suivant, connu sous le nom de théorème de Levinson [cf.
figure 4] :

— Juste avant que l’état lié n’apparaisse, la longueur de diffusion est
grande et négative.

— Au seuil d’apparition de l’état lié, la longueur de diffusion est infinie.

3. La description qui suit s’applique sans modification au cas d’une résonance de Fano-
Feshbach, au moins pour le cas d’une résonance large. Pour une étude dans le cas d’une
résonance étroite, on pourra consulter ENDO & CASTIN (2016b)

— Juste après l’apparition de l’état lié, la longueur de diffusion est
grande et positive.

Dans ces conditions, il est indispensable de prendre en compte la contri-
bution de cet état faiblement lié à la fonction de partition car sa fonction
d’onde est très étendue (∼ a) et il peut être significativement peuplé lors
de collisions entre atomes. Par ailleurs, son énergie (négative) :

Elie ≈ −
~2

ma2
(56)

peut devenir très faible devant kBT et une population significative de cet
état lié est possible sans que le gaz ne soit entièrement sous forme de di-
mères.

Par ailleurs, le déphasage δ0(k) varie très vite avec k et il n’est plus
légitime de supposer δ0(k) ≈ −ka comme nous l’avons fait en (38). Il faut
revenir à l’expression

u(r) ≈ sin [kr + δ0(k)] (57)

où le déphasage se déduit de l’expression générale

tan[δ0(k)] = −ka. (58)

Comme dans le cas non résonnant, les interactions viennent changer
la densité d’états qui intervient dans la sommation sur tous les nombres
d’onde possibles. En prenant ici encore des conditions aux limites de Diri-
chlet dans une boîte sphérique de rayon R, on a maintenant la condition
de quantification sur k :

knR+ δ0(kn) = nπ, n entier positif (59)

de sorte que l’intervalle entre deux valeurs de k successives vérifie

(kn+1 − kn)

(
R+

dδ0
dk

)
= π. (60)

On peut alors reprendre le calcul de la fonction de partition Zrel
`=0 comme

en (40) pour trouver :

Zrel
`=0 = (. . . ) +

1

π

∫ +∞

0

dδ0
dk

e−~
2k2/mkBT dk +

[
e−Elie/kBT

]
. (61)
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Dans cette expression, le premier terme (. . .) représente la contribution du
rayon de la sphere R : elle est indépendante des interactions et sera donc
omise dans ce qui suit. Par ailleurs, le dernier terme correspond à la contri-
bution de l’éventuel état lié : cette contribution ne doit être prise en compte
que du côté a > 0, puisque cet état n’existe pas tant que a est négatif ; les
crochets autour de ce terme indiquent cette restriction. Dans ce qui suit,
on multipliera cette contribution par la fonction de Heaviside Θ(a) pour
prendre en compte les deux possibilités.

En utilisant l’expression de la fonction de partition pour le centre de
masse, ZCdM = 23/2Z1 [cf. (34)], on trouve alors la contribution des inter-
actions au deuxième coefficient du viriel 4 :

b
(int)
2 =

23/2

π

∫ +∞

0

dδ0
dk

e−~
2k2/mkBT dk + 23/2e−Elie/kBTΘ(a). (63)

Calculons explicitement l’intégrale sur k dans le cas d’une résonance de
diffusion. La relation tan[δ0(k)] = −ka se différencie pour donner :

dδ0
dk

=
−a

1 + k2a2
. (64)

La variation de δ0(k) avec k est représentée sur la figure 5. Pour a < 0, δ0(k)
est une fonction croissante qui part de la valeur 0 en k = 0 pour atteindre
une valeur proche de π/2 quand k devient supérieur à 1/a. Pour a > 0,
δ0(k) est une fonction décroissante, qui part de π en k = 0 pour tendre elle
aussi vers π/2 aux grands k.

Si on définit la résonance comme la zone où la longueur de diffusion
|a| est beaucoup plus grande que la longueur d’onde thermique λ, on voit
que dans ce cas, les variations de l’intégrande de (63) sont dominées par
dδ0
dk et on peut prendre e−~

2k2/mkBT ≈ 1 dans cette intégrale. Par ailleurs,
l’état lié quand il existe (a > 0) a également une contribution très simple à
(63) : e−Elie/kBT ≈ 1. On trouve donc (HO & MUELLER 2004) :

b
(int)
2 ≈ 23/2

π

∫ +∞

0

−a
1 + k2a2

dk + 23/2Θ(a) (65)

4. On retrouve la formule générale de BETH & UHLENBECK (1937)

b
(int)
2 =

23/2

π

∑

`

(2`+ 1)

∫ ∞

0

dδ`

dk
e−~2k2/mkBT dk + 23/2

∑

j

e−Ej/kBT (62)

restreinte ici au cas de l’onde s, ` = 0. La somme discrète sur j correspond aux états liés.

So k

ï
À

l k
Mat b

FIGURE 5. Représentation schématique de la variation du déphasage en onde s
δ0(k) au voisinage d’une résonance de diffusion (|a| � λ).

c’est-à-dire :

a < 0 : b
(int)
2 ≈

√
2 (pas d’état lié) (66)

et

a > 0 : b
(int)
2 ≈ −

√
2 + 23/2 =

√
2. (67)

Le coefficient b2 lié aux interactions ne présente donc pas de discontinuité
au passage à la résonance et il prend en ce point une valeur "universelle",
c’est-à-dire indépendante de la température :

Bosons à résonance : b
(int)
2 =

√
2 (68)

Nous retrouverons ce même comportement, à un facteur 2 près, pour le
gaz de Fermi à deux composantes dans le régime unitaire. En ajoutant la
contribution liée à la statistique, on a donc :

Bosons à résonance : b2 =
1

25/2
+
√

2 (69)
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Plan du cours

3. Le gaz de Fermi unitaire

} pas d’interaction en onde s

: interaction en onde  supposée  
  résonnante : 

s
|a | = + ∞

1. Le développement du viriel

2. Le deuxième coefficient du viriel

FIGURE 6. Gaz de Fermi à deux composantes, composé d’atomes de spins ↑ et ↓

3 Le gaz de Fermi unitaire

Nous nous intéressons dans cette partie à un gaz de particules de spin
(ou de pseudo-spin) égal à 1/2, suffisamment froid pour que les interac-
tions soient dans le régime de l’onde s (figure 6). Ce gaz présente une réso-
nance de diffusion de sorte que l’interaction ↑↓ correspond à une longueur
de diffusion a infinie (figure 4). Par ailleurs, on suppose le gaz suffisam-
ment dilué pour que la distance entre particules reste grande devant la
portée b du potentiel (ou sa portée effective r0) de sorte que b et r0 n’in-
terviennent pas dans la physique du problème. On parle alors de gaz de
Fermi unitaire puisque les interactions atteignent la valeur la plus grande
possible, compte tenu de la contrainte imposée par l’unitarité de la phy-
sique quantique. Rappelons qu’il n’y a pas d’interaction en onde s pour
une paire ↑↑ ou ↓↓, en raison de l’antisymétrie d’échange entre deux fer-
mions.

Ce paradigme du gaz de Fermi unitaire se rencontre dans plusieurs cir-
constances dans la nature, au moins de manière approchée. On le trouve
par exemple dans les étoiles à neutrons : la longueur de diffusion a est
de l’ordre de 18 fm alors que la portée effective r0 n’est que de 2.8 fm.
On peut donc envisager des configurations où la distance entre particules
est grande devant r0 (donc un système dilué), mais petite devant a (donc
une interaction forte). D’autres systèmes physiques s’approchant du ré-
gime d’un gaz de Fermi unitaire sont le plasma quark-gluon ou certains
supraconducteurs à haute température critique.

Le gaz de Fermi unitaire constitue un système universel dans la mesure
où il ne présente aucune échelle de longueur associée aux interactions 5.
C’est donc un banc d’essai remarquable pour les différentes approches des
systèmes de particules fortement corrélées. Pour le développement du vi-
riel qui nous intéresse ici, cette invariance d’échelle se traduit par le fait que
les coefficients bn du développement sont de purs nombres. Nous avons
déjà constaté ce point au paragraphe § 2-4 sur le cas de bosons polarisés
pour le coefficient b2, mais pour le cas du gaz de Fermi unitaire, il est en
fait valable pour tous les bn comme nous l’expliquerons en § 3-2.

Des efforts considérables ont été fait au cours des 15 dernières années
pour aller au delà du coefficient b2. On dispose désormais de valeurs théo-
riques fiables pour b3 et pour b4, validées (au moins dans une certaine me-
sure) par l’expérience. Nous n’allons pas détailler ici les calculs complexes
qui ont menés à ces prédictions, mais simplement esquisser la progression
qui s’est faite durant ces dernières années. Le lecteur désireux d’appro-
fondir la question pourra consulter les articles de revues de LIU (2013) et
ENDO (2020).

3-1 Développement du viriel pour un gaz spineur

Pour décrire l’équilibre thermodynamique d’un gaz à deux compo-
santes, on est amené à introduire un potentiel chimique pour chacune
d’elles, que nous noterons µ+ et µ−. Nous supposons ici que les deux com-
posantes ont la même masse et la même énergie pour l’état fondamental à
une particule k = 0. Elles sont à la même température et occupent le même
volume L3 de sorte que la fonction de partition grand-canonique s’écrit
maintenant

ZGC =
∑

N+,N−

z
N+

+ z
N−
− ZN+,N− . (70)

5. Pour le gaz de Bose unitaire, les effets liés au phénomène d’Efimov (apparition d’une
série infinie d’états liés à trois corps quand |a| = +∞) viennent introduire une échelle de
longueur spécifique, ce qui brise l’invariance d’échelle. Nous renvoyons le lecteur intéressé
vers l’article de CASTIN & WERNER (2013) qui explique comment obtenir le coefficient b3
dans ce cas. Une situation similaire se produit si les deux états de (pseudo-)spin du gaz de
Fermi unitaire ont des masses très différentes. Nous supposerons ici que les deux masses m↑
et m↓ sont égales ; il n’y a donc pas d’effet Efimov, d’où l’universalité annoncée.
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Développement du viriel pour un gaz spineur 

Deux composantes notées  et   (ou  et )         Deux potentiels chimiques  ↑ ↓ + − ⟶ μ±

ZGC = ∑
N+,N−

zN++ zN−− ZN+,N− Ω = − kBT
L3

λ3 ∑
i,j

bi,j zi+ zj−

b1,0 = b0,1 = 1 b2,0 = b0,2 = − 1
25/2

pas d’interaction entre fermions polarisés,  
uniquement des effets de statistique quantique

b1,1 = 2
b1,1 = − 2a/λ hors rés.

à rés.

FIGURE 7. Les premiers coefficients du viriel pour un gaz de spin 1/2.

La fonction de partition canonique ZN+,N− décrit un système de N+ parti-
cules dans l’état ↑ et N− particules dans l’état ↓, le tout à la température T .
La relation entre ZGC et le grand potentiel est inchangée :

Ω = −kBT logZGC, (71)

de sorte qu’on arrive à un développement pour Ω

Ω = −kBT
L3

λ3

∑

i,j

bi,j z
i
+ zj− (72)

que l’on espère rapidement convergent, au moins aux faibles densités dans
l’espace des phases.

La valeur des deux premiers coefficients b1,0 et b0,1 est obtenue en met-
tant une seule particule (↑ ou ↓) dans la boîte de volume L3 et elle est donc
inchangée par rapport au cas à une composante (cf. figure 7) :

b1,0 = b0,1 = 1 (73)

Pour évaluer les termes d’ordre 2, séparons les deux cas possibles :

— Les deux particules sont dans le même état de spin, N+ = 2, N− = 0
ou N+ = 0, N− = 2. On est alors ramené au cas déjà étudié précédem-
ment de fermions polarisés, sans interaction dans l’onde s. Le coeffi-
cient du viriel correspondant est dû uniquement aux effets statistiques
et on a donc [cf. (32)]

b2,0 = b0,2 = − 1

25/2
(74)

— Les deux particules sont dans des états de spins opposés N+ =
1, N− = 1. On peut considérer :
• Des états symétriques de spin, donc antisymétriques d’espace

(ondes partielles impaires), pour lesquels il n’y aura pas d’inter-
action en onde s et une contribution à b1,1 due aux statistiques
quantiques en −2−5/2 comme ci-dessus.

• Des états antisymétriques de spin, donc symétriques d’espace
(ondes partielles paires). On retrouve alors le même résultat que
pour les bosons polarisés [cf. (42) et (68)] avec une contribution
due aux statistiques quantiques en +2−5/2 et une contribution
due aux interactions égale à −2a/λ hors résonance et à

√
2 à ré-

sonance.
En sommant les contributions de ces deux classes d’états, on arrive
donc à

Hors résonance : b1,1 = −2a

λ
À résonance : b1,1 =

√
2 (75)

Dans la suite, nous allons considérer un gaz de Fermi équilibré, pour
lequel z+ = z− ≡ z. En notant ns = 2 le nombre d’états de spin, le grand
potentiel s’écrit alors à l’ordre 2 inclus en fugacité :

Ω ≈ −ns kBT
L3

λ3

[
z + b2z

2
]

(76)

avec le coefficient b2 "effectif" :

b2 =
1

2
(b2,0 + b0,2 + b1,1) . (77)

On trouve alors hors résonance :

Gaz de Fermi équilibré hors résonance : b2 = − 1

25/2
− a

λ
(78)

et à résonance (HO & MUELLER 2004)

Gaz de Fermi équilibré à résonance : b2 = − 1

25/2
+

1√
2

=
3

4
√

2
(79)

soit un effet des interactions divisé par 2 par rapport au cas bosonique :
chaque particule n’interagit qu’avec la moitié des particules restantes, à
savoir celles qui ont un spin opposé au sien.
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Énergie interne. Comme nous l’avons fait dans le cas de bosons polarisés
en § 2-3, il est intéressant d’étudier l’expression de l’énergie interne du gaz
en fonction des densités n+ et n−. Nous nous plaçons ici dans le cas non-
résonant et nous partons du grand potentiel à l’ordre deux inclus

Ω ≈ −kBT
L3

λ3

[
z+ + z− −

1

25/2
(z2

+ + z2
−)− 2a

λ
z+z−

]
. (80)

Le calcul se déroule comme dans le cas bosonique. On commence par éva-
luer les nombres moyens de particulesN± et l’entropie S en dérivant Ω par
rapport à µ± et à T . On arrive notamment à (HO & MUELLER 2004)

z+ ≈ n+λ
3 +

1

23/2

(
n+λ

3
)2

+
2a

λ

(
n+λ

3
) (
n−λ

3
)

(81)

et un résultat similaire pour z−, puis à la contribution des interactions à
l’énergie interne :

∆E(int) = g n+n− L
3 avec g =

4π~2a

m
. (82)

Ce résultat correspond bien à celui attendu pour une interaction de contact
entre les deux composantes :

Ĥint = g

∫
n̂+(r) n̂−(r) d3r, (83)

avec des fluctuations non corrélées des densités spatiales des deux compo-
santes.

3-2 Le coefficient b3

Le calcul du coefficient b3 (et des suivants) est notoirement plus diffi-
cile puisqu’il implique la résolution du problème à (au moins) trois corps,
avec la détermination de toutes ses énergies propres (figure 8). Nous allons
nous concentrer dans ce qui suit sur le cas résonant (|a| = +∞) qui est la
situation la plus discriminante en ce qui concerne la validité des différentes
approches possibles.

Du fait de l’invariance d’échelle qui apparaît dans le régime unitaire, le
coefficient b3(T ) – ainsi que tous les autres coefficients du viriel – ne peut

28

Le coefficient  à résonanceb3

Il faut déterminer tous les états propres de :                                  ou de :

Après une série de résultats contradictoires :

2006 : Werner & Castin calculent quasi-analytiquement le spectre des 3 particules dans un piège harmonique

2008 : Liu, Hu et al utilisent ce résultat et le connectent au cas de 3 particules non piégées

bn = n3/2 bn,trap b3 = 1
35/2 − 0.3551… = − 0.2910…
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Le coefficient  à résonanceb3

Il faut déterminer tous les états propres de :                                  ou de :

Après une série de résultats contradictoires :

2006 : Werner & Castin calculent quasi-analytiquement le spectre des 3 particules dans un piège harmonique

2008 : Liu, Hu et al utilisent ce résultat et le connectent au cas de 3 particules non piégées

bn = n3/2 bn,trap b3 = 1
35/2 − 0.3551… = − 0.2910…

FIGURE 8. Les deux situations à prendre en compte pour le calcul du coefficient
b3. Ces deux situations conduisent à des résultats identiques si m↑ = m↓.

être qu’un pur nombre. En effet, bn(T ) est par construction une fonction
de la température seulement, et pas du potentiel chimique µ. Par ailleurs,
il est sans dimension et la température ne peut donc y intervenir que de
manière adimensionnée. Quand la longueur de diffusion n’est pas infinie,
elle fournit l’échelle d’énergie Ea = ~2/ma2 et on peut donc trouver bn(T )
comme fonction de la variable x = kBT/Ea. C’est bien ce qui s’est pro-
duit quand nous sommes arrivés au résultat b(int)

2 = −2a/λ dans le cas non
résonant. En revanche, dans le cas résonant, la seule quantité sans dimen-
sion possible qui permettrait de "faire varier" bn(T ) est kBT/µ, mais elle
n’est pas éligible puisqu’elle dépend de µ. Les coefficients bn(T ) sont donc
des nombres indépendants de T dans le régime unitaire.

Le calcul de ce coefficient b3 dans le régime unitaire n’a été fait qu’assez
récemment, avec au départ des résultats contradictoires. Le premier résul-
tat publié (RUPAK 2007), b3 ≈ 1.11, dont on sait désormais qu’il est incor-
rect, utilisait une approche "théorie des champs". Deux ans plus tard, LIU,
HU et al. (2009) ont publié la valeur considérée désormais comme correcte
et confirmée par l’expérience

Gaz de Fermi équilibré à résonance : b3 =
1

35/2
− 0.3551 . . . = −0.2910 . . .

(84)
Ils se sont appuyés sur un travail précédent de WERNER & CASTIN (2006),
qui avaient réussi à calculer quasi-analytiquement le spectre entier de trois
particules identiques dans un piège harmonique isotrope, pour une inter-
action de portée nulle et résonante. LIU, HU et al. (2009) ont alors calculé la
fonction de partition à trois corps dans un piège de fréquence ω et ils en ont
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Résultats expérimentaux sur le gaz de Fermi unitaire

2009-10 : groupe de l’ENS (Chevy-Salomon) sur 6Li, résonance de Fano-Feshbach à 834 G

Atomes confinés dans un piège harmonique à symétrie cylindrique 

Mesure de la densité par absorption 
d’un faisceau sonde :

n̄(x3) = ∫
∞

0
n(x1, x2, x3) dx1 dx2

In the balanced case,model-independent thermometry is notoriously
difficult because of the strong interactions. Inspired by ref. 24, we over-
come this issue by measuring the temperature of a 7Li cloud in thermal
equilibrium with the 6Li mixture (see Methods).

The central chemical potential m0 is fitted on the hottest clouds so
that the EOS agrees in the classical regime f? 1 with the second-
order virial expansion h 1, fð Þ<2 1zf{1

! ffiffiffi
2

p# $
(ref. 25). For colder

clouds we proceed recursively. The EOS of an image recorded at
temperature T has some overlap with the previously determined
EOS from all images with T9.T. In this overlap region, m0 is fitted
to minimize the distance between the two EOSs. This provides a new
portion of the EOS at lower temperature. Using 40 images of clouds
prepared at different temperatures, we thus reconstruct a low-noise
EOS from the classical part down to the degenerate regime, as shown
in Fig. 3a.

We now comment on the main features of the EOS. At high tem-
perature, the EOS can be expanded in powers of f21 as a virial
expansion11:

h 1, fð Þ
2

~

P?
k~1 {1ð Þkz1k{5=2zbk
% &

f{k

P?
k~1 {1ð Þkz1k{5=2f{k

where bk is the kth virial coefficient. As we have b2~1
! ffiffiffi

2
p

in the
measurement scheme described above, our data provide for the first
time the experimental values of b3 and b4. b3520.35(2) is in excellent
agreement with the recent calculation b3520.2912 325/2520.355
from ref. 11, but not with b35 1.05 from ref. 12. b45 0.096(15)
involves the four-fermionproblemat unitarity and could interestingly
be computed along the lines of ref. 11.

Let us now focus on the low-temperature regime of the normal
phase f= 1. As shown in Fig. 3b, we observe a T2 dependence of
the pressure with temperature. This behaviour is reminiscent of a
Fermi liquid, and indicates that pseudogap effects expected for
strongly interacting Fermi superfluids26 do not show up at the ther-
modynamic level within our experimental precision. In analogy with
3He or heavy-fermion metals, we fit our data with the EOS:

P m, Tð Þ~2P1 m, 0ð Þ j{3=2
n z

5p2

8
j{1=2
n

m#

m

kBT

m

' (2
 !

ð4Þ

Here P1(m, 0)5 1/15p2(2m/"2)3/2m5/2 is the pressure of a single-
component Fermi gas at zero temperature, m* is the quasi-particle

mass, and j{1
n is the compressibility of the normal gas extrapolated to

zero temperature, and normalized to that of an ideal gas of same
density. We deduce two new parameters m*/m5 1.13(3) and
jn5 0.51(2). Despite the strong interactions,m* is close tom, unlike
theweakly interacting 3He liquid forwhich2.7,m*/m, 5.8, depend-
ing on pressure. Our jn value is in agreement with the variational
fixed-node Monte Carlo calculations jn5 0.54 in ref. 27 and

jn5 0.56 in ref. 10, and with the quantum Monte Carlo calcula-
tion jn5 0.52 in ref. 28. This yields the Landau parameters
Fs
0~jnm

#=m{1~{0:42 and Fs
1~3 m#=m{1ð Þ~0:39.

In the lowest temperature points (Fig. 3c) we observe a sudden
deviation of the data from the fitted equation (4) at (kBT/m)c5
0.32(3) (see Supplementary Information). We interpret this beha-
viour as the transition from the normal phase to the superfluid phase.
This critical ratio has been extensively calculated in recent years. Our
value is in close agreement with the diagrammatic Monte Carlo cal-
culation (kBT/m)c5 0.32(2) of ref. 6 and with the quantum Monte
Carlo calculation (kBT/m)c5 0.35(3) of ref. 28; but it differs from the
self-consistent approach in ref. 8 that gives (kBT/m)c5 0.41, from the
renormalization group prediction 0.24 in ref. 29, and from several
other less precise theories. From equation (4) we deduce the total
density n5 n11 n25 hP(mi5m, T)/hm and the Fermi energy
EF5 kBTF5"2/2m(3p2n)2/3 at the transition point. We obtain (m/
EF)c5 0.49(2) and (T/TF)c5 0.157(15), in very good agreement with
ref. 6. Our measurement is the first direct determination of (m/EF)c

x

z
y

6Li imaging 7Li imaging

Figure 2 | Schematic representation of our atomic sample. The 6Li atomic
cloud is imaged in the direction y; the column density is then integrated
along the direction x to give !nn zð Þ. The 7Li atoms are imaged after a time of
flight along the z direction.

a

b c

Ideal Fermi gas

Virial 4

Virial 2

Virial 3

1.000.50 5.000.100.05

0
0
1

2

4

6

NIFG

8

s
–3/2

0.2 0.4
(kBT/µ)2

P
(µ

,T
)/2

P
1(
µ

,0
)

(kBT/µ)2
0.05 0.1 0.150.6

1.0

3.5

4

1.5

2.0

2.5

h(
1,
ζ)

/2

ζ

s
–3/2ζ

n
–3/2ζ

ζ

Figure 3 | Equation of state of a spin-balanced unitary Fermi gas. a, Finite-
temperature equation of state (EOS) h(1, f) (black dots). The error bars
represented at f5 0.14 and f5 2.3 indicate the 6%accuracy in f and h of our
EOS. The red curves are the successive virial expansions up to fourth order.
The blue triangles are from ref. 6, the green stars from ref. 7, the purple
diamonds from ref. 8, and the blue solid line from ref. 9. The grey region
indicates the superfluid phase. b, EOS P(m, T)/2P1(m, 0) as a function of
(kBT/m)

2, fitted by the Fermi liquid EOS, equation (4). The red dashed line is
the non-interacting Fermi gas (NIFG). The horizontal dot-dashed and
dotted lines indicate respectively the zero-temperature pressure of the
superfluid phase!j{3=2

s and that of the normal phase!j{3=2
n . c, Expanded

view of b near Tc. The sudden deviation of the data from the fit occurs at
(kBT/m)c5 0.32(3) that we interpret as the superfluid transition. The black
dashed line indicates the mean value of the data points below Tc.
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x3

Directement reliée à la pression !

Ho & Zhou, Nascimbene

FIGURE 9. Imagerie d’un gaz de Fermi unitaire de lithium 6. La longueur du
gaz piégé selon la direction x3 est de quelques centaines de micromètres. Figure
extraite de NASCIMBÈNE, NAVON et al. (2010).

déduit le coefficient b3,trap correspondant. Le retour vers un gaz homogène
s’est fait via une approximation de densité locale qui devient exacte dans
la limite ω → 0 et qui conduit à :

bn = n3/2 bn,trap (85)

Le résultat de LIU, HU et al. (2009) a ensuite été confirmé théoriquement
par plusieurs auteurs, soit à partir des méthodes utilisant la théorie des
champs (KAPLAN & SUN 2011 ; LEYRONAS 2011), soit par une solution nu-
mérique du problème à trois corps (RAKSHIT, DAILY et al. 2012). Comme
nous allons le voir dans le paragraphe qui suit, ce résultat est également en
excellent accord avec l’expérience.

3-3 Résultats expérimentaux

La première mesure de la thermodynamique du gaz de Fermi dans le
régime unitaire a été menée en 2009-10 dans le groupe de Christophe Sa-
lomon et Frédéric Chevy à l’ENS (NASCIMBÈNE, NAVON et al. 2010). L’ex-
périence est menée sur une assemblée d’environ 105 atomes de 6Li, placés
dans un champ magnétique B = 834 G (centre d’une résonance de Fano–
Feshbach large) et préparés dans un mélange équilibré des deux états Zee-

man de plus basse énergie. On réalise ainsi un système de pseudospin 1/2.
La gamme de température explorée va de 150 nK à 1.3µK. Les atomes sont
confinés dans un piège harmonique allongé dans la direction 6 x3 (cf. figure
9), avec le potentiel :

V (x) =
1

2
mω2(x2

1 + x2
2) +

1

2
mω2

3x
2
3. (86)

On mesure in situ la densité totale du gaz, n̄(x3) = n̄+(x3) + n̄−(x3), inté-
grée les long des axes x1 et x2 :

n̄(x3) =

∫∫
n(x1, x2, x3) dx1 dx2. (87)

L’intégration le long de l’axe d’imagerie x2 résulte naturellement de la pro-
cédure d’imagerie, et celle le long de l’axe x1 est faite numériquement à
partir des images à deux dimensions dans le plan (x1, x3). Cette mesure
permet de remonter à la pression du gaz P (µ, T ) grâce à une remarque in-
génieuse publiée par HO & ZHOU (2010), et établie indépendamment par
Sylvain Nascimbene :

— On utilise la relation entre densité et pression, déduite des relations
thermodynamiques déjà mentionnées :

n+ =

(
∂P

∂µ+

)

T,µ−

(88)

et idem pour n−. Ici, comme le gaz est équilibré, on prendra µ+ = µ−
et donc

n =

(
∂P

∂µ

)

T

. (89)

— On suppose que le gaz est suffisamment étendu pour être bien décrit
par l’approximation de densité locale, c’est-à-dire que l’état d’équi-
libre en un point x est celui d’un gaz homogène de potentiel chimique
µ(x) = µc − V (x), où µc est le potentiel chimique au centre du piège
(x = 0 avec par convention V (0) = 0).

6. Nous notons ici les trois coordonnées d’espace x1, x2, x3 plutôt que x, y, z pour éviter
toute confusion avec la fugacité z.
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— On transforme alors l’intégrale sur l’espace de (87) en une intégrale
sur le potentiel chimique :

n̄(x3) = 2π

∫ ∞

0

n(r, x3) r dr =
2π

mω2

∫ µ(x3)

−∞

(
∂P

∂µ

)

T

dµ =
2π

mω2
P [T, µ(x3)].

(90)
On a donc directement accès à la pression attendue pour un gaz homo-
gène de paramètres [T, µ(x3) = µc−mω2

3x
2
3/2]. Compte tenu de l’inva-

riance d’échelle, cette quantité n’est en fait fonction que de µ(x3)/kBT
de sorte qu’une seule image suffit en principe pour obtenir toute
l’équation d’état depuis z = 0 (sur les bords du piège où µ → −∞)
jusqu’à z = exp(µc/kBT ).

La température du gaz est quant à elle mesurée en insérant des im-
puretés de faible densité (quelques milliers d’atomes de lithium 7) et en
mesurant leur distribution en vitesse par une méthode de temps de vol
(SPIEGELHALDER, TRENKWALDER et al. 2009a).

Un exemple de résultat est montré sur la figure 10, extraite de la thèse
de Sylvain Nascimbène. On y trace les variations de la pression, normali-
sée par la pression du gaz parfait de fermions, h(z) = P (z)/Pideal(z), en
fonction de la variable ζ = 1/z. Le domaine d’applicabilité du développe-
ment du viriel (z . 1) correspond donc à la zone ζ & 1. On a représenté un
ajustement des données avec un polynôme de degré 4 :

h(z) = b1z + b2z
2 + b3z

3 + b4z
4, (91)

les trois premiers coefficients étant fixés à leurs valeurs connues à
l’époque :

b1 = 1 b2 =
3

4
√

2
b3 = −0.2910. (92)

On déduit alors de cet ajustement une valeur de b4 : b4 = 0.065 (15).

La vérification de la valeur de b3 est détaillée sur la figure 11. On y
montre à gauche l’écart de la pression (en unité de Pideal) à la loi z + b2z

2,
en fonction de z3. L’ajustement par une fonction b3z3 dépend de la valeur
zcutoff utilisée. Le rectangle gris indique les valeurs de b3 compatibles avec
les données.

Deux ans plus tard, une nouvelle série de données a été publiée par le
groupe de Martin Zwierlein au MIT, également à partir d’un gaz de lithium

b3 b4 = 0.09(1)

b4

b3

b4

hT (⇣) %

⇣ = 0.4

Ideal Fermi GasIdeal Fermi Gas

Virial2Virial2

Virial3Virial3

Virial4Virial4

1.000.50 5.000.100.05

1.0

1.5

2.0

2.5

z

h T
HzL

Tc

FIGURE 10. Mesure expérimentale de la pression P d’un gaz de Fermi dans le
régime unitaire par le groupe de l’ENS [cf. NASCIMBÈNE, NAVON et al. (2010)].
On a tracé ici h = P/Pideal en fonction de l’inverse de la fugacité ζ = 1/z. La
zone des petites fugacités (grand ζ) est ajustée par un polynôme de degré 4 en z.
Le résultat de cet ajustement conduit à b4 = −4−5/2 + 0.096 = 0.065. Figure
extraite de la thèse de Sylvain Nascimbène.

6 (KU, SOMMER et al. 2012). Nous ne rentrerons pas ici dans la description
détaillée de cette expérience, dont nous donnons un des principaux résul-
tats en figure 12. Dans la zone qui nous intéresse ici, z . 1, l’accord avec
les données de l’ENS est excellent et conduit à une valeur compatible pour
b4 : b4 = 0.065 (10).

25



CHAPITRE I. LE DÉVELOPPEMENT DU VIRIEL § 3. Le gaz de Fermi unitaire

b3 = �0.3551

b3 = 1.05

b3 ⇣ > ⇣cuto↵

⇣cuto↵

b3 b3

b3 = �0.345(25)
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FIGURE 11. Détermination de b3 (voir texte). Figure extraite de la thèse de Syl-
vain Nascimbène.

3-4 Au delà des effets à trois corps

Une fois la valeur pour b4 déduite des deux expériences que nous ve-
nons de décrire, la balle était dans le camp des théoriciens pour affiner les
calculs de cette quantité. Le défi est bien sûr considérable puisqu’il s’agit
de déterminer le spectre exact de 4 fermions en interaction avec deux confi-
gurations de nature différente, ↑↑↓↓ et ↑↑↑↓ (ou son symétrique).

Le bilan de cette série de travaux est décrit par ENDO (2020) :

— Au moment où l’article expérimental du MIT a été publié, une seule
prédiction était disponible : b4 = −0.047(4), en désaccord manifeste
avec l’expérience (RAKSHIT, DAILY et al. 2012). Ce travail utilisait la
méthode variationnelle pour trouver l’énergie des particules dans un
piège et extrapolait ensuite les résultats vers la raideur nulle, corres-
pondant au gaz homogène.

— NGAMPRUETIKORN, PARISH et al. (2015) ont utilisé une méthode de
théorie des champs dans le cas homogène pour arriver à b4 ≈ 0.03.

— ENDO & CASTIN (2016a) ont utilisé un ansatz de Fadeev, inspiré
de la résolution du problème à trois corps, pour traiter quasi-
analytiquement le cas de particules piégées. Au prix d’une conjecture 7

7. Le calcul passe par l’intégration dans le plan complexe d’une fonction dont les proprié-

tion and theory (23). At low temperatures, the
reduced chemical potential m/EF saturates to the
universal value x. As the internal energy E and
the free energy F satisfy E(T ) > E(0) = 3

5N xEF =
F(0) > F(T ) for all T, the reduced quantities
fE ≡ 5

3
E

NEF
¼ p̃ and fF ≡ 5

3
F

NEF
¼ 5

3
m
EF
− 2

3 p̃ (Fig.
3A) provide upper and lower bounds for x (29).
Taking the coldest points of these three curves and
including the systematic error due to the effective
interaction range, we find x = 0.376(4). The un-
certainty in the Feshbach resonance is expected
to shift x by at most 2% (13). This value is con-
sistent with a recent upper bound x < 0.383(1) from
(30), is close to x = 0.36(1) from a self-consistent
T-matrix calculation (23), and agrees with x =
0.367(9) from an epsilon expansion (31). It lies
below earlier estimates x = 0.44(2) (32) and x =
0.42(1) (33) from fixed-node quantumMonteCarlo
calculation that provides upper bounds on x. Our
measurement agrees with several less accurate ex-
perimental determinations (6) but disagrees with
the most recent experimental value 0.415(10) that
was used to calibrate the pressure in (12).

From the energy, pressure, and chemical po-
tential, we can obtain the entropy S = 1

T(E + PV −
mN), and hence the entropy per particle S=NkB ¼
TF
T

p̃ −
m
EF

! "
as a function of T/TF (Fig. 3B). At

high temperatures, S is close to the entropy of
an ideal Fermi gas at the same T/TF. Above Tc,
the entropy per particle is nowhere small com-
pared with kB. Also, the specific heat CV is not
linear in T in the normal phase. This shows that
the normal regime above Tc cannot be described in
terms of a Landau Fermi Liquid picture, although
some thermodynamic quantities agree surpris-
ingly well with the expectation for a Fermi liquid
[see (12) and (13)]. Below about T/TF = 0.17, the
entropy starts to strongly fall off comparedwith that
of a noninteracting Fermi gas, which we again
interpret as the freezing out of single-particle excita-
tions as a result of the formation of fermion pairs.
Far below Tc, phonons dominate. They only have a
minute contribution to the entropy (23), less than
0.02 kB at T/TF = 0.1, consistent with our measure-
ments. At the critical point, we obtain Sc = 0.73(13)
NkB, in agreement with theory (23). It is encourag-
ing for future experiments with fermions in optical
lattices that we obtain entropies less than 0.04 N
kB, far below critical entropies required to reach
magnetically ordered phases.

From the chemical potential m/EF andT=TF ¼
4p

ð3p2Þ2=3
1

ðnl3Þ2=3, we finally obtain the density EoS

n(m,T ) ≡ 1
l3
fnðbmÞ, with the de Broglie wave-

length l ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffi
2pħ2
mkBT

q
. The pressure EoS follows

as P(m,T ) ≡ kBT
l3

fPðbmÞ, with fP ¼ 2
5
TF
T p̃fnðbmÞ.

Figure 4 shows the density and pressure nor-
malized by their noninteracting counterparts at
the same chemical potential and temperature. For
the normal state, a concurrent theoretical calcu-
lation employing a new Monte Carlo method
agrees excellently with our data (34). Our data

deviate from a previous experimental determi-
nation of the pressure EoS (12) that was cal-
ibrated with an independently measured value of

x = 0.415(10) (35) and disagree with the energy
measurement in (11) that used a thermometry in-
consistent with the Virial expansion (10). Around
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Fig. 3. (A) Chemical potential m, energy E, and free energy F of the unitary Fermi gas versus T/TF. m (red
solid circles) is normalized by the Fermi energy EF, and E (black solid circle) and F (green solid circle) are
normalized by E0 = 3

5N EF. At high temperatures, all quantities approximately track those for a non-
interacting Fermi gas, shifted by xn − 1 (dashed curves). The peak in the chemical potential signals the
onset of superfluidity. In the deeply superfluid regime at low temperatures, m/EF, E/E0, and F/F0 all approach
x (blue dashed line). (B) Entropy per particle. At high temperatures, the entropy closely tracks that of a
noninteracting Fermi gas (black solid curve). The open squares are from the self-consistent T-matrix
calculation (23). A few representative error bars are shown, representing mean T SD.

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

P
(µ

,T
)/

P
0(

µ,
T

)

420
µ/kBT

4.5

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

n(
µ,

T
)/

n 0
(µ

,T
)

420
µ/kBT

A B
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FIGURE 12. Pression d’un gaz de Fermi de lithium 6 dans le régime unitaire,
normalisée par la pression du gaz parfait de Fermi. Points rouges : données du
groupe du MIT (KU, SOMMER et al. 2012), losanges gris : données du groupe
de l’ENS (NASCIMBÈNE, NAVON et al. 2010). Le développement du viriel à
l’ordre 4 avec les paramètres donnés en (92) et b4 = 0.065 est représenté par la
ligne continue verte. Les autres points ou lignes correspondent à des prédictions
théoriques dans le régime dégénéré, non décrites dans ce chapitre. Figure extraite
de KU, SOMMER et al. (2012).

(non encore prouvée à notre connaissance), ils sont arrivés à une va-
leur précise de b4 : b4 = 0.031 (1).

— YAN & BLUME (2016) ont utilisé une méthode Monte-Carlo basée sur
l’intégrale de chemin pour calculer numériquement le spectre de l’ha-
miltonien à quatre particules piégées, puis procédé à une extrapola-
tion à raideur nulle pour trouver la valeur de b4 dans le cas homogène :
b4 = 0.047 (18).

— HOU & DRUT (2020) [voir aussi HOU, MORRELL et al. 2021] ont dé-
veloppé une méthode partiellement analytique pour évaluer les poids

tés analytiques ne sont pas complètement connues. La conjecture en question est nécessaire
pour pouvoir appliquer malgré tout le théorème des résidus.
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and for the bold scheme also the error due to the finite
number of iterations. Our final error bars also include errors
due to finite Nmax and to cutoffs and discretizations in the
numerics, so that all sources of errors are taken into
account [65].
At lower temperatures, the ladder scheme is not appli-

cable (due to a pole in Γ0) but we still observe convergence
of the bold scheme, as shown in Fig. 4, where we cross-
check three variants of the conformal-Borel resummation:
QðzÞ ¼ ΣðzÞ=z respectively ΠðzÞ=z with c ¼ 13 (circles),
the same QðzÞ with c ¼ 60 (diamonds), and QðzÞ ¼ ΣðzÞ
respectively ΠðzÞ with c ¼ 60 (squares). Our final result
agrees with the MIT measurement up to a 3% deviation
consistent with the experimental uncertainty.
In the related earlier work [67], much simpler resum-

mation methods such as the Lindelöf method were used,
assuming that the diagrammatic series has a nonzero

convergence radius. This assumption is invalidated by
the large-order behavior jaN j ∼ ðN!Þ1=5 found here.
Hence the results of Ref. [67] contained a systematic error.
Nevertheless, they deviate from the new results reported
here by less than 2%, which is likely related to the
smallness of the exponent 1=5.
The subfactorial scaling jaN j ∼ ðN!Þ1=5 also implies that

for a given order N, the sum aN of all diagrams is much
smaller than the number ∼N! of diagrams. This is a
manifestation of the massive cancellation between different
diagrams due to the fermionic sign.
Finally, we turn to the higher-temperature regime, where

our new high-accuracy data shed light on a controversy.
In the limit T ≫ TF, the EOS admits a virial expansion
nðJÞvirialλ

3 ¼ 2
PJ

j¼0 j bj ζ
j in powers of the fugacity ζ ¼ eβμ.

The virial coefficient bj is determined by the j-body
problem, and is known exactly for j ¼ 2 [23,68] and
j ¼ 3 [69,70]. In Fig. 5 we subtract the known virial-3
result from our EOS data so that the result tends to b4 in
the nondegenerate limit ζ → 0. Accordingly, we display at
ζ ¼ 0 several values reported for b4: The value obtained
by Endo and Castin [34] (based on a physically motivated
mathematical conjecture) deviates from the values reported
by experimentalists from ENS [25] and MIT [26].
The dedicated path integral quantum Monte Carlo result
of Yan and Blume [71] has an error bar too large to resolve
the discrepancy. Our data suggest that the Endo-Castin
result is correct, but requires sufficiently small ζ to be
extracted, and correspondingly high accuracy to resolve the
difference n − nð3Þvirial ∝ ζ4 (at ζ ≈ 0.2 our error on nλ3 is
<0.01%), while extrapolations from ζ ≳ 0.6 lead to the
overestimated b4 values reported in Refs. [25,26]. In other
words, at ζ ≈ 0.6 (T=TF ≈ 1) the unitary Fermi gas is still
so strongly correlated that it cannot be reduced to a 4-body
problem.

 1.5
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 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9

ladder scheme
bold scheme

MIT experiment

FIG. 3. Resummed density vs maximal diagram order at
βμ ¼ 0 (T=TF ≈ 0.6). The ladder and bold diagrammatic
schemes agree with each other and with experiment.
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FIG. 4. Density vs maximal diagram order at βμ ¼ 2
(T=TF ≈ 0.2). The bold diagrammatic series is resummed by
three variants of the conformal-Borel transformation (see text).

FIG. 5. Equation of state and 4th virial coefficient: The
difference between the density n and its 3rd order virial expansion
nð3Þvirial, divided by the appropriate factor, must tend to the 4th virial
coefficient b4 in the high-temperature limit ζ → 0.
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FIGURE 13. Calcul de la densité d’un gaz de Fermi unitaire en fonction de sa
fugacité. Le calcul est fait par sommation d’une série de diagrammes de Feynman,
associée à une méthode de Monte Carlo diagrammatique allant jusqu’à l’ordre 9.
Figure extraite de ROSSI, OHGOE et al. (2018).

de Boltzmann intervenant dans la fonction de partition, en utilisant
une décomposition de Trotter (alternance d’évolutions due à l’éner-
gie cinétique et à l’énergie d’interaction). Ils ont confirmé le résultat
(93) de ENDO & CASTIN (2016a), tout en remarquant que le résultat
pour b4 de NGAMPRUETIKORN, PARISH et al. (2015), même s’il est glo-
balement compatible avec (93), correspond des valeurs notablement
différentes pour chacune des deux composantes ↑↑↓↓ et ↑↑↑↓. En re-
vanche, ces composantes individuelles ont des valeurs compatibles
dans les deux approches de ENDO & CASTIN (2016a) et de HOU &
DRUT (2020). Nous retiendrons donc la valeur :

Gaz de Fermi équilibré à résonance : b4 = − 1

45/2
+ 0.062 = 0.031 (1)

(93)
Notons que cette valeur est significativement différente de celle trou-
vée expérimentalement (b4 = 0.065, cf. figure 10). Signalons égale-
ment que HOU & DRUT (2020) proposent une valeur pour b5 : b5 =
5−5/2 + 0.78 = 0.80 (6).

La détermination de b4 est donc clairement un problème difficile, et
ENDO (2020) donne au moins une raison de cette difficulté sur le plan théo-

rique : quand ce coefficient est d’abord calculé dans un piège de fréquence
ω, le comportement de b4(ω) n’est pas monotone ce qui rend très délicat
le passage numérique à la limite ω → 0 utilisé par plusieurs auteurs. Sur
le plan expérimental, une difficulté potentielle est illustrée sur la figure 13,
extraite de ROSSI, OHGOE et al. (2018). Cette figure montre l’écart entre
la densité calculée par une méthode de resommation de diagrammes de
Feynman et la densité n(3) calculée par le développement du viriel à l’ordre
3. On y voit un plateau apparent pour des valeurs de la fugacité entre 0.6
et 1.1. Une extrapolation de ce plateau à fugacité nulle redonne la valeur
proposée par les expérimentateurs. Mais les données obtenues pour des
valeurs encore plus petites de la fugacité semblent plutôt compatibles avec
la valeur b4 = 0.031 donnée par ENDO & CASTIN (2016a).
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Chapitre II

L’approche de Bogoliubov quantique

Nous abordons dans ce chapitre la description d’une méthode puis-
sante pour traiter le cas d’un gaz de Bose en interaction, l’approche de
Bogoliubov 1 (BOGOLIUBOV 1947). Cette approche permet de décrire l’état
fondamental du gaz ainsi que son spectre d’excitation à basse énergie,
moyennant un certain nombre d’approximations que nous allons détailler
dans les cours qui suivent. Cette méthode part d’un potentiel binaire d’in-
teraction entre les particules

V̂ =
∑

i<j

V (r̂i − r̂j), (1)

et est fondée sur l’hypothèse que l’action de ce potentiel "ne modifie pas
beaucoup" – en un sens que nous allons préciser – l’état fondamental du
fluide par rapport au cas du gaz parfait.

La méthode de Bogoliubov, même si elle est un outil communément
utilisé, comporte certaines subtilités que nous soulignerons dans les cha-
pitres qui suivent. Une partie de ces subtilités provient du fait qu’il est dif-
ficile d’utiliser la méthode de Bogoliubov avec le potentiel interatomique
réel. Pour toutes les espèces atomiques utilisées au laboratoire, ce poten-
tiel contient en effet de nombreux états liés à deux particules. Le véritable
état fondamental du système est donc très différent du condensat de Bose–
Einstein formé à partir du gaz monoatomique trouvé dans le cas sans inter-

1. Nous avons déjà abordé cette méthode dans le cadre d’une description en termes de
champs classiques dans le cours 2015-16, mais l’aspect quantique du traitement vient changer
très notablement la démarche, même si certains résultats sont similaires.

action, et également très éloigné du fluide préparé, dans un état métastable,
dans les expériences d’atomes froids.

On utilise fréquemment la méthode de Bogoliubov avec un potentiel de
contact V (r) = g δ(r), donc de portée b nulle. Le couplage g est alors défini
à partir de la longueur de diffusion a du problème physique par :

g ≡ 4π~2a

m
. (2)

Toutefois, on sait (cf. cours 2020-21) qu’un tel potentiel conduit à des di-
vergences dès l’ordre 2 de la série de Born. A fortiori, il ne permet pas de
décrire de "manière sécurisée" l’interaction entre N particules. Certaines
expressions, comme la vitesse du son ou la déplétion quantique, peuvent
être calculées sans difficulté alors que d’autres, comme l’énergie de l’état
fondamental, divergent. Pour une version mathématiquement bien établie
d’un potentiel de portée nulle, on peut utiliser 2 le pseudo-potentiel V̂pp,
défini par son action sur une fonction d’onde ψ(r) par :

V̂pp [ψ(r)] = g δ(r)
∂

∂r
[r ψ(r)] . (3)

C’est l’approche suivie dans l’article initial de LEE, HUANG et al. (1957),
mais les calculs sont alors relativement subtils. En effet, comme nous
l’avons expliqué dans le cours 2020-21, l’utilisation du pseudo-potentiel

2. Voir OLSHANII & PRICOUPENKO (2001) pour une classe générale de potentiels de ce
type.

29



CHAPITRE II. L’APPROCHE DE BOGOLIUBOV QUANTIQUE § 1. L’approximation quadratique pour Ĥ

4

Le gaz de Bose à température nulle

Assemblée de  bosons de spin nul (ou polarisés) dans une boîte de volume N L3

En absence d’interaction, toutes les particules  
s’accumulent dans l’état d’impulsion nulle k = 0

ϵk = ℏ2k2

2m

ϵ0 = 0

Etats à une particule : ondes planes d’impulsion   et d’énergieℏk

Comment ce résultat est-il modifié en présence d’interactions binaires ? 

#̂ = ∑
i<j

V( ̂ri − ̂rj)

FIGURE 1. État fondamental du gaz de Bose sans interaction : toutes les particules
s’accumulent dans l’état d’impulsion et d’énergie nulles (pour des conditions aux
limites périodiques) et N0 = N .

revient à changer le domaine de l’hamiltonien. Quand on utilise V̂pp, une
fonction d’onde à deux corps Ψ(r1, r2) quelconque ne doit pas être régu-
lière quand r = |r1 − r2| → 0, mais doit varier comme

r → 0 : Ψ(r1, r2) ≈
(

1

r
− 1

a

)
Φ(R) avec R = (r1 + r2)/2. (4)

Nous décrirons l’esprit de cette démarche dans le chapitre 3.

L’approche que nous allons explorer ici consiste à utiliser un potentiel
V (r) régulier, de portée b, dont la transformée de Fourier Ṽk est également
régulière pour tout k :

Ṽk =

∫
V (r) e−ik·r d3r. (5)

Nous supposerons que l’action de ce potentiel à deux corps peut être décrit
dans le cadre de l’approximation de Born. Pour le régime de basse énergie
qui nous intéresse ici, cela entraîne en particulier le lien suivant entre la
transformée de Fourier à impulsion nulle, Ṽ0, et le couplage g défini en (2) :

approx. de Born : Ṽ0 =

∫
V (r) d3r ≈ g. (6)

Rappelons qu’une condition de validité de l’approximation de Born est
que la longueur de diffusion déduite de (6) soit petite devant la portée b du
potentiel V (r).

Dans un gaz de Bose sans interaction, l’état fondamental est obtenu en
plaçant lesN particules dans l’état fondamental k = 0 (figure 1). En d’autre

termes, la population N0 de cet état k = 0 est égale à N . Dans ce qui suit,
nous allons commencer (§ 1) par utiliser le fait que le potentiel peut être
traité comme une faible perturbation pour effectuer un développement
systématique de l’hamiltonien à N corps, en supposant que la population
moyenne 〈N0〉 de l’état k = 0 reste très majoritaire :

N − 〈N0〉
N

� 1. (7)

Cela va nous permettre d’obtenir une expression approchée de l’hamil-
tonien ne contenant que des termes quadratiques en a†k et ak, opérateurs
création et destruction d’une particule dans l’état d’impulsion ~k 6= 0. Plus
précisément, la structure de l’hamiltonien fera apparaître une somme de
termes indépendants, portant chacun sur une paire {+k,−k}. En § 2, nous
allons nous concentrer sur une paire donnée pour détailler la méthode de
Bogoliubov, qui utilise une transformation canonique pour diagonaliser cet
hamiltonien de paires. Enfin en § 3, nous illustrerons cette méthode de dia-
gonalisation sur le cas d’un gaz spineur à l’approximation du mode spatial
unique.

Le retour vers un nombre infini de paires {+k,−k}, avec les problèmes
de convergence qui peuvent alors se poser, sera abordé au chapitre 3, tout
comme la discussion de la validité du développement en puissances de
(N − 〈N0〉)/N dont nous verrons qu’elle revient à imposer

√
na3 � 1.

1 L’approximation quadratique pour Ĥ

Nous considérons ici une assemblée de particules avec des interactions
binaires. L’hamiltonien écrit dans le formalisme de la seconde quantifi-
cation sur la base des ondes planes fait alors intervenir des produits de
quatre opérateurs de création ou d’annihilation ak ou a†k (cf. appendice).
Sous cette forme, il n’est pas possible de trouver analytiquement les états
propres et les énergies propres du système. La méthode de Bogoliubov
consiste à supposer qu’un mode particulier, en l’occurence l’onde plane
d’impulsion nulle k = 0, est macroscopiquement peuplé. Dans ces condi-
tions, on peut négliger le caractère opératoriel de a0 et a†0, puis se limiter
aux termes ne faisant intervenir que des produits binaires des autres opé-

30



CHAPITRE II. L’APPROCHE DE BOGOLIUBOV QUANTIQUE § 1. L’approximation quadratique pour Ĥ

rateurs ak et a†k avec k 6= 0. L’étude mathématique de l’hamiltonien qua-
dratique résultant ne pose alors pas de difficultés, comme nous le verrons
dans les sections suivantes.

Nous ferons dans ce qui suit l’hypothèse que V (r) est invariant par ro-
tation, V (r) = V (r), avec r = |r|. Cette hypothèse n’est pas indispensable,
mais simplifiera notablement les notations. Il s’ensuit que la transformée
de Fourier Ṽk est également invariante par rotation : Ṽk = Ṽk.

1-1 Préliminaire : terme de Hartree, terme de Fock

Commençons par considérer le cas de deux particules identiques, pré-
parées dans des états d’impulsion bien définie ~ka, ~kb, avec ka 6= kb. Sup-
posons ces particules polarisées en spin de sorte que le degré de liberté
correspondant ne joue pas de rôle ici. Nous nous intéressons à la moyenne
d’un potentiel V (|r12|), ne dépendant que de la distance r12 entre les deux
particules.

L’état à deux particules s’écrit

|Ψ〉 =
1√
2

(|1 : ka , 2 : kb〉 ± |1 : kb , 2 : ka〉) (8)

où les signes + et − sont associés respectivement aux bosons et aux fer-
mions. La valeur moyenne de V̂ dans cet état est une somme de quatre
termes

〈V 〉 = 〈Ψ|V̂ |Ψ〉 =
1

2

(
〈1 : ka , 2 : kb|V̂ |1 : ka , 2 : kb〉

± 〈1 : kb , 2 : ka|V̂ |1 : ka , 2 : kb〉+ . . .
)

(9)

En utilisant la définition de l’onde plane d’impulsion ~k dans un volume
de quantification L3 avec des conditions aux limites périodiques :

〈r|k〉 =
1√
L3

eik·r, k =
2π

L
n, n ∈ Z3, (10)

les deux termes écrits explicitement dans cette équation se calculent pour
donner

〈1 : ka , 2 : kb|V̂ |1 : ka , 2 : kb〉 =
1

L3
Ṽ0 (11)

8 k

ï
1 k
l b

1
ta a

1
ta k

2
J E

2
T
Ea

FIGURE 2. Terme de Hartree et terme de Fock intervenant dans le calcul de la
valeur moyenne 〈Ψ|V̂ |Ψ〉 d’un état à deux particules, avec les deux ondes planes
ka et kb occupées [cf. (13)].

et
〈1 : kb , 2 : ka|V̂ |1 : ka , 2 : kb〉 =

1

L3
Ṽka−kb

. (12)

Les deux autres termes intervenant dans (9) et représentés par ". . . " sont
égaux aux deux termes donnés ci-dessus, de sorte que la moyenne recher-
chée s’écrit :

〈V 〉 =
1

L3

(
Ṽ0 ± Ṽk

)
k = ka − kb (13)

Il y a donc deux contributions à 〈V 〉, la première est appelée terme de Har-
tree, la seconde terme de Fock (figure 2).

La structure de ce résultat est caractéristique d’un problème de parti-
cules indiscernables en mécanique quantique. Si les particules étaient dis-
cernables, l’état de départ s’écrirait

Particules discernables : |Ψ〉 = |1 : ka , 2 : kb〉 (14)

et seule la première contribution à (13), le terme de Hartree encore appelé
terme direct, serait présent dans la moyenne de 〈V 〉. Le terme de Fock, éga-
lement appelé terme d’échange, trouve son origine dans l’impossibilité fon-
damentale de savoir si la paire de particules (1, 2) est dans l’état (ka,kb)
ou (kb,ka).
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Hamiltonien en seconde quantification 

Ĥ =
N

∑
i=1

p̂2
i

2m
+ 1

2 ∑
i

∑
j≠i

V( | ̂ri − ̂rj | )Energie cinétique et énergie d’interaction :

Opérateurs création et destruction d’une particule dans l’état d’impulsion  :      et    ℏk a†
k ak

Ĥ = ∑
k

ϵk a†
k ak + 1

2L3 ∑
k′ ,k′ ′ ,q

Ṽq a†
k′ +q a†

k′ ′ −q ak′ ′ 
ak′ ϵk = ℏ2k2

2m

Transformée de Fourier   de        Ṽq V(r) : Ṽq = ∫ V(r) e−iq⋅r d3r

On obtient alors l’expression suivante pour l’hamiltonien à  corps :N

Ṽq

k′ + q

k′ ′ − qk′ ′ 

k′ conservation de l’impulsion  
lors d’une interaction élémentaire

FIGURE 3. Représentation du terme d’interaction de (16), pour lequel la conser-
vation de l’impulsion totale apparaît explicitement.

Notons que dans le cas d’une paire de bosons préparés dans le même
état d’impulsion ~ka, l’état initial est |Ψ〉 = |1 : ka , 2 : ka〉 et le terme
d’échange disparaît également du résultat (13).

1-2 Hamiltonien à N corps en seconde quantification

Nous considérons maintenant une assemblée de N bosons (sans spin
ou polarisés) avec des interactions à deux corps décrites par le potentiel
V (r). L’hamiltonien s’écrit en première quantification pour des particules
de masse m

Ĥ =

N∑

i=1

p̂2
i

2m
+

1

2

∑

i

∑

j 6=i
V (|r̂i − r̂j |) (15)

et on peut montrer avec les définitions rappelées dans l’appendice de ce
chapitre que sa version en seconde quantification est 3

Ĥ =
∑

k

εk a
†
k ak +

1

2L3

∑

k′,k′′,q

Ṽq a
†
k′+q a

†
k′′−q ak′′ ak′ . (16)

où l’on a introduit l’énergie cinétique à une particule associée à l’onde
plane k

εk ≡
~2k2

2m
. (17)

Une représentation diagrammatique du terme d’interaction est donnée en
figure 3.

3. Pour alléger les notations, nous ne mettrons pas deˆau dessus des symboles ak et a†k
bien qu’il s’agisse d’opérateurs.

En particulier, on peut vérifier que l’on retrouve bien les termes de Har-
tree et de Fock quand on calcule la valeur moyenne du terme d’interaction
dans l’état |ka,kb〉. Il y a en effet 4 triplets (k,k′, q) qui contribuent dans la
somme intervenant dans (16) :
— Le choix q = 0 avec les deux possibilités (k′,k′′) = (ka,kb) et

(k′,k′′) = (kb,ka) : on retrouve le terme de Hartree de (13).
— Le choix q = k′′ − k′ avec les deux possibilités (k′,k′′) = (ka,kb) et

(k′,k′′) = (kb,ka) : on retrouve le terme de Fock de (13).

1-3 Les hypothèses de l’approche de Bogoliubov

L’expression (16) de l’hamiltonien est valable quel que soit le régime du
gaz, faiblement ou fortement dégénéré. Nous allons maintenant supposer
qu’un état particulier du gaz, l’état d’impulsion nulle k = 0, est fortement
peuplé :

〈N0〉 � 1. (18)

Un argument introduit 4 par BOGOLIUBOV (1947) et repris dans pratique-
ment toutes les approches à ce problème consiste à poser que dans ces
conditions, la différence entre le préfacteur

√
N0 intervenant pour a0 et le

préfacteur
√
N0 + 1 intervenant dans a†0 ne doit pas jouer de rôle significa-

tif. On peut alors négliger le fait que le commutateur entre a0 et a†0 est non
nul, et remplacer ces opérateurs par

√
N0.

Cette approche consiste donc (à une subtilité près pour le point de vue
canonique, voir paragraphe suivant § 1-4) à traiter le condensat de parti-
cules dans l’état k = 0 comme un champ classique. Ce champ sera capable
de générer ou d’absorber en nombre arbitraire des particules provenant
des autres états d’impulsion k 6= 0.

Faisons de plus l’hypothèse que le nombre de particules en dehors du
mode k = 0 est petit devant N :

N − 〈N0〉 � N. (19)

On peut alors tronquer l’hamiltonien (16) pour ne garder dans le terme
d’interaction que les termes au moins linéaires en N0, c’est-à-dire les

4. Bogoliubov cite le livre de Dirac, The Principles of Quantum mechanics, comme une source
d’inspiration pour cet argument.
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L’approximation quadratique pour l’hamiltonien

On part de l’hamiltonien “exact” : Ĥ = ∑
k

ϵk a†
k ak + 1

2L3 ∑
k′ ,k′ ′ ,q

Ṽq a†
k′ +q a†

k′ ′ −q ak′ ′ 
ak′ 

L’énergie cinétique reste inchangée. Dans l’énergie d’interaction, on garde :

Les termes avec 4 opérateurs  :a†
0 , a0

N20
2L3 Ṽ0 Ṽ0 = ∫ V(r) d3r

Les termes avec 3 opérateurs  ?       Néant.a†
0 , a0

Les termes avec 2 opérateurs  : a†
0 , a0

N0
L3 ∑

k≠0
(Ṽ0 + Ṽk) a†

k ak + 1
2 Ṽk(a†

k a†
−k + aka−k)

Hartree Fock Ṽk

k

−k

0
0

k

−k
0
0Ṽk

FIGURE 4. Création et annihilation d’une paire {+k,−k} apparaissant dans la
seconde ligne de (20).

termes a†k+q a
†
k′−q ak′ ak faisant intervenir au moins deux opérateurs a0

ou a†0. On arrive alors à un hamiltonien approché Ĥ ′ quadratique vis-à-vis
des ak, a†k avec k 6= 0 :

Ĥ ′ =
N2

0

2L3
Ṽ0 +

∑

k 6=0

[
εk + n0Ṽ0 + n0Ṽk

]
a†kak

+
1

2

∑

k 6=0

n0Ṽk

(
a†ka
†
−k + aka−k

) (20)

où l’on a introduit la densité spatiale dans le mode condensé n0 = N0/L
3.

La première ligne de cette expression fait apparaître tout d’abord l’éner-
gie des particules occupant le mode k = 0 en interaction les unes avec les
autres (pas de terme de Fock puisqu’elles sont toutes dans le même état),
puis une première contribution des particules non condensées, avec leur
énergie cinétique εk et les termes de Hartree et de Fock en Ṽ0 et Ṽk. Sur
la seconde ligne, on voit apparaître le fait que l’interaction va induire en
plus des corrélations entre les modes k et−k, par l’intermédiaire de termes
qui créent ou annihilent des paires de particules dans ces modes. Les dia-
grammes correspondant sont représentés en figure 4.

À ce stade, rien ne garantit que les deux hypothèses faites ci-dessus,
N0 � 1 et N − N0 � N soient légitimes. Ce sera donc une fois l’analyse
menée à bien que nous pourrons vérifier a posteriori quelles contraintes ces
hypothèses viennent imposer sur le potentiel V (r) ou sa transformée de
Fourier Ṽq , en association avec la densité spatiale totale n = N/L3.

Non-conservation du nombre de particules. Une contre-partie immé-
diate de l’approximation a†0 ≈ a0 ≈ N0 est que le nombre total de parti-
cules n’est plus une quantité conservée pour l’hamiltonien Ĥ ′ alors qu’il
l’était pour l’hamiltonien Ĥ écrit en (16). Même si ce point ne pose pas de
problème sur le plan mathématique, il peut soulever des difficultés lors de
l’interprétation physique de certains résultats. LEGGETT (2001) [voir aussi
LEGGETT (2006)] propose pour cela une approche alternative, basée sur
la méthode variationnelle avec une fonction d’essai à N particules (N est
supposé ici pair)

|Ψ〉 ∝


a†0a†0 −

∑

k 6=0

c(k)a†ka
†
−k



N/2

|0〉, (21)

les coefficients c(k) étant des paramètres à optimiser pour minimiser
l’énergie moyenne du gaz dans l’état |Ψ〉. Grâce à cet ansatz, on force
l’émergence des corrélations entre les modes k et −k. Les calculs corres-
pondants sont menés de manière détaillée dans le complément EXVII de
COHEN-TANNOUDJI, DIU et al. (2021). Le résultat de cette approche est
identique à celui de la méthode "standard" que nous allons développer
ici. Signalons par ailleurs les approches de GARDINER (1997) et CASTIN

& DUM (1998), qui utilisent également des hamiltoniens conservant le
nombre de particules, ces approches étant bien adaptées au cas de gaz de
densité non uniforme.

1-4 Points de vue grand-canonique vs. canonique

Dans ce qui suit, nous allons essentiellement nous intéresser à l’état fon-
damental de l’hamiltonien du gaz de Bose, et il va donc s’agir de minimiser
l’énergie associée à l’hamiltonien Ĥ ′ écrit en (20). Comme toujours en phy-
sique statistique, plusieurs ensembles peuvent être utilisés pour cela. Deux
ensembles sont particulièrement pertinents :
— L’ensemble grand-canonique qui correspond au cas où le gaz (conden-

sat+partie non condensée) est couplé à un réservoir de particules qui
vient imposer son potentiel chimique µ. Il s’agit alors de minimiser la
quantité 〈Ĥ ′ − µN̂〉 à µ fixé. La valeur de µ est ensuite ajustée pour
décrire correctement la situation physique à laquelle on s’intéresse. Ce
point de vue est utilisé par exemple par NOZIÈRES & PINES (1990).
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— L’ensemble canonique pour lequel on considère que le gaz (conden-
sat+partie non condensée) est isolé du point de vue nombre de parti-
cules, même si un échange d’énergie avec un réservoir reste possible
pour imposer une certaine température. Le nombre total de particules
N est donc fixé et on doit imposer la contrainte

N = N̂0 +
∑

k 6=0

a†kak (22)

Cela amène à reprendre (légèrement) l’assimilation de N0 à un champ
classique. C’est le point de vue utilisé par PETHICK & SMITH (2008) et
par PITAEVSKII & STRINGARI (2016).

Nous prenons ici le point de vue canonique. La contrainte sur le nombre
d’atomes écrite en (22) impose d’être vigilant vis-à-vis du terme dominant
de Ĥ ′, N2

0 Ṽ0/2L
3. Il serait inexact de traiter N0 simplement comme un

nombre fixé pour ce terme car l’erreur faite serait comparable aux autres
termes de Ĥ ′. Pour faire un développement en (N −N0)/N , il faut récrire
ce terme sous la forme :

N2
0 Ṽ0

2L3
=

Ṽ0

2L3


N −

∑

k 6=0

a†kak




2

≈ N2Ṽ0

2L3
− n0Ṽ0

∑

k 6=0

a†kak. (23)

Une fois cette approximation faite, l’expression de l’hamiltonien Ĥ ′ se sim-
plifie : les termes en Ṽ0 a

†
kak s’éliminent de sorte que Ĥ ′ s’écrit :

Ĥ ′ =
1

2
nNṼ0 + Ĥ ′′ (24)

avec

Ĥ ′′ =
∑

paires
{k,−k}

[
εk + nṼk

] (
a†kak + a†−ka−k

)
+ nṼk

(
a†ka
†
−k + aka−k

)

(25)
Dans cette somme, chaque paire {k,−k} (avec k 6= 0) n’est comptée qu’une
seule fois. De manière équivalente, on peut sommer sur tous les k 6= 0
et multiplier le résultat obtenu par 1/2. Notons que nous avons remplacé
dans Ĥ ′′ la densité condensée n0 par la densité totale n, ce qui est légitime
à cet ordre du calcul.

2 L’hamiltonien de Bogoliubov à deux modes

L’hamiltonien (25) trouvé au paragraphe précédent est quadratique vis-
à-vis des opérateurs création et annihilation ak et a†k. Il est toujours possible
de diagonaliser exactement ce type d’hamiltonien, que ce soit pour des
bosons ou des fermions, au moyen de transformations canoniques. Dans
le cours de l’année 2017-18 (chapitre 2), nous avions étudié le problème
pour des fermions dans le cadre du modèle de Kitaev. Nous allons nous
concentrer dans ce qui suit sur le cas de particules bosoniques.

Pour bien dégager les étapes essentielles de la méthode à suivre, nous
allons raisonner ici sur un modèle à deux modes, caractérisés par les opé-
rateurs (a†1, a1) et (a†2, a2), et considérer l’hamiltonien

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (26)

avec

Ĥ0 = ~ω0

(
a†1a1 + a†2a2 + 1

)
V̂ = ~κ

(
a†1a
†
2 + a1a2

)
, (27)

où les paramètres réels ω0 et κ ont chacun la dimension d’une fréquence. La
quantité ω0 est supposée positive de sorte que le spectre de Ĥ0 est simple-
ment (n1 +n2 + 1)~ω0, avec les états propres |n1, n2〉. Nous avons choisi ici
l’origine des énergies de sorte que l’état fondamental de Ĥ0 a pour énergie

E
(0)
fond = ~ω0, (28)

c’est-à-dire la somme des énergies de point zéro ~ω0/2 pour chacun des
modes a1 et a2 ; cet état fondamental est obtenu pour n1 = n2 = 0.

Notons que cet hamiltonien se rencontre dans de nombreux problèmes
d’optique quantique et il est à la base de la génération d’états comprimés
à deux modes (two-mode squeezed vacuum state), en peuplant les modes 1 et
2 avec des nombres de photons rigoureusement égaux à partir d’un laser
pompe décrit comme un champ classique (WALLS & MILBURN 2007). On le
retrouve aussi dans la description de circuits supraconducteurs (NATION,
JOHANSSON et al. 2012) et dans la description de la dynamique de gaz spi-
neurs, où les modes (1,2) correspondent à différents états de spin, comme
nous le verrons en § 3.
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Dans cette section, nous allons principalement prendre en compte de
manière exacte le couplage V̂ entre les deux modes mais nous commençons
pour fixer les idées en traitant le problème par la théorie des perturbations.

2-1 Approche perturbative

Nous nous intéressons ici à l’état fondamental du système à deux
modes. Partant de l’état fondamental non perturbé |Ψ0〉 = |0, 0〉, nous
constatons immédiatement que la moyenne de V̂ dans cet état est nulle,
de sorte que l’énergie du fondamental est inchangée à l’ordre 1 :

∆E(1) = 〈Ψ0|V̂ |Ψ0〉 = 0. (29)

Passons à l’ordre 2 en V̂ . La formule générale de la théorie des pertur-
bations s’écrit

∆E(2) =
∑

j 6=0

|〈Ψj |V̂ |Ψ0〉|2
E0 − Ej

(30)

où la somme porte a priori sur tous les états excités. Dans le cas présent,
seul un état excité contribue, n1 = n2 = 1, cet état ayant pour énergie 3~ω0.
On en déduit :

∆E(2) = −~κ2

2ω0
. (31)

Nous avons représenté sur la figure 5 le diagramme correspondant. Partant
de l’état fondamental non perturbé, représenté par une ligne épaisse, on
crée la paire d’excitations n1 = n2 = 1 qui est ensuite détruite.

On pourrait continuer à appliquer la théorie des perturbations à des
ordres plus élevés. À l’ordre 2n en κ/ω0, on sera en particulier amené à
considérer le couplage entre l’état fondamental et l’état |n, n〉 résultant de
l’application de l’opérateur V̂ n qui crée n paires de bosons. Toutefois, il est
plus simple d’utiliser le formalisme des transformations canoniques, qui
revient à resommer la série infinie fournie par la théorie des perturbations
poussée à des ordres arbitrairement élevés.

1

κ κ

1

2
FIGURE 5. Unique diagramme contribuant à l’énergie de l’état fondamental de
l’hamiltonien (26) à l’ordre 2 en κ/ω0. Le trait horizontal épais représente le "ré-
servoir" à partir duquel on peut créer des paires (1, 2). Chaque disque représente
la création ou la destruction d’une paire sous l’influence du potentiel V̂ ∝ κ.

2-2 Transformation canonique

Le principe de cette méthode consiste à introduire deux nouveaux
couples d’opérateurs bosoniques (b†1, b1) et (b†2, b2), combinaison linéaires
des opérateurs initiaux (a†i , ai) avec i = 1, 2, de sorte que l’hamiltonien
Ĥ soit "diagonal" vis-à-vis des bi, c’est-à-dire qu’il s’écrive comme une
somme des b†i bi et d’un terme constant.

Compte tenu de la forme particulière du couplage V̂ , on peut chercher
les bi sous la forme

b1 = ua1 + va†2 b2 = ua2 + va†1 (32)

où u et v sont des nombres réels. Le caractère bosonique 5 de ces nouveaux
opérateurs impose que :

[bi, b
†
i ] = 1 ⇒ u2 − v2 = 1 (33)

ce qui signifie que l’on peut chercher les nombres u et v sous la forme

u = coshλ v = sinhλ (34)

où λ est lui-même un nombre réel. Par ailleurs, la forme choisie en (32)
assure bien l’indépendance des deux nouveaux modes :

[b1, b2] = 0 [b1, b
†
2] = 0. (35)

5. L’adjectif "canonique" signifie précisément que les nouveaux opérateurs bi satisfont les
relations de commutation associés à des bosons.
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La relation (32) définissant les bi s’inverse pour donner

a1 = ub1 − vb†2 a2 = ub2 − vb†1 (36)

de sorte que l’hamiltonien Ĥ s’écrit en fonction des bi :

Ĥ = ~ω0

[
(u2 + v2)

(
b†1b1 + b†2b2

)
− 2uv

(
b†1b
†
2 + b1b2

)
+ 2v2 + 1

]

+ ~κ
[
−2uv

(
b†1b1 + b†2b2

)
+ (u2 + v2)

(
b†1b
†
2 + b1b2

)
− 2uv

]
. (37)

Le choix des nombres u et v se fait de sorte à annuler la contribution de b†1b
†
2

et de b1b2 à cette expression. En utilisant la forme (34) pour ces nombres,
on est amené à poser

tanh(2λ) =
κ

ω0
(38)

ce qui n’est possible que si

|κ| < ω0 (39)

Nous reviendrons sur cette condition dans un instant.

Une fois ce choix effectué, on obtient bien la forme recherchée :

Ĥ = ~ω
(
b†1b1 + b†2b2 + 1

)
avec ω =

√
ω2

0 − κ2 (40)

Nous obtenons deux modes bosoniques indépendants, chacun de pulsa-
tion ω plus petite que la pulsation de départ. Nous avons donc bien réussi
à diagonaliser complètement le problème et trouvé le spectre de l’hamil-
tonien Ĥ , qui s’écrit (n1 + n2 + 1)~ω [cf. figure 6]. Nous détaillerons la
structure de l’état fondamental d’énergie ~ω dans le paragraphe suivant.
Les états excités sont obtenus en faisant agir les opérateurs b†1 et b†2 sur cet
état fondamental.

Il sera utile de disposer des expressions suivantes pour ω

ω =

√
ω2

0 − ω2
0 tanh2(2λ) =

ω0

cosh(2λ)
(41)

E = 0

...

~ω0

~ω0

~ω0

...

~ω

~ω

~ω

FIGURE 6. Spectre de l’hamiltonien de départ Ĥ0 et de l’hamiltonien de paires
Ĥ = Ĥ0 + V̂ donnés en (26-27) et (40).

et pour les coefficients u et v :

u2 = cosh2 λ =
1

2
[cosh(2λ) + 1] =

1

2

(ω0

ω
+ 1
)

v2 = sinh2 λ =
1

2
[cosh(2λ)− 1] =

1

2

(ω0

ω
− 1
) (42)

Condition sur |κ|. La condition |κ| < ω0 donnée en (39) traduit l’insta-
bilité susceptible d’apparaître quand on augmente trop le couplage entre
les deux modes de départ a1 et a2 : quand |κ| → ω0 par valeurs négatives,
la fréquence des modes propres bi du système tend vers 0. La valeur de ω
donnée en (40) deviendrait imaginaire pure si |κ| dépassait cette valeur. Le
système est en fait instable pour |κ| > ω0 : partant de l’état |0, 0〉, le nombre
de paires dans les modes ai augmente exponentiellement avec le temps et
le système n’a pas d’état stationnaire.
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E = 0

...

~ω0

~ω0

...

~ω1 ~ω2

~ω0

2~κ

FIGURE 7. Spectre de l’hamiltonien de départ Ĥ0 et de l’hamiltonien avec le cou-
plage "usuel" Ĥ = Ĥ0 + V̂ ′ donné en (43). L’état fondamental n’est pas modifié
dans ce cas.

Couplage "usuel" de deux oscillateurs. Nous avons trouvé ici le spectre
(n1 + n2 + 1)~ω de deux oscillateurs couplés via le terme V̂ = ~κ(a†1a

†
2 +

a1a2). Ce spectre est similaire au spectre de l’hamiltonien Ĥ0, à l’homothé-
tie près ω0 → ω ; il présente notamment les mêmes dégénérescences. Le
résultat est très différent de celui obtenu pour le couplage plus habituel

Ĥ0 = ~ω0

(
a†1a1 + a†2a2 + 1

)
V̂ ′ = ~κ(a†1a2 + a†2a1). (43)

Dans ce cas, les opérateurs permettant la diagonalisation sont

b1 =
1√
2

(a1 + a2), b2 =
1√
2

(a1 − a2) (44)

et les fréquences des deux modes issus du couplage ne sont plus dégéné-
rées :

ω1 = ω0 + κ, ω2 = ω0 − κ. (45)

L’état fondamental du système n’est alors pas modifié et son énergie reste
égale à ~ω0 = 1

2~ω1 + 1
2~ω2 [cf. figure 7].

E = 0

~ω0

2
+

~ω0

2
~ω
2

+
~ω
2

∆E = −~(ω0 − ω)

FIGURE 8. Abaissement de l’énergie de l’état fondamental du système à deux
modes du fait du couplage V̂ = ~κ

(
a†1a
†
2 + a1a2

)
, avec ω =

√
ω2

0 − κ2.

2-3 État fondamental de l’hamiltonien

L’état fondamental |Ψ〉 de l’hamiltonien Ĥ est obtenu en plaçant les
deux modes propres b1 et b2 dans leur état fondamental. Son énergie

Efond = ~ω avec ω =
√
ω2

0 − κ2 (46)

correspond à la somme des énergies de point zéro ~ω/2 des modes b1 et b2
[cf. figure 8]. Elle est inférieure à l’énergie ~ω0 du fondamental de Ĥ0 [cf.
(28)] :

Efond − E(0)
fond = ~(ω − ω0) ≤ 0, (47)

comme on pouvait s’y attendre compte tenu de la valeur moyenne de Ĥ
dans l’état non perturbé |Ψ0〉 (l’état propre de Ĥ0) :

〈Ψ0|Ĥ|Ψ0〉 = 〈Ψ0|Ĥ0|Ψ0〉+ 〈Ψ0|V̂ |Ψ0〉 = ~ω0. (48)

En effet, le théorème à la base de la méthode variationnelle permet d’af-
firmer que l’énergie du fondamental de Ĥ est nécessairement inférieure à
cette valeur moyenne :

Efond = 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉 ≤ 〈Ψ0|Ĥ|Ψ0〉. (49)

Lien avec la théorie des perturbations. En effectuant un développement
limité de l’expression générale (46) à l’ordre 2 inclus en κ, on retrouve le
résultat (31) obtenu par la théorie des perturbations. Comme nous l’avons
indiqué, cette expression générale peut être vue comme une resommation
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1

κ κ

1

2

κ κ

1

2

1

2
κ κκ κ

1

22
κ κ

1

FIGURE 9. Les deux diagrammes contribuant à l’énergie de l’état fondamental de
l’hamiltonien (26) à l’ordre 4 en κ/ω0.

de la série de perturbation à tous les ordres en κ. Par exemple, on trouve à
l’ordre 4 en κ/ω0 :

Efond ≈ ω0 −
κ2

2ω0
− κ4

8ω3
0

(50)

correspondant pour l’ordre 2 au diagramme de la figure 5 et pour l’ordre 4
aux deux diagrammes de la figure 9.

Développement de l’état fondamental sur la base de Fock. L’état fon-
damental |Ψ〉 de l’hamiltonien Ĥ peut se décomposer sur la base propre
|n1, n2〉 de Ĥ0 sous la forme

|Ψ〉 =
∑

n1,n2

c(n1, n2) |n1, n2〉. (51)

Les valeurs des coefficients c(n1, n2) se déduisent des relations :

b1|Ψ〉 = 0 b2|Ψ〉 = 0 (52)

qui imposent respectivement

c(n1 + 1, n2 + 1)

c(n1, n2)
= − v

u

(
n2 + 1

n1 + 1

)1/2

(53)

et
c(n1 + 1, n2 + 1)

c(n1, n2)
= − v

u

(
n1 + 1

n2 + 1

)1/2

. (54)

On en déduit que seuls sont peuplés les états avec n1 = n2, ce qui était
attendu compte tenu de la forme du couplage V̂ qui excite les deux modes

a1 et a2 par paires. Nous réécrivons donc cet état fondamental comme

|Ψ〉 =
∑

n

c(n) |n, n〉 (55)

avec la relation de récurrence sur les cn :

cn+1

cn
= − v

u
= − tanhλ (56)

c’est-à-dire
cn = c0 (− tanhλ)

n
. (57)

Après normalisation, l’état fondamental s’écrit donc :

|Ψ〉 =
1

coshλ

∑

n

(− tanhλ)
n |n, n〉 (58)

Cet état est bien connu en optique quantique sous le nom d’état com-
primé du vide à deux modes (Two-mode squeezed vacuum state). On l’écrit de
manière générique sous la forme

|Ψ〉 =
1√
N

∞∑

n=0

ηn|n, n〉 avec N =
∑

n

η2n =
1

1− η2
. (59)

La loi de probabilité pour observer l’état à n paires |n, n〉 dans une mesure
du nombre d’occupation est :

P(n) =
η2n

N =
(
1− η2

)
η2n. (60)

La notion de compression provient du fait qu’il y a une corrélation parfaite
entre les occupations des modes a1 et a2 :

∆ (n1 − n2) = 0 avec n̂i = a†iai. (61)

Cette absence de fluctuation de la variable n1 − n2 permet de concevoir
des mesures avec un bruit bien inférieur à celui attendu pour deux états
cohérents indépendants pour les modes 1 et 2, qui conduiraient à ∆2(n1 −
n2) = ∆2(n1) + ∆2(n2) = n̄1 + n̄2.
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Le nombre moyen de paires dans  |Ψ⟩
Etat fondamental |Ψ⟩ = 1

cosh λ ∑
n

(−tanh λ)n |n, n⟩

Nombre moyen de paires : n̄ = ∑n n (tanh λ)2n

∑n (tanh λ)2n = sinh2 λ = v2 = ω0 − ω
2ω

Ĥ0 = ℏω0 (a†
1 a1 + a†

2 a2 + 1)
̂V = ℏκ (a†

1 a†
2 + a1a2)

tanh(2λ) = κ
ω0

�1.5 �1 �0.5 0 0.5 1 1.5

0

5

10

n̄

κ/ω0

  diverge quand on s’approche 
de la limite de la zone de stabilité
n̄

FIGURE 10. Variation du nombre moyen de paires en fonction du rapport κ/ω0.

Quand |κ| � ω0, c’est-à-dire |λ| � 1, l’état fondamental (58) est proche
de l’état fondamental |Ψ0〉 = |0, 0〉 de Ĥ0. En revanche, quand |κ| de-
vient comparable à ω0, λ devient arbitrairement grand et de nombreux
états |n, n〉 sont significativement peuplés. Plus précisément, on trouve le
nombre moyen de paires :

n̄ =

∑
n n (tanhλ)

2n

∑
n (tanhλ)

2n = sinh2 λ = v2 (62)

Ce nombre moyen est tracé en fonction du rapport κ/ω0 = tanh(2λ) en
figure 10. La variance de cette distribution est donnée par :

∆n2 = n̄ (1 + n̄) (63)

de sorte qu’on trouve l’écart-type ∆n ≈ n̄ dès que n̄ devient notablement
plus grand que 1. On notera que la loi statistique pour P(n) trouvée en (60)
est formellement identique à celle donnant l’occupation d’un état quan-
tique individuel dans la loi de Bose–Einstein à température non nulle.

3 Exemple : le gaz de spin 1 en "dimension zéro"

Avant de revenir au problème à N corps du gaz de Bose à trois dimen-
sions dans le prochain chapitre, il est intéressant d’examiner une applica-
tion directe du modèle à deux modes que nous venons de décrire. Nous
allons nous intéresser au cas d’une collection d’atomes de spin 1 fortement
confinés dans un piège, de sorte que les trois degrés de liberté spatiaux des
atomes sont "gelés" : seule la dynamique de spin reste possible, notamment
par l’intermédiaire des collisions d’échange de spin :

(m = 0) + (m = 0) � (m = +1) + (m = −1), (64)

où on a introduit le nombre quantiquem = 0,±1 caractérisant la projection
du spin d’un atome sur un axe donné. Ce processus est formellement équi-
valent à la conversion paramétrique en optique (WALLS & MILBURN 1988)
et on le rencontre également dans des circuits supra-conducteurs (NATION,
JOHANSSON et al. 2012). L’état comprimé du vide à deux modes ainsi pro-
duit fait partie de ceux fréquemment envisagés pour la métrologie quan-
tique (PEZZÈ, SMERZI et al. 2018).

Dans le cadre des expériences sur les gaz quantiques, ce processus a
été proposé par DUAN, SØRENSEN et al. (2000) et PU & MEYSTRE (2000),
puis mis en évidence par KLEMPT, TOPIC et al. (2010), GROSS, ZIBOLD et
al. (2010) et BOOKJANS, HAMLEY et al. (2011) (voir aussi SADLER, HIGBIE

et al. (2006)). Nous allons nous concentrer ici sur l’étude expérimentale et
numérique récente réalisée par EVRARD, QU et al. (2021), qui ont exploré
différents régimes, depuis l’évolution réversible prédite par l’approche de
Bogoliubov jusqu’à un régime chaotique permettant de discuter l’hypo-
thèse selon laquelle un état propre (quasi-)quelconque peut être vu comme
une représentation – au sens micro-canonique – du système thermalisé (Ei-
genstate thermalization hypothesis). La modélisation théorique que nous uti-
liserons est directement inspirée de l’article de MIAS, COOPER et al. (2008).

3-1 Interactions en onde s entre deux atomes de spin 1

Nous considérons ici des atomes bosoniques dont le spin total (élec-
trons+noyau) de l’état fondamental est s = 1. C’est notamment le cas de
plusieurs espèces alcalines très utilisées au laboratoire : 7Li, 23Na, 39K et
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41K, 87Rb. La valeur 1 du spin est obtenue dans ce cas par couplage entre
le spin 1/2 de l’électron externe et le spin 3/2 du noyau.

Lors d’une collision entre deux atomes identiques de spin s1 = s2 = 1,
trois canaux sont possibles correspondant aux trois valeurs possibles s =
0, 1, 2 pour le spin de la paire d’atomes s = s1 + s2. On peut vérifier 6

que l’état de spin total s = 1 est obtenu par une combinaison antisymé-
trique des deux spins s1 et s2. Puisqu’on a affaire à des bosons, l’état total
orbital+spin doit être symétrique par échange des deux particules, ce qui
veut dire que la fonction d’onde d’espace doit être antisymétrique pour un
spin total s = 1. Comme on s’intéresse ici au régime de très basse tempé-
rature, où seules les collisions en onde s sont significatives, ce canal s = 1
ne contribue pas à l’interaction entre particules.

Les deux canaux qui restent, s = 0 et s = 2, correspondent à des états
symétriques de spin et les collisions en onde s y sont autorisées. Ces canaux
sont donc caractérisés chacun par une longueur de diffusion, a0 et a2. On
peut alors modéliser l’interaction entre atomes par un terme de contact :

V̂int. = δ(r1 − r2)⊗ (g0P0 + g2P2) avec gi =
4π~2ai
m

, (65)

où Pi est le projecteur sur le sous-espace de spin total s = i, avec i = 0, 2.
Notons que la distribution de Dirac δ(r) doit en fait être régularisée sous
la forme du pseudo-potentiel comme indiqué en (3). Cette interaction peut
s’écrire de manière équivalente

V̂int. = δ(r1 − r2)⊗
(
ḡ1̂ + gsŝ1 · ŝ2

)
(P0 + P2) (66)

où l’on a posé :

ḡ =
1

3
(g0 + 2g2) gs =

1

3
(g2 − g0) . (67)

6. On trouve pour m = ±1 que :
√
2 |s = 1,m〉 = |s1,m ; s2, 0〉 − |s1, 0 ; s2,m〉

et pour m = 0 √
2 |s = 1, 0〉 = |s1,+1 ; s2,−1〉 − |s1,−1 ; s2,+1〉.

Pour démontrer le passage de (65) à (66), il suffit de remarquer que le pro-
duit scalaire

ŝ1 · ŝ2 =
1

2

(
ŝ2 − ŝ2

1 − ŝ2
2

)
=

1

2
ŝ2 − 2 (68)

est égal à −2 quand il agit sur un état de spin total nul, et à +1 quand il
agit sur un état de spin total égal à 2.

Nous allons considérer dans ce qui suit le cas d’atomes de sodium, pour
lesquels on trouve pour les longueurs de diffusion ā et as associées respec-
tivement à ḡ et gs :

ā = 52.66 a0 = 2.8 nm as = 1.88 a0 = 98 pm. (69)

La forme de l’interaction en ŝ1 · ŝ2 rappelle celles des interactions dipo-
laires magnétiques, mais il est important de souligner que son origine est
purement électrostatique, puisqu’elle résulte des interactions de van der
Waals. Les interactions magnétiques sont également présentes mais elles
sont beaucoup plus faibles, au moins pour les atomes alcalins, et on les
négligera dans ce qui suit.

3-2 L’approximation du mode unique

Nous considérons maintenant un condensat deN atomes confinés dans
un piège de forte raideur (figure 11) ; nous notons R l’extension spatiale
du nuage et n la densité moyenne du gaz. Pour fixer les idées, nous pou-
vons prendre un piège harmonique isotrope de fréquence ω. Nous sup-
poserons dans ce qui suit que l’énergie d’interaction, fonction de Nḡ et
de Ngs, est suffisamment faible pour les atomes s’accumulent essentielle-
ment dans l’état fondamental ψ0(r) du piège, la gaussienne d’extension
aho =

√
~/mω (figure 12). La dynamique spatiale est donc gelée et seule la

dynamique de spin peut conduire à une évolution du système. C’est l’ap-
proximation du mode unique (single mode approximation, SMA) ; en d’autres
termes, on a réalisé un gaz spineur de "dimension spatiale zéro".

L’hamiltonien régissant la dynamique de spin provenant du terme d’in-
teraction (66) s’obtient en moyennant l’hamiltonien de départ sur la distri-
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L’approximation du mode spatial unique
3.2. Évaporation libre et compression et dans le piège dipolaire
croisé 89
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Figure 3.1 – Exemple d’image en fluorescence, prise après t = 100 ms dans le PDC
à une puissance de P ! 13.7 W sur tout le capteur de la camera.

quand nous effectuons une image après temps de vol, les bras exhibent des densités
optiques inférieures à 0.1, ce qui est faible par rapport au bruit de l’image.

Le signal de fluorescence obtenu est ajusté à l’aide d’une fonction f2D à trois
distributions gaussiennes : deux d’entre elles pour les bras, et la dernière pour la
partie centrale :

f2D(x, y) =
3∑

j=1
G(Aj; xj , yj; σjx, σjy), (3.9)

avec G(A, x, y, σx, σy) = Ae− 1
2 (x/σx)2− 1

2 (y/σy)2 . Ici A est l’amplitude, σx and σy les
tailles de la distribution selon x et y. Les deux première composantes (j = 1, 2) modé-
lisent les bras, de telle sorte qu’on a σ1x " σ1y et σ2x " σ2y. La troisième composante
modélise la partie dense centrale. Avec les conventions de la section 2.3.2, nous avons
(x1,3, y1,3) = (x, y) et (x2, y2) = (u, v) = (x cos(θ) + y sin(θ),−x sin(θ) + y cos(θ)). À
l’aide d’une image d’absorption d’un échantillon dense (DO" 0.1), nous trouvons
un facteur de calibration absolu du nombre d’atomes pour le signal de fluorescence.
Celui-ci nous permet de calculer N1, N2 et N3, les nombres d’atomes dans chaque
composante.

Avant d’analyser de façon quantitative nos images, nous devons d’abord valider
la procédure d’analyse en nous posant la question suivante : les résultats obtenus
par l’ajustement des trois gaussiennes permettent-ils bien d’extraire la quantité N⊗ ?
Pour cette validation, nous appliquons notre méthode d’ajustement sur des profils
de densité simulés de nuages atomiques à l’équilibre thermique dans un piège de
puissance P = 13.7 W et w = 42 µm avec le potentiel VPDC(r) donné en (2.12,
page 56). Les résultats de cette analyse sont présentés dans la figure 3.2. Dans (a),
nous voyons que le nombre d’atomes dans le centre N3 est proche de N⊗. Cela
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SMA : single mode approximation

FIGURE 11. Piège dipolaire obtenu à l’intersection de deux faisceaux laser désac-
cordés sur le rouge de la raie de résonance atomique. Les atomes (sodium) sont
visibles car ils sont excités ici par des faisceaux additionnels créant une mélasse
optique. Ce type de piège assure un confinement avec des fréquences voisines selon
les trois axes propres du piège. Figure extraite de la thèse de David Jacob.

bution en densité |ψ0(r)|2 :

V̂ SMA
int. =

Us
2N

∑

i,j 6=i
ŝi · ŝj =

Us
2N

Ŝ
2

+ . . . (70)

où Ŝ =
∑N
i=1 ŝi est l’opérateur spin total, où . . . représente un terme additif

constant, et où on a posé :

Us = Ngs

∫
|ψ0(r)|4 d3r. (71)

Pour la suite, il sera utile d’exprimer cet hamiltonien d’interaction en
fonction des opérateurs création a†m et annihilation am d’un atome dans
l’état orbital ψ0 et dans l’état de spin m = −1, 0,+1, avec un axe de quanti-
fication préalablement choisi. Nous introduisons aussi l’opérateur nombre
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Figure 3.1 – Exemple d’image en fluorescence, prise après t = 100 ms dans le PDC
à une puissance de P ! 13.7 W sur tout le capteur de la camera.

quand nous effectuons une image après temps de vol, les bras exhibent des densités
optiques inférieures à 0.1, ce qui est faible par rapport au bruit de l’image.

Le signal de fluorescence obtenu est ajusté à l’aide d’une fonction f2D à trois
distributions gaussiennes : deux d’entre elles pour les bras, et la dernière pour la
partie centrale :

f2D(x, y) =
3∑

j=1
G(Aj; xj , yj; σjx, σjy), (3.9)

avec G(A, x, y, σx, σy) = Ae− 1
2 (x/σx)2− 1

2 (y/σy)2 . Ici A est l’amplitude, σx and σy les
tailles de la distribution selon x et y. Les deux première composantes (j = 1, 2) modé-
lisent les bras, de telle sorte qu’on a σ1x " σ1y et σ2x " σ2y. La troisième composante
modélise la partie dense centrale. Avec les conventions de la section 2.3.2, nous avons
(x1,3, y1,3) = (x, y) et (x2, y2) = (u, v) = (x cos(θ) + y sin(θ),−x sin(θ) + y cos(θ)). À
l’aide d’une image d’absorption d’un échantillon dense (DO" 0.1), nous trouvons
un facteur de calibration absolu du nombre d’atomes pour le signal de fluorescence.
Celui-ci nous permet de calculer N1, N2 et N3, les nombres d’atomes dans chaque
composante.

Avant d’analyser de façon quantitative nos images, nous devons d’abord valider
la procédure d’analyse en nous posant la question suivante : les résultats obtenus
par l’ajustement des trois gaussiennes permettent-ils bien d’extraire la quantité N⊗ ?
Pour cette validation, nous appliquons notre méthode d’ajustement sur des profils
de densité simulés de nuages atomiques à l’équilibre thermique dans un piège de
puissance P = 13.7 W et w = 42 µm avec le potentiel VPDC(r) donné en (2.12,
page 56). Les résultats de cette analyse sont présentés dans la figure 3.2. Dans (a),
nous voyons que le nombre d’atomes dans le centre N3 est proche de N⊗. Cela

te
l-0

07
30

75
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

11
 S

ep
 2

01
2

  atomes confinés dans un piège isotrope de fréquence N ω

On suppose que l’énergie d’interaction / atome est petite devant ℏω

Les atomes occupent essentiellement l’état fondamental du piège

3/2 ℏω

5/2 ℏω

7/2 ℏω

La dynamique spatiale est gelée et il ne reste que la dynamique de spin

SMA : single mode approximation
FIGURE 12. Approximation du mode spatial unique : on suppose ici que les inter-
actions et la température sont suffisamment faibles pour que les atomes occupent
essentiellement l’état fondamental du piège harmonique qui les confine. Dans ces
conditions, seule la dynamique liée au degré de liberté de spin est pertinente.

d’occupation d’un état m donné : N̂m = a†mam. Le résultat s’écrit après un
calcul quelque peu fastidieux (LAW, PU et al. 1998) :

V̂ SMA
int. =

Us
2N

[
(N̂+1 − N̂−1)2 + (2N̂0 − 1)

(
N̂+1 + N̂−1

)]

+
Us
N

[
a†+1a

†
−1a0a0 + H.c.

]
, (72)

toujours à une constante additive près.

L’expression (72) est instructive. La première ligne ne dépend que des
nombres d’occupation N̂m = a†mam et n’induit donc pas de dynamique de
spin. Cette dynamique provient de la deuxième ligne qui décrit la collision
d’échange de spins :

(m = 0) + (m = 0) � (m = +1) + (m = −1) (73)

A partir d’une paire d’atomes initialement dans l’état m = 0, une collision
élastique peut créer une paire d’atomes dans les états m = +1 et m = −1,
et inversement. On reconnait là un ingrédient essentiel du formalisme de
Bogoliubov, que nous allons approfondir au prochain paragraphe.
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Remarque. La grande différence entre ḡ et gs pour l’atome de sodium
(facteur ∼ 30 comme indiqué en (69)) permet de relaxer quelque peu les
contraintes sur l’état de départ pour l’approximation du mode unique.
Même si le produit Nḡ est tel que le condensat initial est décrit plutôt à
l’approximation de Thomas-Fermi et a une extension R � aho, l’approxi-
mation du mode unique sera valable si

ξs � R avec ξs =
1√

8πnas
. (74)

ξs est appelée longueur de cicatrisation associée au spin. De manière générale,
pour un condensat scalaire de densité n et de longueur de diffusion a, la
longueur de cicatrisation ξ = 1/

√
8πna représente la plus courte échelle

de longueur sur laquelle le fluide peut réagir à une perturbation extérieure
(obstacle, impureté, ...). Pour un gaz spineur, la condition (74) entraîne qu’il
serait trop coûteux en énergie de former des domaines de spin au sein du
domaine de taille R.

3-3 Effet Zeeman et hamiltonien de Bogoliubov

Dans ce qui suit, nous allons supposer que le gaz spineur est plongé
dans un champ magnétique B d’axe z fixe, que nous prenons comme axe
de quantification. Nous supposerons de plus que les N atomes sont prépa-
rés initialement dans l’état m = 0. Sous l’effet des collisions élastiques (73),
les états m = ±1 vont être peuplés, mais sous la contrainte N+1 = N−1.

Intéressons-nous plus particulièrement au régime où l’état m = 0 est
peu dépeuplé, c’est-à-dire que N±1 � N0 ≈ N . En traitant N̂0 comme
un nombre égal à N , on peut alors simplifier l’expression de l’hamiltonien
d’interaction (72) pour arriver à :

V̂ SMA
int. ≈ Us

(
N̂+1 + N̂−1 + a†+1a

†
−1 + a+1a−1

)
(75)

Intéressons-nous maintenant à l’énergie magnétique du gaz (figure 13) :
— À l’ordre 1 en champ magnétique, les deux étatsm = ±1 sont déplacés

par des quantités opposées, ±µB. Une paire d’atomes {m = +1,m =
−1} a donc, à cet ordre en champ magnétique, la même énergie que la
paire de départ {m = 0,m = 0} : l’effet Zeeman du premier ordre n’a
aucune conséquence sur la dynamique du système et peut être oublié.

2

m = + 1
m = 0
m = − 1

ΔE

ΔE

m = + 1

m = 0
m = − 1

ΔE + q

ΔE − q

FIGURE 13. Effet Zeeman pour un atome de spin 1. À gauche, uniquement l’effet
Zeeman linéaire avec ∆E = µB ; à droite, l’effet Zeeman quadratique, caractérisé
par l’énergie q ∝ B2, a été ajouté.

— À l’ordre 2 en champ magnétique, les états m = ±1 sont déplacés
d’une même quantité 7 q > 0 proportionnelle à B2 par rapport à l’état
m = 0. Ce déplacement affecte la création de paires selon le processus
(73) puisque l’énergie du membre de droite diffère de celle du membre
de gauche par la quantité 2q.

Pour les champs magnétiques considérés ici, on peut se limiter à l’ordre
2 en B et écrire la contribution de l’effet Zeeman sous la forme

VZeem. = q
(
N̂+1 + N̂−1

)
, (76)

ce qui donne l’hamiltonien total :

Ĥ = (q + Us)
(
a†+1a+1 + a†−1a−1

)
+ Us

(
a†+1a

†
−1 + a+1a−1

)
(77)

C’est exactement la forme de départ pour la méthode de Bogoliubov. On
déduit donc de l’analyse faite à la section précédente que dans cette ap-
proximation du mode m = 0 faiblement dépeuplé, le spectre du système à
N corps est composé de niveaux équidistants séparés par l’énergie

~ω =
[
(q + Us)

2 − U2
s

]1/2
=
√
q (q + 2Us) (78)
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Un gaz spineur au laboratoire

3.2. Évaporation libre et compression et dans le piège dipolaire
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Figure 3.1 – Exemple d’image en fluorescence, prise après t = 100 ms dans le PDC
à une puissance de P ! 13.7 W sur tout le capteur de la camera.

quand nous effectuons une image après temps de vol, les bras exhibent des densités
optiques inférieures à 0.1, ce qui est faible par rapport au bruit de l’image.

Le signal de fluorescence obtenu est ajusté à l’aide d’une fonction f2D à trois
distributions gaussiennes : deux d’entre elles pour les bras, et la dernière pour la
partie centrale :

f2D(x, y) =
3∑

j=1
G(Aj; xj , yj; σjx, σjy), (3.9)

avec G(A, x, y, σx, σy) = Ae− 1
2 (x/σx)2− 1

2 (y/σy)2 . Ici A est l’amplitude, σx and σy les
tailles de la distribution selon x et y. Les deux première composantes (j = 1, 2) modé-
lisent les bras, de telle sorte qu’on a σ1x " σ1y et σ2x " σ2y. La troisième composante
modélise la partie dense centrale. Avec les conventions de la section 2.3.2, nous avons
(x1,3, y1,3) = (x, y) et (x2, y2) = (u, v) = (x cos(θ) + y sin(θ),−x sin(θ) + y cos(θ)). À
l’aide d’une image d’absorption d’un échantillon dense (DO" 0.1), nous trouvons
un facteur de calibration absolu du nombre d’atomes pour le signal de fluorescence.
Celui-ci nous permet de calculer N1, N2 et N3, les nombres d’atomes dans chaque
composante.

Avant d’analyser de façon quantitative nos images, nous devons d’abord valider
la procédure d’analyse en nous posant la question suivante : les résultats obtenus
par l’ajustement des trois gaussiennes permettent-ils bien d’extraire la quantité N⊗ ?
Pour cette validation, nous appliquons notre méthode d’ajustement sur des profils
de densité simulés de nuages atomiques à l’équilibre thermique dans un piège de
puissance P = 13.7 W et w = 42 µm avec le potentiel VPDC(r) donné en (2.12,
page 56). Les résultats de cette analyse sont présentés dans la figure 3.2. Dans (a),
nous voyons que le nombre d’atomes dans le centre N3 est proche de N⊗. Cela
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  atomes dans un piège optique de fréquence N ≈ 5000 ∼ 2 kHz

Refroidissement par évaporation pour obtenir un condensat quasi-pur

Champ magnétique ambiant  : effet Zeeman quadratique  ∼ 1 G q/h ∼ 300 Hz
 Interaction spin-spin effective : Us/h ∼ 20 Hz

Ĥ = (q + Us)(a†
+1a+1 + a†

−1a−1) + Us (a†
+1a

†
−1 + a+1a−1)

   : tous les atomes sont initialement dans l’état de spin Us ≪ q m = 0

On abaisse soudainement le champ magnétique pour atteindre  et on étudie la dynamique induiteq ≲ Us

3.2. FLUORESCENCE IMAGING 39

mean std. dev. Shot-noise
No BRP BRP No BRP BRP -

m = +1 4.4⇥ 105 26 2.4⇥ 103 772 663
m = 0 4.8⇥ 105 -36 3.7⇥ 103 785 681

m = �1 3.8⇥ 105 2 2.0⇥ 103 687 628

Table 3.1: Mean and standard devation of the number of photons on empty images, af�er tmol = 5ms of molasses, with and
without noise removal analysis (BRP). The last column gives the straight light shot noise (it is the square root of the signal given
in the ��rst column). We see the BRP reduces the noise almost to that level.

as the sumover all theROCpixels of the intensity di�ference square (using this distance the BRP can be computed very e���ciently).
Theworking principle of the algorithm assumes that the background signal in the region of interest (ROI)where the atomic signal
is located, is correlated to the background signal in the ROC. This is true for instance in the case of intensity ��uctuation of the
MOT/repumper light. For the best use of the BRP it is therefore important to make sure that the set of reference and atomic
images have the same background. In particular, the reference images have to be taken with the same delay af�er extinction of the
UV light, to have the same amount of background gas ��uorescence. The shot noise of the stray light has no spatial correlations.
This noise cannot be reduced through image processing, which only reduces the o�fset and the classical intensity ��uctuation. We
report on the performance of the BRP algorithm in Table 3.1. It brings the o�fset to a negligible value and the standard deviation
almost at the shot noise level.

(a)(a)

Figure 19: (a) Typical ��uorescence image, with optimize ROI (dashed-white line). The hashed region is the ROCused to compute
the BRP. (b) Pro��le before noise removal using the BRP algorithm (green dashed line) and af�er removal (solid red line). The
dotted gray line shows the pro��le of the BRP.

Choice of the region of interest The ��nal step of the imaging processing is the integration of the signal over some regions of
interest (ROI) from which the atom number can be deduced. A ROI for a given Zeeman component m needs to ful��ll three
conditions:

a) It contains almost all the signal coming from the atoms initially in the statem.

b) It contains a negligible signal coming from atoms initially inm0 6= m.

c) It is as small as possible given a) in order to minimize the noise (stray light and electronic).

We start by taking a large square as the initial ROI Am. We verify that the choice of Am satis��es a) by making sure that the
integrated signal increases linearly over time. To check that b) holds, we produce a cloudpolarized inm0 andmeasure the evolution
of the signal in Am. At some point it starts increasing, indicating the “leak” of some m0 atoms from Am0 into Am. This sets
the maximal duration for the molasses given the ROIs Am. To ful��ll c), we construct optimized ROIs, A0

m in the following
way. We repeat several times a typical experiment, and compute the average image. In each raw ROI Am, we sort the pixels by
decreasing signal (see ��gure 20). A0

m is the reunion of the brightest pixels that contain 99% of the signal. In ��gure 21 we verify
the requirements listed above with a cloud polarized inm = 0. We mentioned that we have used optimal ROIs of di�ferent sizes
(170 and 200 pixels) described in Chapter 7, resulting into slightly di�ferent imaging noise.

Expérience de Stern-Gerlach + phase de mélasse optique

On compte la population des 3 états Zeeman   
à un atome près

m = − 1,0, + 1

B. Evrard, A. Qu, F. Gerbier, J. Dalibard
FIGURE 14. Mesure des nombres d’occupation des trois sous-niveaux Zeeman
m = −1, 0,+1. Une expérience de Stern et Gerlach suivie d’une phase de mélasse
optique permet de compter les atomes avec une précision de l’ordre d’un atome, en
analysant la lumière de fluorescence collectée dans les trois taches. Figure extraite
de la thèse de Bertrand Evrard.

3-4 Réponse du gaz à un saut de champ magnétique

Pour tester les prédictions de l’approche de Bogoliubov, EVRARD, QU et
al. (2021) sont partis d’un condensat de sodium de N ∼ 5000 atomes dans
l’étatm = 0. Le condensat est placé initialement dans un grand champ ma-
gnétique (B ∼ 1 G, conduisant à q/h ∼ 280 Hz) et il est confiné dans un
piège tel que Us/h = 17 Hz. Dans ces conditions, q � Us et le nombre de
paires dans les états m = ±1 est notablement inférieur à 1. L’expérience,
qui mesure la population de chaque état de spin avec une précision de
l’ordre d’un atome (figure 14), confirme cette prédiction. Le champ magné-
tique est ensuite soudainement abaissé à une valeur beaucoup plus faible,
correspondant à q = 0.3 Hz (donc q � Us), et on s’intéresse à l’évolution
du système.

Sur le plan théorique, comme l’hamiltonien de Bogoliubov est quadra-
tique vis-à-vis des opérateurs am et a†m, le plus simple est de se placer en
point de vue de Heisenberg pour étudier l’évolution des opérateurs. On

7. Pour l’atome de sodium, l’effet Zeeman quadratique est de 277Hz/G2.

trouve pour la paire d’opérateurs a1, a
†
−1 :

i~
da1

dt
= [a1, Ĥ] = (q + Us)a1 + Usa

†
−1 (79)

i~
da†−1

dt
= [a†−1, Ĥ] = −(q + Us)a

†
−1 − Usa1 (80)

ou encore

i~
d

dt

(
a1

a†−1

)
= [M ]

(
a1

a†−1

)
avec M =

(
q + Us Us
−Us −(q + Us)

)
(81)

et des équations couplées similaires pour la paire a−1, a
†
1. Les valeurs

propres de la matrice [M ] sont ±~ω et la résolution de ce système diffé-
rentiel donne le résultat :
(
a1

a†−1

)
(t) =

(
C − i(q + Us)S/~ω −iUsS/~ω

iUsS/~ω C + i(q + Us)S/~ω

)(
a1

a†−1

)
(0) (82)

où on a posé C = cos(ωt) et S = sin(ωt). Partant du vide (c’est-à-dire tous
les atomes dans l’état m = 0) à l’instant t = 0, on en déduit le nombre
moyen de paires (+1,−1) à l’instant t :

Np(t) =
1

2

∑

m=±1

〈0|a†m(t)am(t)|0〉 =
1

2

∑

m=±1

||am(t)|0〉||2 (83)

ou encore

N̄p(t) =

(
Us
~ω

)2

sin2(ωt) (84)

Notons qu’il est également possible d’utiliser le point de vue de Schrödin-
ger et de calculer le vecteur d’état du système |Ψ(t)〉. On peut montrer [voir
par exemple MIAS, COOPER et al. (2008)] que cet état est à chaque instant
un état comprimé du vide à deux modes [cf. (58)], caractérisé par la valeur
moyenne N̄p(t) donnée en (84).

L’expérience confirme la prédiction de cette évolution réversible et os-
cillante d’un système à N corps (figure 15, gauche), et permet de véri-
fier que les nombres d’atomes dans m = ±1 restent égaux entre eux au
cours du temps, aux incertitudes de mesures près. La dépendance de la
fréquence ω avec le champ magnétique (caractérisé par la valeur du para-
mètre q) est également en accord avec la prédiction (78) de la théorie de
Bogoliubov (figure 15, droite).
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Many-body oscillations.—In our setup, the atoms are
immersed in a magnetic field B aligned along z, which
shifts the energies of the jmi states. At first order in B, the
Zeeman shift is proportional to Ŝz ¼ N̂þ1 − N̂−1, whereNm
is the number of atoms in state jmi. It is a conserved
quantity since ½Ŝz; Ĥint$ ¼ 0 and, thus, does not contribute
to the dynamics. For the relatively small field regime
explored here, the relevant term is the quadratic Zeeman
shift, which raises by q ∝ B2 the energy of jm ¼ %1i with
respect to jm ¼ 0i. This leads to a Hamiltonian [21]

Ĥ ¼ Ĥint þ qðN̂þ1 þ N̂−1Þ: ð3Þ

We start from the situation where each atom is in the
Zeeman state jm ¼ 0i. In this paragraph, we assume that
N0 remains large compared to N%1 at all times. In the spirit
of the Bogoliubov approach for a scalar Bose gas, we treat
the creation (â†0) and annihilation (â0) operators for the
jm ¼ 0i state as c-numbers ≈

ffiffiffiffi
N

p
in the second-quantized

expression of Ĥint. We are left with a Hamiltonian quadratic
with respect to the creation and annihilation operators in the
weakly populated states jm ¼ %1i:

Ĥ ≈Usðâ†þ1â
†
−1 þ â−1âþ1Þ

þ ðqþ UsÞðâ†þ1âþ1 þ â†−1â−1Þ: ð4Þ

It can be diagonalized using the Bogoliubov method [33],
and one finds a linear spectrum of frequency [21,34,35]

ℏωB ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
qðqþ 2UsÞ

p
: ð5Þ

In the Bogoliubov regime, the dynamics is reversible,
and the mean number of pairs ðþ1;−1Þ varies as [34,38]

N̄pðtÞ ¼
U2

s

ℏ2ω2
B
sin2ðωBtÞ: ð6Þ

More precisely, the system is predicted to periodically
evolve into a two-mode squeezed vacuum state, where the
number of pairs follows the Bose-Einstein distribution
[22,34]:

PðNpÞ ≃
1

N̄p
exp

"
−
Np

N̄p

#
; ð7Þ

with the standard deviation ΔNp ≃ N̄p. Note that the self-
consistency of the approximation of the undepleted m ¼ 0
state requires N̄p ≪ N; hence, q ≫ Us=N.
To test this prediction, we prepared a Bose-Einstein

condensate (BEC) with N ∼ 5000 atoms in jm ¼ 0i. We
performed standard evaporative cooling in a field of ∼1 G
in the presence of a magnetic force that removes all atoms
in jm ¼ %1i. The magnetic field was then suddenly

quenched to a lower value (34 mG) to trigger the spin-
mixing dynamics. Finally, we measured the populations
Nm in the three Zeeman states using fluorescence imaging,
with a detection noise ΔNm ≈ 1.6 atoms [32].
We show in Figs. 1(a) and 1(b) the evolution of the mean

value and standard deviation of Np ¼ ðNþ1 þ N−1Þ=2 and
Sz ¼ Nþ1 − N−1. We observe the predicted oscillations of
N̄p and verify that ΔNp is almost equal to N̄p, as expected
for a Bose distribution. The solid line in Fig. 1(a) shows a
fit of the expression (6) to the data, with Us as the only fit
parameter. We also varied q keeping Us constant and
verified the prediction (5) in Fig. 1(c). The magnetization
Sz remains compatible with zero at all times given our
experimental resolution [Fig. 1(b)], which confirms that
m ¼ %1 atoms are produced in pairs. The nonclassical
character of the spin state can be inferred from the
squeezing parameter ζ2s ¼ ΔŜ2z=ð2N̄pÞ [32,39,40]. At
t ¼ 80 ms, we have N̄p ≈ 26.6, ΔŜz ≈ 2.45, and ζ2s ≈
0.11 (9.5 dB).
In Figs. 1(d)–1(f), we investigate the evolution of the

distribution of Np and show that it is well reproduced by a
Bose distribution. It broadens for the first 80 ms, which
could be interpreted naively as a growth of entropy.

(a)

(b)

(d) (e) (f)(c)

FIG. 1. Experimental observation of many-body oscillations.
(a) Evolution of the mean number of pairs (circles) and its
standard deviation (squares) in a sudden quench from qi ¼
277ð3Þ Hz to qf ¼ 0.31ð1Þ Hz. Here N ≈ 5400ð740Þ. The solid
line is the result of a fit of the Bogoliubov prediction (6) to the
experimental data, with Us ¼ 17.5ð1.4Þ Hz as a single free
parameter. (b) Mean (circles) and standard deviation (squares)
of the magnetization Sz. The shaded region indicates the detection
noise level. (c) Oscillation frequency obtained from a fit to the
measured N̄pðtÞ (circles) for various q, compared to the pre-
diction (5) (line). (d)–(f) Measured distribution of the number of
pairs for t ¼ 10, 80, and 160 ms, with the solid lines correspond-
ing to the prediction (7).
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Many-body oscillations.—In our setup, the atoms are
immersed in a magnetic field B aligned along z, which
shifts the energies of the jmi states. At first order in B, the
Zeeman shift is proportional to Ŝz ¼ N̂þ1 − N̂−1, whereNm
is the number of atoms in state jmi. It is a conserved
quantity since ½Ŝz; Ĥint$ ¼ 0 and, thus, does not contribute
to the dynamics. For the relatively small field regime
explored here, the relevant term is the quadratic Zeeman
shift, which raises by q ∝ B2 the energy of jm ¼ %1i with
respect to jm ¼ 0i. This leads to a Hamiltonian [21]

Ĥ ¼ Ĥint þ qðN̂þ1 þ N̂−1Þ: ð3Þ

We start from the situation where each atom is in the
Zeeman state jm ¼ 0i. In this paragraph, we assume that
N0 remains large compared to N%1 at all times. In the spirit
of the Bogoliubov approach for a scalar Bose gas, we treat
the creation (â†0) and annihilation (â0) operators for the
jm ¼ 0i state as c-numbers ≈

ffiffiffiffi
N

p
in the second-quantized

expression of Ĥint. We are left with a Hamiltonian quadratic
with respect to the creation and annihilation operators in the
weakly populated states jm ¼ %1i:

Ĥ ≈Usðâ†þ1â
†
−1 þ â−1âþ1Þ

þ ðqþ UsÞðâ†þ1âþ1 þ â†−1â−1Þ: ð4Þ

It can be diagonalized using the Bogoliubov method [33],
and one finds a linear spectrum of frequency [21,34,35]

ℏωB ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
qðqþ 2UsÞ

p
: ð5Þ

In the Bogoliubov regime, the dynamics is reversible,
and the mean number of pairs ðþ1;−1Þ varies as [34,38]

N̄pðtÞ ¼
U2

s

ℏ2ω2
B
sin2ðωBtÞ: ð6Þ

More precisely, the system is predicted to periodically
evolve into a two-mode squeezed vacuum state, where the
number of pairs follows the Bose-Einstein distribution
[22,34]:

PðNpÞ ≃
1

N̄p
exp

"
−
Np

N̄p

#
; ð7Þ

with the standard deviation ΔNp ≃ N̄p. Note that the self-
consistency of the approximation of the undepleted m ¼ 0
state requires N̄p ≪ N; hence, q ≫ Us=N.
To test this prediction, we prepared a Bose-Einstein

condensate (BEC) with N ∼ 5000 atoms in jm ¼ 0i. We
performed standard evaporative cooling in a field of ∼1 G
in the presence of a magnetic force that removes all atoms
in jm ¼ %1i. The magnetic field was then suddenly

quenched to a lower value (34 mG) to trigger the spin-
mixing dynamics. Finally, we measured the populations
Nm in the three Zeeman states using fluorescence imaging,
with a detection noise ΔNm ≈ 1.6 atoms [32].
We show in Figs. 1(a) and 1(b) the evolution of the mean

value and standard deviation of Np ¼ ðNþ1 þ N−1Þ=2 and
Sz ¼ Nþ1 − N−1. We observe the predicted oscillations of
N̄p and verify that ΔNp is almost equal to N̄p, as expected
for a Bose distribution. The solid line in Fig. 1(a) shows a
fit of the expression (6) to the data, with Us as the only fit
parameter. We also varied q keeping Us constant and
verified the prediction (5) in Fig. 1(c). The magnetization
Sz remains compatible with zero at all times given our
experimental resolution [Fig. 1(b)], which confirms that
m ¼ %1 atoms are produced in pairs. The nonclassical
character of the spin state can be inferred from the
squeezing parameter ζ2s ¼ ΔŜ2z=ð2N̄pÞ [32,39,40]. At
t ¼ 80 ms, we have N̄p ≈ 26.6, ΔŜz ≈ 2.45, and ζ2s ≈
0.11 (9.5 dB).
In Figs. 1(d)–1(f), we investigate the evolution of the

distribution of Np and show that it is well reproduced by a
Bose distribution. It broadens for the first 80 ms, which
could be interpreted naively as a growth of entropy.
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FIG. 1. Experimental observation of many-body oscillations.
(a) Evolution of the mean number of pairs (circles) and its
standard deviation (squares) in a sudden quench from qi ¼
277ð3Þ Hz to qf ¼ 0.31ð1Þ Hz. Here N ≈ 5400ð740Þ. The solid
line is the result of a fit of the Bogoliubov prediction (6) to the
experimental data, with Us ¼ 17.5ð1.4Þ Hz as a single free
parameter. (b) Mean (circles) and standard deviation (squares)
of the magnetization Sz. The shaded region indicates the detection
noise level. (c) Oscillation frequency obtained from a fit to the
measured N̄pðtÞ (circles) for various q, compared to the pre-
diction (5) (line). (d)–(f) Measured distribution of the number of
pairs for t ¼ 10, 80, and 160 ms, with the solid lines correspond-
ing to the prediction (7).
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FIGURE 15. Gauche, haut : Valeur moyenne et écart-type du nombre de paires
créées dans une assemblée de spin 1, sous l’effet des collisions d’échange de spin
(73). La ligne continue est la prédiction (84) obtenue à partir de l’approche de
Bogoliubov. Gauche, bas : la magnétisation Sz = N+1 − N−1 reste nulle lors de
l’évolution, aux incertitudes de mesure près. Droite : variation de la fréquence ω
des oscillations avec le paramètre q caractérisant le champ magnétique. La ligne
continue correspond à la prédiction (78). Figures extraites de EVRARD, QU et al.
(2021).

Déplétion de l’état m = 0. La méthode de Bogoliubov repose ici sur
l’hypothèse que la population de l’état m = 0 reste voisine du nombre
total d’atomes. Il est intéressant de regarder ce qui se passe quand cette
hypothèse n’est plus valable. Dans le cas du problème à N corps, c’est le
problème de la déplétion quantique, qui va nous occuper dans le prochain
chapitre.

Pour le cas du spin 1 à l’approximation du mode unique, l’hypothèse
de faible déplétion de l’état m = 0 est vérifiée si l’amplitude des oscilla-
tion de Np(t) écrite en (84) est petite devant N , ce qui impose q � Us/N .
Rappelons qu’il faut par ailleurs q . Us pour que le nombre de paires soit
supérieur à l’unité et que l’on puisse détecter un signal.

Quand on prend une valeur finale de q très petite devant Us/N , on
quitte le régime de Bogoliubov et la dynamique du système qui suit le
changement soudain de champ magnétique n’est plus une dynamique ré-
versible. Un cas simple à modéliser concerne le cas q = 0, pour lequel l’ha-
miltonien est simplement (toujours dans l’approximation du mode spatial
unique) Ĥ = Us

2N Ŝ
2 [cf. (70)]. Le spectre de cet hamiltonien à N corps n’est

However, this evolution is subsequently reversed almost
perfectly, and the system returns close to its initial state
after 160 ms.
The observation of beyond mean-field reversible evolu-

tion in a closed many-body system is an important result of
this Letter. For comparison, a partial reversal of time
evolution was achieved in a dynamically unstable BEC
with modulated interactions [41], using a sudden change of
the relative phase between the various modes of the system.
Combinations of closed, beyond mean-field evolution in an
unstable regime and externally driven rephasing sequences
are also at the core of the SU(1,1) interferometers dem-
onstrated in spinor BECs [42–44]. In contrast, our experi-
ment was performed with a stable system (ωB real and
positive) and no action was needed to reverse the dynamics.
The isolated character of our system is essential for the
subsequent discussion of relaxation and thermalization.
Relaxation and generalized Gibbs ensemble.—The oscil-

lating behavior discussed above relies on the linearity of the
many-body spectrum ∼nℏωB (n integer) in the Bogoliubov
approximation. Outside this regime, the spectrum exhibits a
significant nonlinearity, and the sum over several oscil-
lation functions causes dephasing, as for the prethermal-
ization phenomenon [45]. The expectation value of a
physical observable relaxes to a steady-state value, possibly
accompanied by revivals at some specific times. The spin-1
atomic assembly at zero magnetic field is well suited to
observe such a behavior, since the spectrum of Ĥint is ES ¼
SðSþ 1ÞUs=2N and, hence, quadratic with the quantum
number S associated with the total spin [46–48]. In
practice, the magnetic field should be such that q ≪
Us=N to ensure that the Zeeman energy is negligible for
the states that we consider hereafter.
We first investigate theoretically the relaxation associ-

ated with this quadratic spectrum. We consider again the
initial state jψ ii ¼ jm ¼ 0i⊗N and study its evolution for a
zero magnetic field. For N ≫ 1, the decomposition of jψ ii
on the basis states jS;Mi, whereM is the quantum number
associated with Ŝz, reads [49]

jψ ii ¼
X

S

cSjS; 0i; cS ≈
ffiffiffiffiffiffi
2S
N

r
e−S

2=4N: ð8Þ

Here, the sum runs on even (respectively, odd) values of S
for N even (respectively, odd), and the most populated spin
states are S ∼

ffiffiffiffi
N

p
. Using the matrix elements of N̂0

between spin states for S ≪ N,

hS; 0jN̂0jS0; 0i ≈
N
2
δS;S0 þ

N
4
ðδS;S0−2 þ δS;S0þ2Þ; ð9Þ

and treating S as a continuous variable, we find that the
evolution of the population n0 ¼ hN0i=N obeys [50]

n0ðtÞ ¼ 1 − τDðτÞ; τ ¼
ffiffiffiffi
2

N

r
Ust
ℏ

; ð10Þ

where DðτÞ ¼
Rþ∞
0 sinð2xτÞe−x2dx is the Dawson func-

tion. At long times, n0ðtÞ tends to 1=2.
We now turn to the experimental investigation of

this relaxation dynamics, with atom numbers in the range
100–1000 . The spin interaction was calibrated using the

oscillations of N%1 at relatively large q (see Fig. 1) and
ranges from Us=h ¼ 17 Hz for N ¼ 110 up to 50 Hz for
N ¼ 840. We performed a sudden quench to q ¼ 11 mHz
(B ¼ 6.2 mG) so that the inequality Nq < Us is well
satisfied for all atom numbers. We show in Fig. 2 the
evolution of n0. The agreement with the prediction (10) is
excellent. In particular, the collapse of data acquired with
notably different atom numbers shows that the relaxation
dynamics is entirely characterized by the “universal”
function τDðτÞ. We checked for all data in Fig. 2(a) that
the magnetization Sz remains compatible with zero, as in
Fig. 1(c).
Figure 2(a) shows no sign of revival, neither for the

experimental data nor for the theoretical prediction (10).
The lack of revival in the theory is an artifact of the
replacement of the discrete sum over S in Eq. (8) by an
integral. Keeping S as a discrete quantum number, the
time-dependent phase factors e−iESt=ℏ appearing in jψðtÞi
rephase at times multiple of hN=Us [49]. In practice, this

(a)

(b) (c) (d) (e)

FIG. 2. Experimental observation of relaxation near zero
magnetic field. (a) Evolution of the population n0ðtÞ following
a fast quench of q to a negligible value, for various atom numbers
N. Disks: N ¼ 107, Us ¼ 17.2 Hz; squares: N ¼ 230,
Us ¼ 24.2 Hz; lozenges: N ¼ 835, Us ¼ 64.7 Hz. The initial
state is jm ¼ 0i⊗N . For τ ¼ 9, the “real” time spanned is t ¼ 609,
635, and 452 ms for the three atom numbers. The solid line is the
universal prediction (10). (b)–(e) Distribution of the population
n0 at t ¼ 30, 100, 200, and 500 ms for N ¼ 107 atoms. In (b)–
(d), the solid lines are the results of a numerical simulation. In (e),
the green dotted line is the prediction from the microcanonical
ensemble [51], and the red dashed line is the prediction from the
GGE with the constraint Sz ¼ 0 [35].

PHYSICAL REVIEW LETTERS 126, 063401 (2021)

063401-3

FIGURE 16. Evolution "universelle" obtenue dans le régime q � Us/N , pour
lequel la population de l’état m = 0 devient fortement déplétée. Dans ce régime,
la méthode de Bogoliubov ne s’applique plus. La ligne continue correspond à la
prédiction théorique (85). Figure extraite de EVRARD, QU et al. (2021).

alors plus linéaire comme dans le régime de Bogoliubov, mais quadratique
avec des niveaux d’énergie en (Us/2N)S(S + 1). L’évolution devient alors
irréversible et caractérisée par une fonction universelle du temps t :

N0(t) = N [1− τD(τ)] avec τ =

√
2

N

Ust

~
(85)

où D(τ) est la fonction de Dawson (figure 16).

Un dernier point étudié par EVRARD, QU et al. (2021) porte sur l’ajout
d’un terme supplémentaire à l’hamiltonien (77) qui permet d’atteindre un
régime chaotique. Il est alors possible de tester numériquement si la dyna-
mique conduit à une thermalisation de l’assemblée de spins, comme cela
est prédit par la conjecture connue sous le nom de Eigenstate thermalization
hypothesis (ETH). Nous ne décrirons pas ces résultats ici car ils s’éloignent
du thème général de la méthode de Bogoliubov et nous renvoyons le lec-
teur intéressé vers l’article de EVRARD, QU et al. (2021) et les références
qu’il contient.
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CHAPITRE II. L’APPROCHE DE BOGOLIUBOV QUANTIQUE § 3. Exemple : le gaz de spin 1 en "dimension zéro"

Appendice : le formalisme de la seconde quantification

En physique non relativiste, le nombre de particules est conservé et il est
en principe possible de mener l’analyse de Bogoliubov dans le formalisme
des fonctions d’onde. Néanmoins, les calculs deviennent démesurés, du
fait de la simple écriture des N ! termes qui résultent de la symétrisation
d’une fonction d’onde à N corps.

Il est très préférable d’utiliser le formalisme de la seconde quantification
dont nous rappelons ici les grandes lignes pour des bosons. On se donne
une base = {|α〉, |β〉, . . .} de l’espace des états à une particule, noté E(1),
par exemple la base des ondes planes caractérisées par leur vecteur d’onde
k. Une base de l’espace des états à N particules, noté E(N), est obtenue en
considérant tous les états

|nα, nβ , . . .〉
∑

α

nα = N (86)

L’entier nα ≥ 0 désigne le nombre de particules dans l’état α.

On travaille dans l’espace de Fock, somme directe des espaces de Hil-
bert à nombre de particules donné :

E = E(0) ⊕ E(1) ⊕ . . .⊕ E(N) ⊕ . . . (87)

L’espace E(0) est le vide de particules ; c’est un espace de dimension 1 cor-
respondant à l’état noté |0〉.

On introduit l’opérateur création d’une particule dans un de ces états

a†µ : E(N) −→ E(N+1)

a†µ|nα, nβ , . . . , nµ, . . .〉 =
√
nµ + 1|nα, nβ , . . . , nµ + 1, . . .〉 (88)

et l’opérateur destruction associé

aµ : E(N) −→ E(N−1)

aµ|nα, nβ , . . . , nµ, . . .〉 =
√
nµ|nα, nβ , . . . , nµ − 1, . . .〉 si nµ 6= 0

= 0 si nµ = 0 (89)

L’algèbre ainsi obtenue est formellement identique à celle d’un oscillateur
harmonique. En particulier, les préfacteurs

√
nµ + 1 et√nµ permettent une

simplification considérable dans l’écriture des opérateurs. Ils entraînent
par ailleurs la valeur des commutateurs :

[aµ, aν ] = 0 [a†µ, a
†
ν ] = 0 [aν , a

†
µ] = δµν . (90)

Dans ce cours, nous utilisons la base des ondes planes k pour écrire les
opérateurs création et annihilation qui deviennent donc a†k, ak.
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Chapitre III

L’énergie de Lee-Huang-Yang et la déplétion quantique

Le chapitre précédent a été consacré à la mise en place du formalisme
de Bogoliubov pour un gaz de Bose. Le potentiel d’interaction entre les N
atomes est choisi de la forme

V̂ =
∑

i<j

V (|r̂i − r̂j |) (1)

et le potentiel binaire V (r), que l’on suppose à symétrie sphérique pour
simplifier les notations, a pour transformée de Fourier

Ṽk =

∫
V (r) e−ik·r d3r. (2)

V (r) est supposé régulier et suffisamment faible pour que le développe-
ment de Born converge. Partant de l’hamiltonien àN corps écrit en seconde
quantification,

Ĥ =
∑

k

εk a
†
k ak +

1

2L3

∑

k′,k′′,q

Ṽq a
†
k′+q a

†
k′′−q ak′′ ak′ (3)

avec εk = ~2k2/2m, nous avons fait une approximation quadratique
consistant (i) à traiter le condensat en k = 0 comme un champ classique
et (ii) ne garder que les termes de degré au plus 2 dans un développement
en puissances des opérateurs création et destruction a†k et ak pour k 6= 0.
Après cette approximation, l’hamiltonien s’écrit

Ĥ ′ =
1

2
nNṼ0 + Ĥ ′′ (4)

avec

Ĥ ′′ =
∑

paires
{k,−k}

(
εk + nṼk

)(
a†kak + a†−ka−k

)
+ nṼk

(
a†ka
†
−k + aka−k

)
, (5)

où n = N/L3 désigne la densité spatiale du gaz.

L’hamiltonien Ĥ ′′ est constitué d’une somme d’hamiltoniens indépen-
dants, portant chacun sur une paire {+k,−k}. Nous avons montré que
chacun de ces hamiltoniens pouvait être diagonalisé par une transforma-
tion canonique

bk = ukak + vka
†
−k b−k = uka−k + vka

†
k (6)

avec

uk = coshλk vk = sinhλk tanh(2λk) =
nṼk

εk + Ṽk
. (7)

L’hamiltonien Ĥ ′′ s’écrit alors en fonction des opérateurs b†k, bk :

Ĥ ′′ =
∑

k 6=0

[
~ωk b†kbk +

1

2
~ (ωk − ω0,k)

]
(8)

avec

~ωk =

[(
εk + nṼk

)2

−
(
nṼk

)2
]1/2

=
(
ε2k + 2nṼkεk

)1/2

(9)

~ω0,k = εk + nṼk. (10)
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CHAPITRE III. L’ÉNERGIE DE LEE-HUANG-YANG ET LA DÉPLÉTION QUANTIQUE § 1. Remarques préliminaires

Nous nous sommes donc ramenés à une collection de modes indépen-
dants de fréquence ωk. On note immédiatement un effet des termes de
création et destruction de paires {+k,−k} dans l’hamiltonien Ĥ ′′ écrit en
(5) : il abaisse l’énergie du fondamental pour chaque paire de la quantité
~ωk − ~ω0,k < 0. L’autre résultat important du cours précédent, qui va
nous servir pour évaluer la déplétion quantique, porte sur la structure de cet
état fondamental, et en particulier le nombre moyen de paires {+k,−k}
présentes dans cet état fondamental :

n̄k = v2
k =

ω0,k − ωk
2ωk

. (11)

On constate immédiatement que ce nombre moyen de paires peut devenir
grand quand ωk → 0, c’est-à-dire d’après (9) quand l’énergie cinétique
εk = ~2k2/2m est petite devant nṼk.

Dans ce chapitre, nous allons exploiter cet ensemble de résultats pour
étudier l’état fondamental du gaz de Bose. Dans un premier temps, nous
allons continuer à travailler avec un potentiel V (r) pour lequel le dévelop-
pement de Born est valable. Nous allons discuter successivement le spectre
d’excitation du système, l’énergie E0 du fondamental et la déplétion quan-
tique, c’est-à-dire la fraction d’atomes n′/n en dehors du condensat k = 0.
En ce qui concerne la déplétion quantique, nous allons établir le résultat
suivant :

n′

n
≈ 8

3
√
π

√
na3 (12)

Rappelons que cette fraction doit être petite devant 1 pour que le dévelop-
pement permettant de passer de l’hamiltonien complet (3) à l’hamiltonien
approché (4) soit justifiée. En ce qui concerne l’énergie de l’état fondamen-
tal, nous allons montrer qu’elle s’écrit :

E0

L3
=

1

2
gn2

[
1 +

128

15
√
π

√
na3 + . . .

]
avec g ≡ 4π~2a

m
(13)

Le premier terme est simplement l’énergie de champ moyen déjà rencon-
trée au chapitre précédent. Le second terme, qui est petit devant le premier
du fait de la condition n′/n� 1, est la correction calculée pour la première
fois par Lee, Huang et Yang (LEE, HUANG et al. 1957) qui s’écrit également,

en notant L3 le volume occupé par le gaz :

ELHY

L3
=

1

2
gn2 × 128

15
√
π

√
na3 =

8

15π2

m3/2

~3
(gn)

5/2 (14)

Il est important de noter que l’énergieE0 ne fait intervenir le potentiel V (r)
que par l’intermédiaire de la longueur de diffusion 1 a (ou du coefficient de
couplage g qui lui est proportionnel).

Une fois ces résultats établis, nous aborderons un autre type d’interac-
tion, le pseudo-potentiel V̂pp, qui est de portée nulle. Les résultats obte-
nus dans le cadre de l’approximation de Born et indiqués ci-dessus res-
teront formellement valables, mais nous soulignerons quelques difficul-
tés propres à V̂pp. Signalons également la publication récente de CARLEN,
HOLZMANN et al. (2021) qui développe une approche alternative rigou-
reuse au gaz de Bose pour le cas d’un potentiel purement répulsif, à la fois
pour le cas des basses et des hautes densités, et qui présente des comparai-
sons détaillées avec des calculs Monte Carlo. Pour finir, nous décrirons un
certain nombre d’expériences récentes qui ont permis de mesurer précisé-
ment les différentes quantités physiques que nous venons de mentionner.

1 Remarques préliminaires

1-1 Préliminaire 1 : le développement de Born

Comme au chapitre précédent, nous considérons dans cette partie un
potentiel d’interaction à deux corps régulier de portée b. Nous supposons
que l’interaction de deux atomes sous l’effet de ce potentiel peut être traitée
par le développement de Born, la longueur de diffusion s’écrivant comme

1. Le terme suivant dans le développement du crochet est (WU 1959) :
[
1 +

128

15
√
π

√
na3 + 8

(
4π

3
−
√
3

)
na3 ln(na3) + . . .

]
(15)

et ne dépend donc lui aussi que de la longueur de diffusion a. Le terme suivant représenté
par . . . est proportionnel à n ; il fait intervenir la portée effective re ainsi qu’un paramètre à
trois corps calculé par TAN (2008d).
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un développement en puissances de V :

a = a(1) + a(2) + . . . , g = g(1) + g(2) + . . . (16)

avec g ≡ 4π~2a/m.

Rappelons brièvement la nature de cette approximation et son critère
de validité à basse énergie. Lors d’une collision binaire, l’amplitude de dif-
fusion de la particule relative de ki vers kf est donnée par l’élément de
matrice de T̂ (E) entre ces deux états, avec Ĥ0 = p̂2/2mr et E = ~2k2

i /2mr

(p̂ et mr = m/2 représentent l’impulsion et la masse de la particule rela-
tive) :

T̂ (E) = V̂ + V̂
1

E − Ĥ0 + i0+

V̂ + . . . (17)

L’approximation de Born consiste à ne garder que le premier terme de ce
développement :

〈kf |T̂ (E)|ki〉 ≈ 〈kf |V̂ |ki〉 =
Ṽkf−ki

L3
. (18)

Nous nous intéressons au régime des collisions de basse énergie (collisions
en onde s). En prenant la limite |ki| = |kf | → 0, on retrouve le résultat déjà
utilisé au chapitre précédent :

g(1) ≡ 4π~2a(1)

m
= Ṽ0. (19)

Une condition nécessaire pour que cette approximation soit valable est
que le terme suivant dans le développement de Born soit petit devant le
terme conservé. L’élément de matrice du terme suivant se calcule aisément
en introduisant une relation de fermeture dans l’espace des moments :

〈kf |V̂
1

E − Ĥ0 + i0+

V̂ |ki〉 =
L3

(2π)3

∫ 〈kf |V̂ |k〉 〈k|V̂ |ki〉
E − ~2k2

2mr
+ i0+

d3k

=
1

(2π)3L3

∫
Ṽkf−k Ṽk−ki

E − ~2k2

2mr
+ i0+

d3k. (20)

Prenons la limite |ki| = |kf | → 0 dans cette équation, en utilisant mr =

m/2 :

〈kf |V̂
1

E − Ĥ0 + i0+

V̂ |ki〉 ≈ − m

(2π)3~2L3

∫
Ṽ 2
k

k2
d3k

= − m

2π2~2L3

∫ ∞

0

Ṽ 2
k dk, (21)

cette intégrale convergeant dès que |Ṽk| décroît plus vite que 1/
√
k à l’in-

fini. Comme |Ṽk| prend des valeurs significatives pour des valeurs de k
allant jusqu’à ∼ 1/b, la valeur correspondante de l’intégrale est, à un coef-
ficient numérique près dépendant de la forme précise du potentiel :

〈kf |V̂
1

E − Ĥ0 + i0+

V̂ |ki〉 ∼ −
m

2π2~2L3

Ṽ 2
0

b
. (22)

La contribution de ce terme (toujours négatif) à la longueur de diffusion a
est petite devant la contribution dominante si

m

2π2~2

Ṽ 2
0

b
� Ṽ0 ou encore a(1) � b. (23)

C’est le critère recherché pour que l’approximation de Born à basse énergie
(19) soit valable.

L’analyse ci-dessus permet de donner la première correction à l’ap-
proximation de Born, qui nous sera utile dans la suite :

g(2) ≡ 4π~2a(2)

m
= − 1

(2π)3

∫ |Ṽk|2
2εk

d3k (24)

avec comme précédemment εk = ~2k2/2m, cette correction∼ a(1)×
(
a(1)/b

)

étant toujours négative.

1-2 Préliminaire 2 : les différents secteurs pour k

Les différentes quantités physiques mentionnées en introduction,
comme l’énergie de l’état fondamental ou la déplétion quantique, font
intervenir des intégrales sur le vecteur d’onde k. Il est donc important
d’identifier dès maintenant les comportements des deux termes principaux
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1

V(r)

r

b

Ṽk

k

1/b

Ṽ0

FIGURE 1. Un potentiel V (r) de portée b et sa transformée de Fourier Ṽk de portée
1/b.

qui interviendront dans toutes ces intégrales, nṼk et εk, pour les comparer
entre eux.

Nous avons fait l’hypothèse que le potentiel V (r) est régulier de portée
b. Nous supposerons dans ce qui suit que sa transformée de Fourier Ṽk est à
peu près constante et égale à Ṽ0 tant que k � 1/b, puis décroît et tend vers
0 quand k devient nettement plus grand que b. Un exemple de variation
pour V (r) et Ṽk est donné en figure 1 dans le cas d’un potentiel gaussien.

Dans l’expression (9) de la fréquence du mode associé à la paire
{+k,−k}, nous voyons apparaître la somme

εk + 2nṼk (25)

avec εk = ~2k2/2m ; il est alors utile de déterminer lequel de ces deux
termes est prépondérant :

— Quand k → 0, εk → 0, alors que Ṽk tend vers la valeur non nulle Ṽ0.
Le terme dominant est nṼk ≈ nṼ0.

— Quand k →∞, εk diverge alors que Ṽk → 0. C’est alors εk qui domine.

Il nous faut maintenant évaluer le point à partir duquel εk devient domi-
nant par rapport à nṼk. Pour cela, commençons par définir la valeur k0

1

V(r)

r

b

Ṽk

k

1/b

Ṽ0

nṼk

k

1/b

nṼ0

k0

nṼk

1/b

nṼ0

k0

FIGURE 2. Les deux situations possibles pour trouver l’égalité entre l’énergie ci-
nétique à une particule εk = ~2k2/2m (en rouge) et l’énergie d’interaction nṼk
(en bleu).

pour laquelle εk est égale à nṼ0 :

~2k2
0

2m
= nṼ0 ⇒ k0 =

√
2mnṼ0

~
. (26)

La question est de savoir si Ṽk est encore voisin de Ṽ0 pour k = k0, ou s’il
a déjà fortement décru. On sera dans le premier cas si k0 � 1/b et dans le
cas opposé si k0 � 1/b. Ces deux cas limites sont représentés en figure 2.

En reprenant le lien (19) entre longueur de diffusion et Ṽ0, la définition
de k0 s’écrit

k0 =
√

8πna ≡ 1

ξ
(27)

où ξ est appelée longueur de cicatrisation (healing length). La condition k0 �
1/b peut alors s’écrire :

k0 � 1/b ⇔ 8πnab2 � 1. (28)

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que la condition (28) est réali-
sée et qu’on est donc dans le cas du diagramme de gauche de la figure 2.
Cette hypothèse peut être vue comme une condition de faible densité. Plus
précisément, on peut écrire nab2 sous la forme

nab2 = nb3 × a

b
. (29)
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k
0 k0 = 1/ξ 1/b

εk � nṼk ≈ nṼ0 εk � nṼk ≈ nṼ0 εk � nṼk 6= nṼ0

domaine 1 domaine 2 domaine 3

FIGURE 3. Les trois domaines pertinents pour le nombre d’onde k quand la condi-
tion de faible densité (28) est remplie.

Nous avons expliqué dans le premier chapitre que nous considérerons ici
des gaz dilués au sens de nb3 � 1 et la validité du développement de Born
requiert par ailleurs que a/b soit petit devant 1.

Dans le régime représenté sur le diagramme de gauche de la figure 2,
nous pouvons identifier trois domaines de valeurs de k distincts (voir fi-
gure 3) :

— Domaine 1, k � k0 = 1/ξ : le terme nṼk domine l’énergie cinétique εk
et on peut par ailleurs prendre Ṽk ≈ Ṽ0.

— Domaine 2, k0 � k � 1/b : l’énergie cinétique εk est dominante et Ṽk
reste proche de sa valeur à l’origine Ṽ0.

— Domaine 3, 1/b � k : l’énergie cinétique εk est dominante et Ṽk
tend vers 0 quand k → ∞ (ce domaine sera absent pour le pseudo-
potentiel).

Remarque. Même si les gaz quantiques correspondent au cas de figure
que nous venons de discuter, il est intéressant d’envisager le cas opposé re-
présenté sur le diagramme de droite de la figure 2, obtenu pour une situa-
tion de haute densité, 8πnab2 � 1. Pour bien préciser les paramètres dans
ce cas, il est préférable de se donner une forme spécifique de potentiel, par
exemple le potentiel de Yukawa [voir par exemple CEPERLEY, CHESTER et
al. (1978) et CAMPANA, D’AURIA et al. (1979)]

Ṽk =
Ṽ0

1 + k2b2
, V (r) = V0

e−r/b

r/b
, Ṽ0 = 4πb3 V0. (30)

On pourrait s’inquiéter de la validité de l’approche de Bogoliubov dans ce
régime de haute densité, mais il n’y a en fait pas de problème. En effet, on

peut montrer que la déplétion quantique s’écrit dans ce cas :

Haute densité :
n′

n
∼ 1

(nab2)1/4
× a

b
. (31)

et elle est donc d’autant plus faible que la densité est grande ! Plus précisé-
ment, le premier terme du produit intervenant dans le membre de droite
est inférieur à 1 par définition de la situation de haute densité, et le second
terme est petit devant 1 du fait du critère de validité de l’approximation de
Born. Notons que l’on peut prendre la limite d’une portée b infinie, c’est-
à-dire un potentiel de Coulomb. Ce problème a été étudié initialement par
FOLDY (1961) et GIRARDEAU (1962). La phase condensée de Bose–Einstein
est alors en compétition avec la formation d’un cristal de Wigner, mais
on peut montrer dans la limite haute densité considérée ici que la phase
condensée de Bose-Einstein conduit à une énergie plus basse (CEPERLEY,
CHESTER et al. 1978 ; HALINEN, APAJA et al. 2000).

1-3 Illustration : le spectre d’excitation

Une fois l’hamiltonien de Bogoliubov mis sous la forme

Ĥ ′ =
∑

k 6=0

~ωk b†kbk + constante, ~ωk =
(
ε2k + 2nṼkεk

)1/2

, (32)

la quantité physique la plus simple à étudier est son spectre d’excitation,
c’est-à-dire l’énergie et l’impulsion qu’il faut apporter au système pour le
faire passer de son état fondamental à un état excité.

Les excitations élémentaires du système sont obtenues en faisant agir
un des opérateurs b†k sur l’état fondamental du système. Une telle opéra-
tion confère au fluide l’énergie ~ωk et l’impulsion ~k, puisque b†k est com-
binaison linéaire de a†k (qui amène ~k) et de a−k (qui enlève −~k). Nous
allons maintenant discuter les différents régimes possibles pour cette ex-
citation élémentaire, en nous appuyant sur les différents domaines de va-
leurs de k que nous venons d’identifier.

— Domaine 1. Dans ce domaine, on a nṼk ≈ nṼ0 � εk et on trouve

ωk ≈ ck avec c =

√
nṼ0/m. (33)
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On retrouve le spectre de phonons bien connu, qui apparaît également
dans une théorie de Bogoliubov menée avec des champs classiques [cf.
cours 2015-16]. Rappelons que ce spectre linéaire est un élément clé de
la superfluidité du gaz ; il permet en effet à une impureté localisée de
se propager dans le gaz sans dissiper d’énergie, pourvu que sa vitesse
soit suffisamment basse.

— Domaine 2. Dans ce domaine, on a εk � nṼk ≈ nṼ0 et on trouve

~ωk ≈ εk + nṼ0. (34)

Ce résultat s’interprète simplement à partir des contributions de Har-
tree et de Fock calculées au cours précédent. Il correspond à l’énergie
qu’il faut fournir pour faire passer une particule du condensat, donc
depuis l’état d’impulsion nulle et avec une énergie d’interaction avec
ses voisins égale à nṼ0 [uniquement le terme de Hartree, puisque le
terme de Fock (échange) est nul dans ce cas], à un état excité d’impul-
sion ~k et une énergie d’interaction 2nṼ0 [Hartree+Fock]. Cette éner-
gie à fournir est donc εk + 2nṼ0 − nṼ0, comme indiqué en (34).

— Domaine 3. Dans ce domaine, on a εk � nṼk 6= nṼ0 et on trouve

~ωk ≈ εk + nṼk (35)

Le résultat s’interprète là aussi à partir des contributions de Hartree
et de Fock. L’énergie initiale de la particule quand elle fait partie du
condensat est nṼ0 et l’énergie finale est εk + n(Ṽ0 + Ṽk). Les termes de
Hartree initiaux et finaux se compensent, pour ne laisser que l’énergie
cinétique et le terme de Fock.

Nous verrons dans la suite de ce chapitre et dans le prochain qu’il est
possible d’ajouter des termes négligés dans l’approximation de Bogoliu-
bov et de resommer ainsi la série de Born décrivant des collisions à deux
corps. Cette procédure, discutée initialement par BELIAEV (1958b), revient
à prendre en compte par exemple des processus virtuels comme

(k) + (0) ←→ (k − q) + (q) (36)

qui correspond à l’application de l’opérateur a†k−qa
†
qaka0 et de son conju-

gué. L’effet de cette resommation est de remplacer Ṽ0 par un terme pro-
portionnel à l’amplitude de diffusion à basse énergie f(k = 0) = −a, plus

précisément par le couplage g = 4π~2a/m. Les résultats (33) et (34) de-
viennent alors respectivement

Domaine 1 : ωk ≈ ck avec c =
√
ng/m (37)

Domaine 2 : ~ωk ≈ εk + ng. (38)

2 Énergie LHY et déplétion quantique

2-1 L’énergie de l’état fondamental

Dans ce paragraphe, nous allons évaluer l’énergie de l’état fondamental
de l’hamiltonien approché Ĥ ′ donné en (4). Notre but sera de faire appa-
raître le développement de Born (16) dans l’expression de cette énergie.
En particulier, nous souhaitons aller à l’ordre 2 inclus en V pour le terme
dominant, représentant l’énergie de champ moyen.

L’état fondamental est obtenu en plaçant chaque mode décrit par les
opérateurs b†k, bk dans son état fondamental, de sorte que l’énergie recher-
chée s’écrit :

Efond =
1

2
nNṼ0 +

1

2

∑

k 6=0

~ωk − ~ω0,k. (39)

En utilisant les valeurs (9-10) de ωk et ω0,k, puis en remplaçant la somme
discrète par une intégrale, on obtient :

Efond

L3
=

1

2
n2Ṽ0 +

1

2 (2π)3

∫ [(
ε2k + 2nṼkεk

)1/2

− εk − nṼk
]

d3k. (40)

Il est important de s’assurer de la convergence à l’infini de cette intégrale
qui intervient dans cette expression. Aux grands k, comme expliqué en
§ 1-2, nṼk tend vers 0 alors que εk croît. On peut donc effectuer un déve-
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loppement limité 2 de la racine carrée contribuant à l’intégrale

(
ε2k + 2nṼkεk

)1/2

= εk

(
1 +

2nṼk
εk

)1/2

≈ εk + nṼk −
n2Ṽ 2

k

2εk
+
n3Ṽ 3

k

2ε2k
+ . . . (42)

Ici, le terme dominant de l’intégrande est

−n
2Ṽ 2
k

2εk
, (43)

c’est-à-dire le même terme que celui apparaissant dans a(2), le deuxième
ordre du développement de Born (24) de la longueur de diffusion. Le cri-
tère de convergence est donc toujours une décroissance de |Ṽk|2 à l’infini
plus rapide que 1/k, que nous supposerons acquise ici.

À ce stade, le terme dominant de Efond donné en (40) est la première
contribution du membre de droite, 1

2n
2Ṽ0, avec Ṽ0 = g(1). Comme annoncé

en introduction de ce paragraphe, nous souhaitons exprimer ce terme en
fonction de g avec une précision meilleure que g(1), et aller jusqu’à l’ordre
2 en V . Pour cela, nous pouvons réécrire ce terme dominant sous la forme :

1

2
n2Ṽ0 =

1

2
n2
(
g(1) + g(2)

)
− 1

2
n2g(2) (44)

puis de réinjecter le deuxième terme − 1
2n

2g(2) dans l’intégrale sur k en
utilisant l’expression (24) de g(2). On arrive alors à :

Efond = Echp.moy. + ELHY (45)

avec
Echp.moy

L3
=

1

2
n2
(
g(1) + g(2)

)
≈ 1

2
gn2 (46)

et

ELHY

L3
=

1

2 (2π)3

∫ [(
ε2k + 2nṼkεk

)1/2

− εk − nṼk +
n2Ṽ 2

k

2εk

]
d3k. (47)

2. Nous utilisons le développement limité :

√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

8
+
x3

16
+O(x4). (41)

2-2 Calcul de l’énergie ELHY

Un point important de l’expression (47) de l’énergie ELHY porte sur le
comportement aux grands k de l’intégrande. Alors que le terme dominant
de l’intégrande apparaissant en (40) faisait intervenir Ṽ 2

k /εk [voir (43)], ce
terme dominant est exactement compensé par la contribution de g(2). L’in-
tégrande de ELHY tend maintenant vers 0 beaucoup plus vite aux grands
k, avec le terme dominant

Terme dominant pour εk � Ṽk :
n3Ṽ 3

k

2ε2k
. (48)

Même si Ṽk ne décroît que très lentement à l’infini, la convergence de l’in-
tégrale est maintenant assurée par la présence de ε2k ∝ k4 au dénominateur.

Il est donc intéressant d’approfondir les valeurs de k qui contribuent de
manière significative à cette intégrale. Reprenons pour cela la figure 3 sur
laquelle on a distingué trois secteurs :

— La zone 1 des faibles k où εk � nṼk ≈ nṼ0.

— La zone 2 des k intermédiaires où εk � nṼk ≈ nṼ0.

— La zone 3 des grands k où εk est toujours dominant et où Ṽk diffère
significativement de Ṽ0.

Compte tenu de la décroissance rapide de l’intégrande intervenant dans
ELHY [cf. (48)], la zone 3 a une contribution négligeable. En nous limitant à
la contribution des zones 1 et 2, nous pouvons donc remplacer Ṽk dans Ṽ0

dans cette intégrale :

ELHY

L3
=

1

2 (2π)3

∫ [(
ε2k + 2nṼ0εk

)1/2

− εk − nṼ0 +
n2Ṽ 2

0

2εk

]
d3k. (49)

Pour terminer ce calcul, notons que l’énergieELHY est une petite correction
par rapport au terme de champ moyen. Nous pouvons y remplacer systé-
matiquement a(1) par a, ou de manière équivalente g(1) = Ṽ0 par g. De
cette manière, nous obtenons une expression en fonction de a ou g qui cor-
respond à un développement systématique en puissances de V , à l’ordre
2 inclus. Insistons sur le fait que cela n’est possible que grâce à la décrois-
sance rapide de l’intégrande de (47). Cela n’aurait pas été le cas si on avait
cherché à calculer explicitement l’intégrale (40) : la forme complète de la
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dépendance en k de Ṽk aurait alors contribué. Fort heureusement, cette
contribution se réintègre en totalité dans le terme d’ordre 2 du développe-
ment de Born, a(2).

Après le changement de variable x = k(~2/2mnṼ0)1/2 [ou encore x =
kξ avec ξ = 1/

√
8πna] dans l’intégrale (49), on obtient

ELHY

L3
=

~2

m
(na)5/2 I (50)

où on a posé

I = 16
√

2π

∫ +∞

0

[
x2 + 1−

(
x2 + 2x

)1/2 − 1

2x

]
dx. (51)

Après un calcul explicite de cette intégrale, on arrive à :

ELHY

L3
=

1

2
gn2 × 128

15
√
π

√
na3, (52)

ce qui est le résultat annoncé en (13). Comme indiqué en introduction,
l’énergie ELHY est petite devant l’énergie de champ moyen dès que la
condition de validité "basse densité" de l’approche de Bogoliubov,

√
na3 �

1, est satisfaite.

Nous avons donc vu apparaître ici le développement de Born pour la
longueur de diffusion, avec les contributions d’ordre 1 et 2 à prendre en
compte pour le terme dominant de champ moyen, la seule contribution
d’ordre 1 étant suffisante pour le terme LHY. On peut chercher à aller plus
loin 3 et inclure tous les termes de ce développement pour exprimer le ré-
sultat final uniquement en fonction de a =

∑∞
j=1 a

(j). Nous ne ferons pas
ici cette resommation pour un potentiel V (r) arbitraire car elle est très tech-
nique [voir par exemple BELIAEV (1958b), HUGENHOLTZ & PINES (1959),
GAVORET & NOZIERES (1964) et NOZIÈRES & PINES (1990)]. Qui plus est, le
caractère convergent des séries que l’on resomme n’est pas facile à établir,
surtout en présence d’états liés dans le potentiel V (r) qu’il s’agit d’ignorer
pour ne traiter que le cas d’un gaz d’atomes libres. Ainsi LIEB, SEIRINGER

et al. (2005) écrivent à propos de ces méthodes 4 : They all rely on some spe-
cial assumptions about the ground state that have never been proved, or on the
selection of special terms from a perturbation series which likely diverges.

3. Cette possibilité était mentionnée par Bogoliubov dans son article initial (BOGOLIUBOV
1947), et il remerciait Landau pour cette "remarque importante".

4. On pourra également consulter la discussion en pages 463-464 de GAVORET (1963).

2-3 La déplétion quantique

La dernière étape de notre traitement réside dans la validation de l’ap-
proximation à la base de la méthode de Bogoliubov. Est-il correct de sup-
poser que le nombre de particules N ′ en dehors de l’état k = 0 est petit
devant le nombre total N ?

Pour évaluer N ′, nous pouvons utiliser directement le résultat du mo-
dèle à deux modes développé au cours précédent. Le nombre moyen de
paires {+k,−k} dans l’état fondamental du système est donnée par v2

k, où
le coefficient vk est rappelé en (11). En sommant la contribution de toutes
les paires, on trouve donc le nombre d’atomes N ′ recherché :

N ′ =
∑

k 6=0

v2
k =

1

2

L3

(2π)3

∫

 εk + nṼk(

ε2k + 2nṼkεk

)1/2
− 1


 d3k. (53)

Comme lors du calcul de l’énergie du fondamental, il importe bien sûr de
vérifier la convergence de cette intégrale :

— Au voisinage de l’origine, grâce au jacobien en d3k = 4πk2 dk, il n’y a
pas de problème de divergence bien que le contenu de la parenthèse
diverge comme 1/k.

— Aux grandes valeurs de k, le terme dominant de l’intégrande est 5 :

n2
0Ṽ

2
k

2 ε2k
. (54)

Ce comportement asymptotique est le même que celui trouvé ci-
dessus pour l’énergie ELHY dans le cadre du développement de Born
[voir (48)] et la conclusion est identique : même si Ṽk ne décroît que
très lentement à l’infini, l’intégrale sera convergente grâce au facteur
ε2k ∝ k4 qui apparaît au dénominateur.

La procédure est donc similaire à celle utilisée pour calculer ELHY.
Parmi les trois zones de valeurs de k identifiées en figure 3, seules les
zones 1 et 2 contribuent de manière significatives à l’intégrale (53). Dans

5. On utilise le développement limité (1 + 2u)−1/2 = 1 − u + 3
2
u2 + . . . et (1 + u)(1 +

2u)−1/2 = 1 + 1
2
u2 + . . . avec u = nṼk/εk .
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ces zones, on peut faire l’approximation Ṽk ≈ Ṽ0 ≈ g et on arrive à l’ex-
pression pour la densité non condensée n′ = N/L3 :

n′ = (na)3/2 4
√

2√
π

∫ +∞

0

(
x2 + 1√
x2 + 2

− x
)
x dx, (55)

où l’on a posé x = kξ. L’intégrale figurant dans cette expression se calcule
analytiquement et le résultat s’écrit

n′

n
=

8

3
√
π

√
na3. (56)

Nous voyons apparaître ici l’infiniment petit
√
na3 annoncé en introduc-

tion. Le résultat (56) ne fait intervenir que la longueur de diffusion et
sa portée dépasse le cas du potentiel régulier décrit par l’approximation
de Born ; elle s’étend au cas d’un potentiel quelconque, en particulier le
pseudo-potentiel, comme nous le vérifierons au prochain paragraphe.

Pour faire le lien avec la condition de faible densité établie en § 1-2 [cf.
(28)], il est intéressant de réécrire ce résultat sous la forme :

n′

n
∼
√
nab2

a

b
(57)

qui est le produit de deux termes petits devant 1 : la petitesse du premier
terme

√
nab2 provient de la condition (28) et celle du second terme a/b

découle du critère de validité de l’approximation de Born.

3 Hamiltonien de Bogoliubov pour V̂pp

Après avoir étudié en détail l’effet du couplage créé par un potentiel ré-
gulier V (r), dans la limite |a| � b permettant d’utiliser le développement
de Born, nous passons au cas du pseudo-potentiel, de portée b = 0, mais de
longueur de diffusion a arbitraire. Les résultats (12) et (13) pour la déplé-
tion quantique et l’énergie de l’état fondamental seront inchangés, mais la
démarche à suivre présente quelques subtilités spécifiques que nous allons
discuter.

3-1 Potentiel de contact et pseudo-potentiel V̂pp

Nous avons étudié en détail dans le cours de l’an dernier comment ob-
tenir à trois dimensions un tel potentiel de portée nulle en physique quan-
tique. Le choix le plus simple semble être le potentiel de contact

V (r) = g δ(r) ⇔ ∀k : Ṽk = g. (58)

Mais ce potentiel conduit à une divergence de l’amplitude de diffusion et
n’est donc pas utilisable tel quel. Ce comportement singulier s’observe par
exemple sur le développement de Born : le premier ordre est régulier et
donne

a1 =
mg

4π~2
, (59)

mais le deuxième ordre a2 donné en (24) fait apparaitre l’intégrale∫
(1/k2) d3k qui est divergente.

Le pseudo-potentiel V̂pp permet de résoudre ce problème de divergence
tout en gardant une portée nulle. On définit son action 6 sur une fonction
d’onde ψ(r) par :

V̂pp [ψ(r)] = g δ(r)
∂

∂r
[r ψ(r)]

∣∣∣∣
r=0

(60)

Cette expression permet de donner un sens au potentiel quand il agit sur
des fonctions régulières en r = 0 et aussi sur des fonctions divergeant
comme 1/r. Plus précisément, on trouve que V̂pp "efface" tout terme diver-
geant comme 1/r :

ψ(r) =
α

r
+ ψreg(r) ⇒ V̂pp [ψ(r)] = g ψreg(0) δ(r) (61)

où ψreg(r) est régulière en r = 0. L’action de V̂pp sur des fonctions régu-
lières (comme les ondes planes eik·r) est donc identique à celle du potentiel
de contact (58), mais V̂pp a également une action bien définie sur les ondes
sphériques qui jouent un rôle essentiel en théorie de la diffusion :

V̂pp

[
eikr

r

]
= V̂pp

[
1

r
+

eikr − 1

r

]
= ikg δ(r). (62)

6. Voir OLSHANII & PRICOUPENKO (2001) pour une généralisation de cette définition.
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On peut donc résoudre complètement le problème d’une collision à deux
corps interagissant via ce pseudo-potentiel et on trouve en particulier que
la longueur de diffusion a est toujours reliée à la constante de couplage g
par la relation g = 4π~2a/m.

3-2 Les subtilités du pseudo-potentiel

Quand on manipule le pseudo-potentiel, il est important de garder à
l’esprit plusieurs subtilités dans son action. Un exemple est fourni par l’ac-
tion de V̂pp sur une somme infinie de termes. Considérons l’identité :

1

r
=

1

2π2

∫
eik·r

k2
d3k (63)

et appliquons V̂pp sur les deux membres :
— Sur le membre de gauche, l’action de V̂pp est par définition :

V̂pp

[
1

r

]
= 0. (64)

— Sur le membre de droite, si on s’autorise à intervertir l’action de V̂pp et
l’intégrale sur k (ce qui est en fait incorrect), on trouve

V̂pp

[
1

2π2

∫
eik·r

k2
d3k

]
?
=

1

2π2

∫
V̂pp

[
eik·r]

k2
d3k (65)

=
g δ(r)

2π2

∫
1

k2
d3k =

g δ(r)

2π2

∫
4π dk

qui est une intégrale divergente en k = +∞ !
Il convient donc d’être vigilant dès que l’on veut calculer l’action de V̂pp

sur une fonction que l’on développe en Fourier, comme en (63). Ce point
apparaît quand on considère l’action de V̂pp en seconde quantification

V̂ =
1

2

∫
Ψ̂†(r′) Ψ̂†(r) V̂pp

[
Ψ̂(r) Ψ̂(r′)

]
d3r d3r′ (66)

où Ψ̂(r) est l’opérateur champ qui détruit une particule au point r. Le dé-
veloppement de cet opérateur sur la base des ondes planes s’écrit :

ψ̂(r) =
1

L3/2

∑

k

eik·r ak (67)

Si on insère ce développement dans (66) et que l’on permute l’action de V̂pp

et la sommation sur k, on arrive à

V̂ =
g

2L3

∑

k,k′,q

a†k+qa
†
k′−qak′ak. (68)

C’est exactement la forme qu’on aurait déduite de l’expression générale

1

2L3

∑

k,k′,q

Ṽq a
†
k+q a

†
k′−q ak′ ak. (69)

en prenant Ṽq = g pour tout moment q, ce qui correspond en fait au poten-
tiel de contact naïf g δ(r) donné en (58). En passant de (66) à (68), on a omis
la subtile différence entre V̂pp et un pur potentiel de contact, ce qui ouvre
la voie à des divergences.

Pour éliminer ces divergences, deux stratégies sont possibles. On peut
s’interdire l’interversion de l’action de V̂pp avec toute somme infinie sur k,
et à travailler uniquement avec des opérateurs du type (66) (LEE, HUANG

et al. 1957). L’autre approche, qui est validée par un traitement utilisant
le groupe de renormalisation (BRAATEN, KUSUNOKI et al. 2008), consiste
à mener les calculs avec l’expression "ondes planes" de V̂pp [c’est-à-dire
l’expression (68)] tout en guettant l’apparition de termes divergents de la
forme

g

L3

∑

k 6=0

1

k2
=

g

(2π)3

∫
4π dk. (70)

Ces termes "signeront" le résultat de l’application de V̂pp sur une fonction
proportionnelle à 1/r, qui donne en fait un résultat nul, et ils devront donc
simplement être soustraits du résultat final :

g

L3

∑

k 6=0

1

k2
−→ 0 (71)

De façon plus générale, rappelons que le pseudo-potentiel vient chan-
ger le domaine de travail : pour le problème à deux corps interagissant
par un potentiel régulier, l’espace des fonctions d’onde ψ(r1, r2) est com-
posé des fonctions continues des deux variables r1, r2. Quand on utilise
le pseudo-potentiel pour décrire l’interaction, le domaine de l’hamiltonien
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est modifié. Il s’agit de l’ensemble des fonctions satisfaisant la condition aux
limites de Bethe–Peierls, c’est-à-dire se comportant comme

r → 0 : Ψ(r1, r2) ≈
(

1

r
− 1

a

)
Φ(R) (72)

avec
R = (r1 + r2)/2, r = r1 − r2. (73)

Cette condition aux limites de Bethe–Peierls joue un rôle important dans
le choix de fonctions d’essai si on souhaite aborder le problème par la mé-
thode variationnelle.

3-3 Méthode de Bogoliubov pour le pseudo-potentiel

Une fois établie l’expression de l’opérateur V̂ décrivant l’interaction
entre particules, la démarche de Bogoliubov se déroule de manière iden-
tique à ce que nous avons décrit pour un potentiel V (r) régulier. On sup-
pose que la majorité des particules sont dans l’état condensé k = 0 et on
traite les opérateurs a0 et a†0 comme des nombres classiques, en négligeant
leur commutateur. On arrive alors à l’hamiltonien approché :

Ĥ ′ =
1

2
gnN + Ĥ ′′ (74)

et

Ĥ ′′ =
∑

paires
{k,−k}

[εk + gn]
(
a†kak + a†−ka−k

)
+ gn

(
a†ka
†
−k + aka−k

)
(75)

Le terme dominant de Ĥ est l’énergie constante 1
2gnN : c’est l’énergie

de champ moyen calculée en supposant toutes les particules occupant le
même état k = 0.

La diagonalisation de Ĥ ′′ se fait avec la même transformation cano-
nique, bk = ukak + vka

†
−k avec les coefficients (uk, vk) donnés par

uk = coshλk vk = sinhλk, (76)

la variable auxiliaire λk étant définie par

sinh(2λk) =
gn

~ωk
cosh(2λk) =

εk + gn

~ωk
(77)

c’est-à-dire

tanh(2λk) =
gn

gn+ εk
=

1

1 + k2ξ2
(78)

où la longueur de cicatrisation ξ est donnée par

ξ =
1√

8πan
=

~√
2mgn

. (79)

L’hamiltonien Ĥ s’écrit en fonction des bk, b
†
k :

Ĥ =
∑

k 6=0

~ωk b†kbk + E0 avec ~ωk =
√
ε2k + 2gnεk (80)

la fréquence ωk et l’énergie gn pouvant également se mettre sous la forme :

~ωk = εk e2λk gn =
1

2
εk
(
e4λk − 1

)
. (81)

L’énergie de l’état fondamental se déduit en principe du résultat général
précédent :

∆E =
∑

k 6=0

(
1

2
~ωk −

1

2
~ω0,k

)
(82)

ce qui conduit à :

Efond
?
=

1

2
gnN +

1

2

∑

k 6=0

(~ωk − εk − gn) . (83)

Nous avons mis un point d’interrogation sur ce dernier résultat, car nous
verrons qu’il présente en fait une divergence du type (71), qu’il s’agira d’ef-
facer avant de donner le résultat correct à cet ordre du calcul.

Du fait de la portée nulle de ce potentiel, il n’y a plus que deux do-
maines à considérer pour k au lieu de trois (cf. figure 4) :
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k
0 k0 = 1/ξ

εk � ng εk � ng

domaine 1 domaine 2

FIGURE 4. Les deux domaines de valeurs de k pour le pseudo-potentiel.

— La région des faibles k, pour lesquels εk � gn c’est-à-dire kξ � 1. Il
s’agit du régime phononique

ωk ≈ ck avec c =
1√
2

~
mξ

, uk ≈ vk ≈
1

23/4
√
kξ

(84)

— Le régime de particules presque libres, εk � gn, c’est-à-dire kξ � 1,
pour lequel

~ωk ≈ εk + gn uk ≈ 1 +
1

8k4ξ4
, vk ≈

1

2k2ξ2
(85)

Le calcul de la déplétion quantique est inchangé par rapport au chapitre
précédent. En effet, les états k contribuant à la déplétion sont essentielle-
ment tels que k . 1/ξ et leur contribution n’est pas affectée par la substi-
tution Ṽk → Ṽ0. On trouve donc :

n′

n
=

1

N

∑

k 6=0

v2
k =

8

3
√
π

√
na3 (86)

Notons que la condition de validité de l’approche de Bogoliubov,√
na3 � 1, assure d’emblée la hiérarchie de trois échelles de longueur dans

le problème :
a � d ≡ n−1/3 � ξ. (87)

La distance moyenne entre particules d doit être grande devant la longueur
de diffusion a, mais petite devant la longueur de cicatrisation ξ puisque

d

ξ
= n−1/3

√
8πan =

√
8π(na3)1/6 � 1. (88)

3-4 L’énergie de l’état fondamental

Revenons maintenant à l’expression (83) de l’énergie du fondamental
qui se met sous la forme

Efond
?
=

1

2
gnN +

1

2

∑

k 6=0

[(
ε2k + 2gnεk

)1/2 − εk − gn
]
. (89)

Aux grandes valeurs de k, les termes dominants de l’argument de la
somme sont :

−g
2n2

2εk
+
g3n3

2ε2k
(90)

Le premier terme∝∑k 6=0 1/k2 conduit à la divergence caractéristique que
nous avons signalée en § 3-2, elle-même liée au fait qu’en passant sur la
base des ondes planes, nous avons identifié V̂pp à un pur potentiel de
contact [cf. (68)]. Rappelons que ce terme traduit une inversion abusive
de l’action de V̂pp et du développement en série de Fourier d’une fonction
du type 1/r. Comme expliqué précédemment, ce type de terme doit être
simplement retiré du résultat final puisque V̂pp(1/r) est en fait nul :

g
∑

k 6=0

1

k2
−→ 0. (91)

Une fois cette soustraction effectuée, nous trouvons donc l’expression pour
le déplacement d’énergie du fondamental sous l’effet du pseudo-potentiel :

Efond =
1

2
gnN +

1

2

∑

k 6=0

[(
ε2k + 2gnεk

)1/2 − εk − gn+
g2n2

2εk

]
. (92)

Aux grandes valeurs de k, le terme dominant dans l’argument de cette
somme est maintenant

g3n3

2ε2k
∝ 1

k4
(93)

ce qui conduit à une intégrale tri-dimensionnelle sur k convergente.

En fait, le deuxième membre de l’expression (92) est identique au terme
(49) obtenu pour un potentiel régulier et le résultat du calcul ELHY, donné
en (52), est inchangé. Une fois ajouté le premier terme 1

2gnN de (92), on
aboutit là encore au résultat (13) annoncé en introduction.

58



CHAPITRE III. L’ÉNERGIE DE LEE-HUANG-YANG ET LA DÉPLÉTION QUANTIQUE § 4. Mesures de la déplétion quantique

La similitude entre les résultats des calculs menés avec un potentiel ré-
gulier ou avec le pseudo-potentiel ne doit malgré tout pas masquer une
subtilité importante de V̂pp :

— Calcul pour V (r) régulier : L’énergie E′′ écrite en (40) est toujours
négative. Pour faire émerger le développement de Born de g, on a
ajouté au terme dominant 1

2nNṼ0 = 1
2nNg

(1) la correction à l’ordre 2
1
2nNg

(2), contribution que l’on a simultanément soustraite à E′′. Cela
a conduit à une valeur positive pour ELHY (rappelons que la correc-
tion g(2) est toujours négative) :

1

2
nNṼ0 → 1

2
nNṼ0 + E′′︸︷︷︸

<0

=
1

2
nNṼ0 +

1

2
nNg(2)

︸ ︷︷ ︸
1
2 gnN

+E′′ − 1

2
nNg(2)

︸ ︷︷ ︸
ELHY>0

(94)

— Calcul pour V̂pp : Partant de Ĥ ′ = 1
2gnN+Ĥ ′′, on est arrivé à l’énergie :

1

2
gnN → 1

2
gnN + ELHY︸ ︷︷ ︸

>0

. (95)

La prise en compte de Ĥ ′′ pour le pseudo-potentiel augmente donc
l’énergie du fondamental au lieu de la diminuer, ce qui semble consti-
tuer une violation du théorème variationnel. L’explication de ce pa-
radoxe tient au changement du domaine de l’hamiltonien quand on
passe de 1

2gnN à 1
2gnN + Ĥ ′′. Comme on ne travaille plus dans le

même espace de Hilbert, le théorème en question ne s’applique plus
et cette élévation d’énergie peut se produire. Nous renvoyons le lec-
teur vers le cours 2020-21 (chapitre 3), où ce point est discuté plus en
détail avec les références bibliographiques correspondantes.

4 Mesures de la déplétion quantique

Nous disposons maintenant du résultat de la méthode de Bogoliu-
bov, à la fois pour un potentiel régulier pour lequel le développement
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High-Energy Neutron Scattering from Liquid He'
P. C. HQHENBERG AND P. M. PLATzINAN
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(Received 8 Ju]y 1966)

An experiment is proposed using high-energy neutrons to probe the momentum distribution of helium
atoms in liquid helium, and detect the presence of a zero-momentum condensate below Tz. It is suggested
that for momentum transfers to the neutron much larger than a roton momentum, the energy transfer
should be equal to the recoil energy of a single helium atom, Doppler-shifted by its initial motion in the
helium bath. Thus, if a finite fraction of atoms are initially in the zero-momentum state, they will contribute
a peak to the spectrum of scattered neutrons. Corrections due to final-state interactions are discussed
briefly and estimated.

INTRODUCTION

CONSIDER the scattering of neutrons from He4. If~ the scattering is weak (i.e., the intensity of the
scattered beam is much less than the intensity of the
incident beam), then the differential cross section
do/da&dQ for scattering with momentum transfer k and
energy transfer her is proportional to the structure
factor S(k,&v) of the liquid (see Fig. 1).' The neutron
scattering acts as a microscopic probe whose resolution
has a characteristic length X... k/k. This length may be
compared to the typical interparticle distances over
which the wave function of the helium will vary,
X;„q=X„&„=1 A. In the Iong-wavelength limit X...
&);„»,the scattering takes place from a large number of
He' atoms, and the dependence of S(k,~) on k and ~
gives information about the collective (or quasi
particle) excitations in the liquid. ' These are the
well-known phonons and rotons. In the short-wave-
length limit (X„,«X;„,.) the scattering takes place from
individual He atoms (bare particles). If in addition, the
scattering takes place in a time which is short compared
to interparticle collision times, i.e., by the uncertainty
principle, if the recoil energy k /2m&, is much greater
than a characteristic helium atom energy (kv, h.. .i/X;,
or e„i, ) then the S(k,a&) can give information about
the single-particle momentum distribution of helium
atoms. In effect the high-energy neutron scatters from
an individual helium atom, catching it between colli-
sions, and experiences a Doppler shift due to the

initial motion of the atom in the helium bath. We
propose to use neutrons in the range of 1 eV to measure
the momentum distribution of helium atoms and in
particular the occupancy of the zero-momentum state
in He II.
A similar situation occurs in the scattering of x rays

from an electron gas. This case was studied in Ref. 2.
In terms of the well-known formula

dt e '"'(ay (t)ai+~(t)ay+~ (0)ay (O)) (1)
dMZQ p, y'

Here

d'p k' p k)
ti co-

(2s k) 2mH, mH, ) (3)

it was shown in Ref. 2 that the qualitative discussion
given above corresponds to the quantitative statement
that the operator a+q(t) in (1) behaves like a free-
particle operator, i.e.,

aii+q(t) e "r+&""a&yi e~p= (p+k)'/2m«. (2)

Since the bracket in (1) denotes an average over the
equilibrium ensemble for the helium at some tempera-
ture, the momenta p and p' will be typical helium-
particle momenta, p k/X;~& P«i,„. Since k))p or P',
the momentum p+k corresponds to the high-energy
recoiling helium atom, and assumption (2) implies the
neglect of the interaction of this high-energy particle
with the remainder of the helium bath. If we make this
assumption and in addition neglect' energies of order
~&rotonp

TAKE k= k,—k&

= i-a»~rot,

FrG. 1. Diagram-
matic description of
the inelastic scatter-
ing of neutrons from
He.

is the momentum distribution of helium atoms in the
interacting finite-temperature ensemble. Equation (3)
states that for fixed momentum transfer k(k))p„~,„)the
scattered neutrons are shifted in energy by the recoil
energy of the helium atom k'/2mH„Ptls the Doppler
shift p k/mH„weighted by the initial momentum distri-
bution n~ in the helium bath. Before discussing the

2 P. Platzman and N. Tzoar, Phys. Rev. 139, A410 (1965).
M. Cohen and R. P. Feynman, Phys. Rev. 107, 13 (1957). 3 G. F. Chew, Phys. Rev. 80, 196 (1950).
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FIGURE 5. Diffusion inélastique de neutrons par de l’hélium liquide. On mesure
sur les neutrons diffusés l’impulsion ~k et l’énergie ~ω transférées au liquide.
Figure extraite de HOHENBERG & PLATZMAN (1966).

de Born converge, et pour le pseudo-potentiel. Dans la limite basse den-
sité na3 � 1, la déplétion quantique n′/n et l’énergie de LHY prennent
la même valeur dans les deux cas, et elles sont données en (12) et en (13).
Dans ce paragraphe, nous allons discuter quelques mesures de la déplétion
quantique ainsi que des expériences qui lui sont reliées, comme l’observa-
tion de paires d’excitations corrélées. Nous décrirons les mesures de ELHY

dans le chapitre suivant.

4-1 Le cas de l’hélium liquide

Les mesures de la déplétion quantique, c’est-à-dire la fraction d’atomes
en dehors de la composante d’impulsion nulle, ont été menées avec une
précision remarquable sur l’hélium liquide. Le protocole qui s’est avéré le
plus robuste utilise la diffusion inélastique de neutrons ; il donne accès au
facteur de structure dynamique S(k, ω), où ~k et ~ω sont l’impulsion et
l’énergie déposées par un neutron dans le fluide [voir la figure 5, tirée de
la proposition initiale de HOHENBERG & PLATZMAN (1966)].

Pour accéder à la déplétion quantique, les neutrons doivent être suffi-
samment rapides pour que le nombre d’onde k soit plus grand que 1/d,
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où d est la distance moyenne entre atomes au sein du liquide. De cette ma-
nière, on ne sonde pas les propriétés collectives du fluide, mais les proprié-
tés des atomes individuels, en particulier leur distribution en impulsion
n(p).

On se place plus précisément dans le régime de l’approximation sou-
daine (impulse approximation), où le temps de diffusion "neutron-atome" est
suffisamment bref pour que l’on puisse en première approximation négli-
ger l’interaction de l’atome avec ses voisins pendant ce temps. On a alors
simplement

pfin
at = pini

at + ~k,
(pfin

at )2

2mat
=

(pini
at )2

2mat
+ ~ω, (96)

dont on déduit

~ω =
~2k2

2mat
+

pini
at · k
mat

, (97)

c’est-à-dire la somme de l’énergie de recul ~ωrec ≡ ~2k2/2mat et d’un terme
décrivant l’effet Doppler lié au mouvement initial de l’atome. Le signal
obtenu en mesurant l’impulsion et l’énergie des neutrons diffusés s’écrit
donc

I(k, ω) ∝
∫

d3p n(p) δ

[
~(ω − ωrec)− p · k

mat

]
(98)

où on a noté p = pini
at .

Après passage en coordonnées sphériques et intégration angulaire, on
arrive à

I(k, ω) ∝ J (Y ) ∝
∫ +∞

|Y |
p n(p) dp (99)

où la variable Y est définie par

Y =
ω − ωrec

k
. (100)

Une difficulté expérimentale sérieuse vient du fait que le signal J(Y ) ob-
tenu après intégration sur p n(p) masque en grande partie l’effet recherché,
à savoir la présence d’un pic très étroit en p = 0. Nous avons reporté sur la
figure 6 un exemple tiré de SOKOL (1995) qui montre à gauche deux pré-
dictions théoriques très différentes pour le même système, l’hélium super-
fluide à basse température. L’une des courbes, obtenue avec une approche
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Fig. 5. (a) Two theoretical calculations of n(p) in liquid helium at T = 0. The solid
curve is the GFMC result, and the dashed curve is the HNC/S variational result,
(b) The longitudinal momentum distributions described by J(Y) corresponding
to the two ground state n(p) in (a), (c) The combined effects of the convolution
of J(Y) in (b) with the instrumental resolution function and Silver's final-state
broadening.

Directly extracting n(p) from J(Y) suffers similar problems. Statistical
noise, which is present in any measurement, will allow a variety of
different scattering functions to be consistent with the data. This problem
is particulaly severe at small p where the inversion procedure magnifies
the errors. Therefore, in view of the difficulties in extracting n(p) from the
experimental results, we find it more appropriate to work directly with
J(Y). Theoretical predictions can be compared to the experimental data
using the I A. Working with J(Y), as opposed to n(p), has the distinct
advantage that the statistical errors on the data provide a direct measure
of the 'goodness-of-fit' between theory and experiment.
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advantage that the statistical errors on the data provide a direct measure
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Signal après convolution  
et termes correctifsSignal J(Y)

FIGURE 6. Signal attendu (à droite) pour deux distributions n(p) très différentes
(à gauche). Voir le texte pour plus de détails. Figure extraite de SOKOL (1995).

Monte Carlo quantique, montre le pic étroit en p = 0 correspondant à un
condensat ; l’autre courbe qui résulte d’une approche variationnelle est ré-
gulière en p = 0. La fonction J(Y ) donnée en (99), montrée sur le panneau
du milieu permet encore de différencier les deux prédictions. En revanche,
après convolution par la résolution expérimentale et la prise en compte
des effets correctifs liés à l’interaction de l’atome diffusant avec ses voisins,
les prédictions pour les deux distributions n(p) deviennent quasi indiscer-
nables (panneau de droite de la figure 6).

On peut néanmoins analyser finement les courbes J(Y ) mesurées ex-
périmentalement pour en déduire la fraction condensée. Les résultats ré-
cents de GLYDE, AZUAH et al. (2000) et GLYDE, DIALLO et al. (2011)
(voir figure 7) conduisent dans la limite T → 0 à une fraction condensée
n0/n = 7.25 (0.75)% à la pression de vapeur saturante. On est donc très
loin de la limite d’applicabilité de la méthode de Bogoliubov, qui requiert
une fraction condensée n0/n voisine de 100%, puisque n′/n est l’infiniment
petit du problème.
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Signal après convolution  
et termes correctifsSignal J(Y)

lated using the known instrument parameters, sample cell
geometry, and an estimate for the sample scattering function.
The incident neutron beam characteristics were modeled us-
ing the Ikeda-Carpenter45 speed and time distribution func-
tion with the adjustable parameters determined from a fit to
the experimental monitor peaks before and after the sample.
The simulation results are obtained in TOF and are then
treated in the same way as the experimental data. The result
is a convolution between the instrumental resolution function
I(Q ,y), and the model scattering function input to the simu-
lation. I(Q ,y) is then simply deconvoluted from the simula-
tion. The resulting instrumental resolution function is shown
as a dashed line in the top left frame of Fig. 3. We observe
that I(Q ,y) narrows significantly with increasing Q and is
quite small at large Q, thus increasing the reliability of the
data.

V. RESULTS

The dynamic structure factor J(Q ,y)!vRS(Q ,!) was
determined at 28 Q values in the range 15"Q"29 Å at five
temperatures T!0.5 K, 1.3 K, 1.6 K, 2.3 K, and 3.5 K.
Figure 2 shows the observed J(Q ,y) at Q!28.5 Å"1 as a
function of energy transfer, y, including the instrument reso-
lution function #see Fig. 3$. In the upper frame, the J(Q ,y) at
the three temperatures T!0.5 K, 1.3 K, and 1.6 K in the
superfluid phase (T#T%!2.17 K) are shown together.
These J(Q ,y) are clearly all very similar. At T!0.5 K
J(Q ,y) is slightly higher in the peak region, y!0, where the
term n0R(Q ,y) makes its largest contribution. This reflects
the somewhat larger condensate fraction at T!0.5 K. The
two J(Q ,y) in normal 4He at T!2.3 and 3.5 K are plotted
together and are also very similar to each other. The peak
height at 3.5 K is slightly lower, reflecting a small broaden-

FIG. 2. Observed J(Q ,y) including the instrument resolution in liquid 4He at SVP at the temperatures indicated. Upper frame shows that
J(Q ,y) is similar at T!2.3 and T!3.5 K in normal 4He and similar at T!0.5 K, 1.3 K and 1.6 K in superfluid 4He. The lower frame
shows that J(Q ,y) is very different in superfluid and normal 4He (T%!2.17 K). J(q ,y) in the superfluid shows direct evidence of the
condensate term n0R(Q ,y): an increased peak height at y!0 and a right-left asymmetry around y!0.
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FIGURE 7. Distributions J(Y ) mesurées dans le cas superfluide (T = 0.5 K) et
dans le cas normal (T = 2.3 K). La différence au centre s’explique par la pré-
sence d’une fraction condensée dans le cas superfluide. Figure extraite de GLYDE,
AZUAH et al. (2000).

4-2 Mesure sur un gaz atomique

La mesure quantitative de la déplétion quantique avec des atomes
froids "souffre" d’un problème inverse de l’hélium liquide. Les densités
atomiques y sont faibles, inférieures à 1015 atomes/cm3. Avec une lon-
gueur de diffusion typique a de l’ordre de quelques nanomètres, on arrive
à na3 de l’ordre de 10−5 : la fraction non condensée est alors inférieure au
%. Pour l’augmenter et pouvoir la mesurer avec une bonne précision, il
faut avoir recours soit à une augmentation locale de la densité utilisant par
exemple un réseau optique comme XU, LIU et al. (2006), soit à une aug-
mentation de a grâce à une résonance de diffusion. C’est cette deuxième
stratégie que nous allons décrire ici.

Nous nous intéressons à la mesure faite par le groupe de Cambridge
(LOPES, EIGEN et al. 2017a) sur un gaz d’atomes de potassium (isotope
39K) pour lequel une résonance de Fano-Feshbach (champ magnétique
∼ 400 G) permet d’augmenter la longueur de diffusion a jusqu’à une cen-

and, hence, the condensed fraction. Finally, note that, since
the atomic states jki and jkþ qi are coherently coupled by
the Bragg beams, an atom undergoes Rabi oscillations
between the two states as a function of the duration of the
Bragg light pulse, with a period set by the two-photon Rabi
frequency Ω [see Fig. 2(a)].
In our setup [26], q is aligned with the axis of the

cylindrical box trap (z) and q ¼ 1.7 × 2π=λ, where
λ ¼ 767 nm. The Bragg resonance condition thus depends
only on an atom’s initial momentum along z, and by
counting the diffracted atoms we effectively probe the one-
dimensional (1D) momentum distribution of the cloud,
~nðkÞ, given by the integral of the 3D distribution along the
two transverse directions. We aim to diffract only the
condensed atoms, so we tune ω to ℏq2=ð2mÞ. In frequency
space, our spectroscopic resolution is set by Ω, which
corresponds to a momentum resolution of Ωm=q.

More specifically, we want to spatially separate the BEC
from the quantum depletion (QD), which relies on a
separation of three momentum scales, 1=L ≪ 1=ξ ≪ q,
where ξ ¼ 1=

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
8πna

p
is the healing length. In Fig. 1, we

illustrate the expected ~nðkÞ for a zero-temperature gas:
~nðkÞ ¼ ~nBECðkÞ þ ~nQDðkÞ, where ~nBEC has a Heisenberg-
limited width ∝ 1=L [27] and exponentially suppressed
high-k tails, while ~nQDðkÞ has a width ∝ 1=ξ and long
polynomial tails [18,28–30] (see [31] for details). The
inequality L=ξ ≫ 1 thus ensures that ~nQDðkÞ extends over
a much wider range of momenta than ~nBECðkÞ, so Ω can be
chosen such that a Bragg pulse diffracts essentially thewhole
BEC and almost none of the QD. The inequality qξ ≫ 1
ensures that the momentum kick received by a diffracted
atom, ℏq, is much larger than the QD momentum spread, so
that, after the Bragg pulse and a sufficiently long subsequent
time-of-flight, the diffracted and the nondiffracted portions
of the cloud clearly separate in real space [see Fig. 2(a)].
For all our measurements, L=ξ > 30 and qξ > 12.
We start by producing a quasipure weakly interacting

BEC of density n ≈ 3.5 × 1011 cm−3 in the lowest 39K
hyperfine state, jF ¼ 1; mF ¼ 1i in the low-field basis,

FIG. 2. Bragg filtering and reversible interaction tuning of the
condensed fraction. (a) Diffracted fraction (DF) as a function
of the Bragg pulse duration τ for Ω ¼ 2π × 1.8 kHz and
a ≈ 3000a0. Absorption images in the background show the
stationary (bottom) and diffracted (top) clouds, for the data points
indicated by the red diamonds. (b) Diffracted fraction for τ close
to π=Ω, for three different preparations of the cloud (see the
inset): at 700a0 (solid blue circles), after raising a from 700a0 to
3000a0 in 80 ms (orange diamonds), and after reducing it back
to 700a0 in another 80 ms (open green circles). We see that
increasing a reversibly reduces the maximal diffracted fraction.
All error bars show standard statistical errors in the mean.

FIG. 1. Momentum distribution of a zero-temperature homo-
geneous Bose gas. We consider a gas of density n and size L and
two different values of the scattering length a. We show the
expected 1D momentum distribution ~nðkÞ (see the text), normal-
ized so that ~nð0Þ ¼ 1 would correspond to no quantum depletion
[setting γ in Eq. (1) to 0]. The total ~nðkÞ consists of the BEC peak
(blue), with a Heisenberg-limited width ∝ 1=L, and a broad
quantum-depletion pedestal (orange) of characteristic width 1=ξ,
where ξ is the healing length. To a good approximation, the low-k
distribution is the same as for a pure BEC, just scaled by a factor of
1 − γ

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
, indicated by the dashed lines. For this illustration, we

use experimentally relevant values of L=ξ, but exaggerated values
of

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
, to make the orange shading visible in the main panels.

Also note that we assume that the very broad ~nQDðkÞ is not affected
by finite-size effects. The cartoons on the left depict the coherent
excitations out of the (blue) condensate, which occur as pairs of
atoms with opposite momenta. The right insets highlight the fact
that ~nQDðkÞ ≫ ~nBECðkÞ at large k.
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FIGURE 8. Distribution en impulsion pour l’état fondamental d’un gaz de Bose
confiné dans une boîte de longueur L = 50µm et de diamètre 60µm. Pour un
gaz sans interaction, on attend un condensat parfait avec une distribution limitée
simplement par la relation de Heisenberg (zone colorée en bleu). Pour un gaz en
interaction, des ailes supplémentaire de part et d’autre de l’impulsion k = 0 ap-
paraissent dues à la déplétion quantique (en orange). Figure extraite de LOPES,
EIGEN et al. (2017a).

taine de nanomètres sans que les pertes d’atomes par collision inélastique
ne deviennent gênantes. Le gaz est confiné dans un potentiel en forme de
boîte cylindrique (cf. figure 8). On sonde le gaz par spectroscopie de Bragg en
l’éclairant par deux faisceaux lumineux de fréquences et vecteurs d’onde
ω1,k1 et ω2,k2. Par un processus absorption – émission stimulée, on trans-
fère au gaz l’impulsion ~q = ~(k2 − k1) et l’énergie ~ω = ~(ω2 − ω1).

Le gaz est préparé dans l’état d’équilibre correspondant à une interac-
tion entre atomes caractérisée par la longueur de diffusion a. Juste avant
la mesure par spectroscopie de Bragg, la longueur de diffusion est soudai-
nement amenée à 0, de sorte qu’on obtient un gaz sans interaction, mais
avec la distribution en impulsion correspondant à a. Comme dans le cas
de la diffusion de neutrons par l’hélium liquide, les atomes qui sont affec-
tés par la spectroscopie de Bragg sont ceux pour lesquels les conservations
de l’impulsion et de l’énergie sont possibles, c’est-à-dire ceux d’impulsion
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initiale pi et finale pf telles que

pf = pi + ~q
p2
f

2m
=

p2
i

2m
+ ~ω, (101)

ou encore, en éliminant pf :

pi · q
m

+
~q2

2m
= ~ω. (102)

En pratique, le moment transféré ~q est aligné avec l’axe du cylindre et
on choisit ω = ~q2/2m, de sorte que le transfert se fera pour des atomes de
vitesse initiale nulle le long de cet axe. Les atomes non transférés peuvent
avoir trois origines :
— Ce sont les atomes correspondant à la déplétion quantique recherchée.
— Ce sont des atomes dont l’impulsion non nulle provient de la taille

finie de la boîte selon la direction z : l’inégalité de Heisenberg impose
en effet que la distribution d’impulsion selon z de l’état fondamental à
une particule n’est pas un δ(z), mais plutôt une fonction en puissance
d’un sinus cardinal.

— Ce sont des atomes correspondant à une excitation thermique. Ces
derniers jouent un rôle faible, compte tenu de la température extrê-
mement basse du gaz (voir l’inset de la figure 9).

Après déconvolution des différents effets, LOPES, EIGEN et al. (2017a)
sont arrivés au résultat montré en figure 9, donnant la fraction diffractée η
en fonction de la longueur de diffusion. Ces données sont bien ajustées par
la fonction

η = η0

(
1− γ

√
na3
)

(103)

avec γ = 1.5 (2) en accord avec la prédiction 8/(3
√
π) = 1.505. Une analyse

poussée des effets systématiques dans cette expérience permet de conclure
à une confirmation quantitative de la prédiction (56), avec une erreur sta-
tistique de 15 % et une erreur systématique de 20 %.

4-3 Paires d’atomes dans le vide de Bogoliubov

Une prédiction importante de l’approche de Bogoliubov est la corréla-
tion entre particules d’impulsions opposées. Cette corrélation trouve son

which features a Feshbach resonance centred at 402.70(3) G
[32]. We prepare the BEC at a ¼ 200a0, where a0 is the
Bohr radius, so

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
< 10−3, and in the time-of-flight

expansion we do not discern any thermal fraction. We then
(in 150–250 ms) increase a to a value in the range
700–3000a0 and measure the condensed fraction. To prepare
the initial quasipure BEC, we lower the trap depth U0 to
≈kB × 20 nK, but before increasing a we adiabatically raise
U0 by a factor of 5, to ensure that U0 ≫ ℏ2=ð2mξ2Þ. The
largest a that we explore here is limited by imposing
requirements that (i) during the whole experiment the atom
loss due to three-body recombination is < 10%, and (ii) if
we reduce a back to 200a0, we do not observe any signs
of heating; for a discussion of additional measurements at
even larger a (with larger particle loss), see [31].
Just before turning off the trap and applying the Bragg

pulse, we rapidly (in 60 μs) turn off the interactions, using a
radio-frequency pulse to transfer the atoms to the
jF ¼ 1; mF ¼ 0i state, in which a ≈ 0 [32]. This freezes
the momentum distribution before we probe it and allows
the diffracted and nondiffracted components of the gas to
separate in space without collisions.
After the Bragg pulse, we wait for 10 ms and then take

an absorption image along a direction perpendicular to z
[see Fig. 2(a)]. In 10 ms, the diffracted and nondiffracted
portions of the gas separate by ≈220 μm, while neither
expands significantly beyond the original size of the box-
trapped cloud.
In Fig. 2(a), we show a typical variation of the diffracted

fraction of the gas with the duration of the Bragg pulse, τ,
for our chosen Ω ¼ 2π × 1.8 kHz (see [31]). In the back-
ground, we show representative absorption images of the
stationary (bottom) and diffracted (top) clouds.
Assuming that we perfectly filter out the condensate

from the high-k components of the gas, the condensed
fraction of the cloud is given by the maximal diffracted
fraction, η, observed for τ ¼ π=Ω ≈ 0.28 ms. We see that η
is slightly below unity, which is expected due to quantum
depletion but can in practice also be observed for other
reasons, including experimental imperfections and the
inevitably nonzero temperature of the cloud. It is therefore
important that our measurements are differential—we study
the variation of η with a while keeping other experimental
parameters the same. It is also crucial to verify that the
tuning of η with a is adiabatically reversible, which
excludes the possibility that the condensed fraction is
reduced due to nonadiabatic heating or losses.
In Fig. 2(b), we focus on τ ≈ π=Ω and show measure-

ments for three different experimental protocols: for a cloud
prepared at 700a0, after increasing a to 3000a0, and after
reducing it back to 700a0 (see the inset). We see that η is
indeed reduced when a is increased and also that this effect
is fully reversible (within experimental errors); we have
verified such reversibility for our whole experimental range
of a values.

In Fig. 3, we summarize our measurements of the
variation of η with the interaction parameter

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
.

We observe the expected linear dependence, with ηð0Þ
close to unity. Fitting the data with ηð0Þð1 − γ

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
Þ gives

γ ¼ 1.5ð2Þ, in agreement with Eq. (1).
Finally, we numerically assess the systematic effects on γ

due to noninfinite L=ξ and a small nonzero temperature T,
which are both ≲20% and partially cancel. The results of
this analysis are shown in the inset in Fig. 3; for details, see
[31]. The dashed line shows the simulated η for T ¼ 0 and
our values of n, L, and Ω. For any noninfinite Ω, the tails
of the BEC momentum distribution are not fully captured
by the Bragg pulse, which slightly reduces ηð0Þ. More
importantly, we diffract some of the quantum-depletion
atoms, which reduces the apparent γ. A linear fit (omitted
for clarity) gives that for T ¼ 0 we actually expect γ ≈ 1.2.
The small systematic differences between our data and this
simulation can be explained by a small nonzero temper-
ature. A nonzero temperature generally reduces η due to
thermal depletion, the momentum tails of which are not
diffracted by the Bragg pulse. Moreover, if the gas is
initially prepared (at 200a0) at a small T > 0, this does not
merely reduce η by a constant offset (independent of

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
)

but slightly increases the apparent γ; even adiabatically
increasing a increases the thermal depletion, because it
modifies both the dispersion relation and the particle
content of the thermally populated low-k excitations
[28,31]. As indicated by the orange shaded region, our
data are consistent with an initial T between 3.5 and 5 nK;
this is compatible with the fact that we do not discern the

FIG. 3. Measurement of the quantum depletion. We plot the
maximal diffracted fraction η versus the interaction parameterffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
. A linear fit (solid line) gives ηð0Þ ¼ 0.954ð5Þ and

γ ¼ 1.5ð2Þ. Vertical error bars show fitting errors, while hori-
zontal ones reflect the uncertainty in the position of the Feshbach
resonance and a 10% uncertainty in n. Inset: Analysis of
systematic effects. We show numerical simulations for T ¼ 0
(dashed line) and for initial temperatures (at a ¼ 200a0) between
3.5 and 5 nK (orange shading, from top to bottom); see the text
and [31] for more details.
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FIGURE 9. Fraction maximale diffractée par une impulsion de Bragg de fréquence
ω = ~q2/2m. L’ajustement linéaire correspond à η0 = 0.954 (5) et γ = 1.5 (2).
L’inset montre le résultat de simulations numériques, faites à T = 0 (ligne tiretée)
et pour T entre 3.5 et 5 nK, zone colorée en orange. Figure extraite de LOPES,
EIGEN et al. (2017a).

origine dans la forme même du couplage intervenant dans Ĥ ′, en a†ka
†
−k.

Comme nous l’avons signalé dans notre analyse du système à deux modes,
ces corrélations apparaissent dans une mesure simultanée des nombres
d’occupation n1 et n2 des deux modes en question : ces deux nombres sont
en principe toujours égaux, n1 − n2 = 0, même si la somme n1 + n2 peut
avoir une distribution large.

TENART, HERCÉ et al. (2021) ont récemment réussi à mesurer directe-
ment la corrélation entre ces paires (k,−k) [voir aussi CAYLA, BUTERA et
al. (2020)]. L’expérience est menée avec des atomes d’hélium placés dans
un état électronique métastable. Les atomes sont détectés après temps de
vol grâce à une galette de micro-canaux avec une efficacité de 53 %. Cette
galette est placée dans l’enceinte à vide, 45 cm sous le condensat (temps
de vol de 300 ms). L’impact d’un atome métastable génère une impulsion
électronique qui se propage à la surface de la galette ; la mesure très pré-
cise des instants d’arrivée de cette impulsion sur la périphérie de la galette
donne accès aux cordonnées x, y et à l’instant t de l’impact de l’atome, ce
qui permet ensuite de remonter aux trois composantes de la vitesse initiale
de l’atome.
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volume Ωk and compute atom–atom correlations over Ωk. We use 
this to exclude atoms from the BEC and only study the depletion 
(Fig. 1b). Finally, statistical averages are obtained from recording 
about 2,000 atom distributions (Methods). To identify pairs, we use 
the following integrated atom–atom correlations:

g

(2)
A

(δk) =

∫
Ω

k

〈a†(k)a†(δk − k)a(k)a(δk − k)〉dk
∫

Ω
k

ρ(k)ρ(δk − k)dk
, (1)

where ρ(k) = 〈a†(k)a(k)〉. With this definition, a peak located at 
δk = 0 signals pairs of atoms at opposite momenta.

In Fig. 1c, we present one-dimensional (1D) cuts of the pair 
correlations g(2)

A

 measured in the depletion of lattice BECs, and 
observe a peak located at δk = 0. For these data, we find, on average, 
about 100 atoms and 0.5 atom pairs per shot in Ωk (Supplementary 
Information). A crucial experimental parameter for obtaining this 
signal is the detection efficiency, which we have recently increased 
to 0.53(2) (Methods). The observation of atom pairs with opposite 
momenta in the depletion of equilibrium interacting BECs is a cen-
tral result of this work. Identifying their origin, however, requires 
accounting for the effect of temperature.

In our experiment, temperature T should increase the thermal 
population of depletion without contributing to the k/−k correla-
tions. This is because we probe large momenta corresponding to 
single-particle excitations of the Bogoliubov spectrum (see below). 
Therefore, when the temperature increases, the number of pairs 
becomes a negligible fraction of the total depletion, making their 
detection nearly impossible. This suggests that the k/−k peak 

rapidly vanishes with temperature, a sensitivity limiting its range 
of observation but also providing us with a means to confirm its 
origin. Indeed, an essential aspect of our experiment is the ability 
to produce BECs in the low-temperature regime, namely, kBT ≪ μ, 
where thermal depletion (~10%; Fig. 1) is not much greater than 
quantum depletion (~5%; Fig. 1). Here kB is the Boltzmann con-
stant and μ is the chemical potential. This low-temperature regime, 
namely, kBT/μ ≃ 0.3 (Fig. 1), is accessible in the lattice because it 
enhances interactions5,7.

To study temperature sensitivity of the k/−k peak, we slightly 
increase the gas temperature to maintain a large BEC (Methods), 
and repeat the correlation measurement. The two datasets 
(non-heated and heated) are shown in Fig. 2. The increase in tem-
perature translates into an increase in density ρ(k), visible in the 
log-scale plot shown in Fig. 2b. No k/−k peak is visible in the heated 
BEC, confirming that a finite temperature does not contribute to 
k/−k correlations (Fig. 2a). Our description is further validated by 
the observation of a k/−k peak of intermediate amplitude at inter-
mediate temperature (Supplementary Information).

It is also illuminating to contrast the temperature sensitivity of 
k/−k correlations with that of local correlations at k′ ! k. These 
local correlations reflect bosonic bunching7 and are quantified by

g

(2)
N

(δk) =

∫
Ω

k

〈a†(k)a†(δk+ k)a(k)a(δk+ k)〉dk
∫

Ω
k

ρ(k)ρ(δk+ k)dk
, (2)

where a peak located at δk = 0 signals bunching. In Fig. 2c, we plot 
g

(2)
N

(δk) for both low-temperature and heated datasets. We find 
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Fig. 1 | Observation of k/−k pairs in the atom–atom correlations measured after a time of flight. a, Schematic of the experiment. A gas of weakly 
interacting 4He* atoms is released from a lattice trap, and the atoms undergo free fall towards the He* detector where they are individually detected  
(g indicates gravity). The inset depicts the many-body ground state that contains a BEC (uniform light blue colour) and quantum depletion comprising pairs 
of atoms with opposite momenta (coloured circles). When the trap is abruptly switched off, the many-body ground state is projected onto the momentum 
basis and atom pairs fall onto the He* detector with opposite momenta (atoms from the BEC are not shown on the detector). b, One-dimensional cut of 
ρ(k) through the experimental momentum density ρ(k). The peaks correspond to the (coherent) BEC component. The depletion of the BEC, corresponding 
to long tails in ρ(k), is visible in the log scale (inset; the x- and y-axis labels are the same as those of the main figure). Volume Ωk over which atom–
atom correlations are computed is indicated as the green shaded area. c, Atom–atom correlations revealing pairs of atoms with opposite momenta. 
One-dimensional cuts through g(2)

A

(δk) along the axis of the 3D optical lattice. The transverse integration is Δk⊥!=!3.0!×!10−2kd and the longitudinal voxel 
size is Δk∥!=!1.2!×!10−2kd. The data are fitted by Gaussian functions (solid lines). The error bars are obtained from the inverse square root of the number of 
counts in the voxels.
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volume Ωk and compute atom–atom correlations over Ωk. We use 
this to exclude atoms from the BEC and only study the depletion 
(Fig. 1b). Finally, statistical averages are obtained from recording 
about 2,000 atom distributions (Methods). To identify pairs, we use 
the following integrated atom–atom correlations:

g

(2)
A

(δk) =

∫
Ω

k

〈a†(k)a†(δk − k)a(k)a(δk − k)〉dk
∫

Ω
k

ρ(k)ρ(δk − k)dk
, (1)

where ρ(k) = 〈a†(k)a(k)〉. With this definition, a peak located at 
δk = 0 signals pairs of atoms at opposite momenta.

In Fig. 1c, we present one-dimensional (1D) cuts of the pair 
correlations g(2)

A

 measured in the depletion of lattice BECs, and 
observe a peak located at δk = 0. For these data, we find, on average, 
about 100 atoms and 0.5 atom pairs per shot in Ωk (Supplementary 
Information). A crucial experimental parameter for obtaining this 
signal is the detection efficiency, which we have recently increased 
to 0.53(2) (Methods). The observation of atom pairs with opposite 
momenta in the depletion of equilibrium interacting BECs is a cen-
tral result of this work. Identifying their origin, however, requires 
accounting for the effect of temperature.

In our experiment, temperature T should increase the thermal 
population of depletion without contributing to the k/−k correla-
tions. This is because we probe large momenta corresponding to 
single-particle excitations of the Bogoliubov spectrum (see below). 
Therefore, when the temperature increases, the number of pairs 
becomes a negligible fraction of the total depletion, making their 
detection nearly impossible. This suggests that the k/−k peak 

rapidly vanishes with temperature, a sensitivity limiting its range 
of observation but also providing us with a means to confirm its 
origin. Indeed, an essential aspect of our experiment is the ability 
to produce BECs in the low-temperature regime, namely, kBT ≪ μ, 
where thermal depletion (~10%; Fig. 1) is not much greater than 
quantum depletion (~5%; Fig. 1). Here kB is the Boltzmann con-
stant and μ is the chemical potential. This low-temperature regime, 
namely, kBT/μ ≃ 0.3 (Fig. 1), is accessible in the lattice because it 
enhances interactions5,7.

To study temperature sensitivity of the k/−k peak, we slightly 
increase the gas temperature to maintain a large BEC (Methods), 
and repeat the correlation measurement. The two datasets 
(non-heated and heated) are shown in Fig. 2. The increase in tem-
perature translates into an increase in density ρ(k), visible in the 
log-scale plot shown in Fig. 2b. No k/−k peak is visible in the heated 
BEC, confirming that a finite temperature does not contribute to 
k/−k correlations (Fig. 2a). Our description is further validated by 
the observation of a k/−k peak of intermediate amplitude at inter-
mediate temperature (Supplementary Information).

It is also illuminating to contrast the temperature sensitivity of 
k/−k correlations with that of local correlations at k′ ! k. These 
local correlations reflect bosonic bunching7 and are quantified by

g

(2)
N

(δk) =

∫
Ω

k

〈a†(k)a†(δk+ k)a(k)a(δk+ k)〉dk
∫

Ω
k

ρ(k)ρ(δk+ k)dk
, (2)

where a peak located at δk = 0 signals bunching. In Fig. 2c, we plot 
g

(2)
N

(δk) for both low-temperature and heated datasets. We find 
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Fig. 1 | Observation of k/−k pairs in the atom–atom correlations measured after a time of flight. a, Schematic of the experiment. A gas of weakly 
interacting 4He* atoms is released from a lattice trap, and the atoms undergo free fall towards the He* detector where they are individually detected  
(g indicates gravity). The inset depicts the many-body ground state that contains a BEC (uniform light blue colour) and quantum depletion comprising pairs 
of atoms with opposite momenta (coloured circles). When the trap is abruptly switched off, the many-body ground state is projected onto the momentum 
basis and atom pairs fall onto the He* detector with opposite momenta (atoms from the BEC are not shown on the detector). b, One-dimensional cut of 
ρ(k) through the experimental momentum density ρ(k). The peaks correspond to the (coherent) BEC component. The depletion of the BEC, corresponding 
to long tails in ρ(k), is visible in the log scale (inset; the x- and y-axis labels are the same as those of the main figure). Volume Ωk over which atom–
atom correlations are computed is indicated as the green shaded area. c, Atom–atom correlations revealing pairs of atoms with opposite momenta. 
One-dimensional cuts through g(2)

A

(δk) along the axis of the 3D optical lattice. The transverse integration is Δk⊥!=!3.0!×!10−2kd and the longitudinal voxel 
size is Δk∥!=!1.2!×!10−2kd. The data are fitted by Gaussian functions (solid lines). The error bars are obtained from the inverse square root of the number of 
counts in the voxels.
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FIGURE 10. Gauche : expérience de temps de vol menée sur un condensat de Bose–
Einstein d’atomes d’hélium métastable. Pour chaque réalisation de l’expérience, on
en déduit les vitesses vj des atomes. Droite : zone Ω (colorée en vert) sélectionnée
pour l’analyse des données. Figure extraite de TENART, HERCÉ et al. (2021).

Pour chaque réalisation de l’expérience, on sélectionne les détections
en dehors du pic correspondant au condensat lui-même (zone verte Ω de
la figure 10, droite). Il y a environ 100 atomes et 0.5 paires corrélées dans
cette zone. L’expérience est reproduite 2000 fois pour obtenir une moyenne
significative pour la fonction de corrélation

g(2)(δk) =

∫
Ω
〈n(k)n(δk − k)〉 d3k∫

Ω
〈n(k)〉 〈n(δk − k)〉 d3k

, (104)

où 〈. . .〉 signifie une moyenne sur les différentes réalisations de l’expé-
rience. Avec cette définition, les paires (k,−k) recherchées doivent appa-
raître comme un pic en δk = 0. Notons que pour augmenter la déplétion
quantique, TENART, HERCÉ et al. (2021) ont placé les atomes dans un ré-
seau optique, qui a pour effet de concentrer les atomes aux minima du
potentiel et donc d’accroître la densité effective n intervenant dans

√
na3.

Un exemple de résultat est montré sur la figure 11. Le pic de corré-
lation en δk = 0 apparaît clairement. Cette figure a été obtenue à très
basse température, pour une fraction condensée de 84%. TENART, HERCÉ

et al. (2021) ont étudié la dépendance de la hauteur de ce pic avec la tem-
pérature et montré qu’il devient quasiment indétectable quand on s’ap-
proche de la température critique de condensation. Ils ont également vé-
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volume Ωk and compute atom–atom correlations over Ωk. We use 
this to exclude atoms from the BEC and only study the depletion 
(Fig. 1b). Finally, statistical averages are obtained from recording 
about 2,000 atom distributions (Methods). To identify pairs, we use 
the following integrated atom–atom correlations:

g

(2)
A

(δk) =

∫
Ω

k

〈a†(k)a†(δk − k)a(k)a(δk − k)〉dk
∫

Ω
k

ρ(k)ρ(δk − k)dk
, (1)

where ρ(k) = 〈a†(k)a(k)〉. With this definition, a peak located at 
δk = 0 signals pairs of atoms at opposite momenta.

In Fig. 1c, we present one-dimensional (1D) cuts of the pair 
correlations g(2)

A

 measured in the depletion of lattice BECs, and 
observe a peak located at δk = 0. For these data, we find, on average, 
about 100 atoms and 0.5 atom pairs per shot in Ωk (Supplementary 
Information). A crucial experimental parameter for obtaining this 
signal is the detection efficiency, which we have recently increased 
to 0.53(2) (Methods). The observation of atom pairs with opposite 
momenta in the depletion of equilibrium interacting BECs is a cen-
tral result of this work. Identifying their origin, however, requires 
accounting for the effect of temperature.

In our experiment, temperature T should increase the thermal 
population of depletion without contributing to the k/−k correla-
tions. This is because we probe large momenta corresponding to 
single-particle excitations of the Bogoliubov spectrum (see below). 
Therefore, when the temperature increases, the number of pairs 
becomes a negligible fraction of the total depletion, making their 
detection nearly impossible. This suggests that the k/−k peak 

rapidly vanishes with temperature, a sensitivity limiting its range 
of observation but also providing us with a means to confirm its 
origin. Indeed, an essential aspect of our experiment is the ability 
to produce BECs in the low-temperature regime, namely, kBT ≪ μ, 
where thermal depletion (~10%; Fig. 1) is not much greater than 
quantum depletion (~5%; Fig. 1). Here kB is the Boltzmann con-
stant and μ is the chemical potential. This low-temperature regime, 
namely, kBT/μ ≃ 0.3 (Fig. 1), is accessible in the lattice because it 
enhances interactions5,7.

To study temperature sensitivity of the k/−k peak, we slightly 
increase the gas temperature to maintain a large BEC (Methods), 
and repeat the correlation measurement. The two datasets 
(non-heated and heated) are shown in Fig. 2. The increase in tem-
perature translates into an increase in density ρ(k), visible in the 
log-scale plot shown in Fig. 2b. No k/−k peak is visible in the heated 
BEC, confirming that a finite temperature does not contribute to 
k/−k correlations (Fig. 2a). Our description is further validated by 
the observation of a k/−k peak of intermediate amplitude at inter-
mediate temperature (Supplementary Information).

It is also illuminating to contrast the temperature sensitivity of 
k/−k correlations with that of local correlations at k′ ! k. These 
local correlations reflect bosonic bunching7 and are quantified by

g

(2)
N

(δk) =

∫
Ω

k

〈a†(k)a†(δk+ k)a(k)a(δk+ k)〉dk
∫

Ω
k

ρ(k)ρ(δk+ k)dk
, (2)

where a peak located at δk = 0 signals bunching. In Fig. 2c, we plot 
g

(2)
N

(δk) for both low-temperature and heated datasets. We find 
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Fig. 1 | Observation of k/−k pairs in the atom–atom correlations measured after a time of flight. a, Schematic of the experiment. A gas of weakly 
interacting 4He* atoms is released from a lattice trap, and the atoms undergo free fall towards the He* detector where they are individually detected  
(g indicates gravity). The inset depicts the many-body ground state that contains a BEC (uniform light blue colour) and quantum depletion comprising pairs 
of atoms with opposite momenta (coloured circles). When the trap is abruptly switched off, the many-body ground state is projected onto the momentum 
basis and atom pairs fall onto the He* detector with opposite momenta (atoms from the BEC are not shown on the detector). b, One-dimensional cut of 
ρ(k) through the experimental momentum density ρ(k). The peaks correspond to the (coherent) BEC component. The depletion of the BEC, corresponding 
to long tails in ρ(k), is visible in the log scale (inset; the x- and y-axis labels are the same as those of the main figure). Volume Ωk over which atom–
atom correlations are computed is indicated as the green shaded area. c, Atom–atom correlations revealing pairs of atoms with opposite momenta. 
One-dimensional cuts through g(2)

A

(δk) along the axis of the 3D optical lattice. The transverse integration is Δk⊥!=!3.0!×!10−2kd and the longitudinal voxel 
size is Δk∥!=!1.2!×!10−2kd. The data are fitted by Gaussian functions (solid lines). The error bars are obtained from the inverse square root of the number of 
counts in the voxels.
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FIGURE 11. Fonction de corrélation g(2)(δk) mesurée selon les trois directions de
l’espace, mettant clairement en évidence les corrélations entre paires d’impulsions
opposées. Figure extraite de TENART, HERCÉ et al. (2021).

rifié que sa hauteur variait comme 1/ρΩ, où la densité ρΩ est définie par
ρΩ =

∫
Ω
〈n(k)〉 d3k ; c’est la dépendance attendue si l’on suppose une cor-

rélation parfaite entre n(k) et n(−k).
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Chapitre IV

L’état fondamental du gaz de Bose :
LHY, spectre d’excitation et gouttelettes quantiques

Nous continuons dans ce chapitre l’étude du gaz de Bose dilué en nous
intéressant à la fois à l’énergie de son état fondamental et à son spectre
d’excitation. Grâce à l’approche de Bogoliubov, nous connaissons l’expres-
sion de l’énergie E0 du fondamental pour un gaz de densité n = N/L3 :

E0

L3
=

1

2
gn2

[
1 + α

√
na3 + . . .

]
avec α =

128

15
√
π
≈ 4.8, (1)

où a est la longueur de diffusion caractérisant les interactions en onde s
et g ≡ 4π~2a/m. Le terme dominant gn2/2 représente le terme de champ
moyen et le terme suivant est la correction de LEE, HUANG et al. (1957)
décrivant (à l’ordre le plus bas) l’effet des fluctuations quantiques.

L’expression (1) résulte d’une approximation quadratique de l’hamilto-
nien vis-à-vis des opérateurs ak et a†k avec k 6= 0, détruisant et créant une
particule dans un état d’impulsion non nulle. Cette approximation quadra-
tique est valable quand la déplétion quantique n′/n = (N − N0)/N don-
nant la fraction d’atomes en dehors de l’état k = 0 est faible. L’approche de
Bogoliubov permet d’estimer cette déplétion :

n′

n
≈ 8

3
√
π

√
na3, (2)

ce qui fait apparaître le paramètre
√
na3. La condition d’auto-cohérence de

l’approche de Bogoliubov s’écrit donc
√
na3 � 1. (3)

Le spectre d’excitation se déduit de l’expression de l’hamiltonien après
les transformations canoniques de Bogoliubov, qui introduisent des nou-
veaux opérateurs bosoniques bk, b

†
k :

Ĥ = E0 +
∑

k 6=0

~ωk b†kbk (4)

avec pour l’approche pseudo-potentiel :

~ωk = [εk (εk + 2gn)]
1/2

, εk =
~2k2

2m
. (5)

L’action de b†k sur le vide de Bogoliubov crée donc une quasi-particule
d’impulsion ~k et d’énergie ~ωk. La dépendance en k de ωk permet d’em-
blée d’identifier la valeur caractéristique k0 (cf. figure 1)

~2k2
0

2m
= gn ⇒ k0 =

1

ξ
=
√

8πna. (6)

Pour k � k0, on trouve le régime phononique ωk ≈ ck, avec la vitesse du
son c = ~k0/

√
2m. Pour k � k0, on trouve le régime de particule libre
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CHAPITRE IV. ÉTAT FONDAMENTAL DU GAZ DE BOSE § 0.

5

Bilan (suite) : Le spectre d’excitation

Hamiltonien de Bogoliubov après sa diagonalisation par une transformation canonique

Ĥ′ ′ = E0 + ∑
k≠0

ℏωk b†
k bk

avec dans la limite  :k ≪ 1/b, 1/a ℏωk = [ϵk (ϵk + 2ng)]
1/2

k

k0 = 1
ξ

≡ 8πna

ϵk ≪ gn ϵk ≫ gn

ℏωk ≈ ℏck
phonons

ℏωk ≈ ϵk + gn
particules libres

Remarque :             
a
ξ

= 8πna3 ≪ 1 ⇒ 1
ξ

≪ 1
a Typiquement, ξ ∼ 500 nm, a ∼ 5 nmFIGURE 1. Les deux régimes de valeurs de k pour le pseudo-potentiel dans le cadre

de l’approche de Bogoliubov. Une autre valeur caractéristique de k, de l’ordre de
1/a � k0, apparaîtra plus loin. Par ailleurs, pour un potentiel de portée finie b,
l’échelle k ∼ 1/b peut également jouer un rôle important (cf. cours 3).

~ωk ≈ εk + gn. Rappelons l’origine du déplacement d’énergie gn dans
ce régime : il doit être compris comme la différence gn = 2gn − gn. Le
premier terme 2gn représente l’énergie d’interaction totale (terme direct +
terme d’échange) de la particule excitée d’impulsion ~k avec le conden-
sat de densité n ; le second terme correspond à l’énergie initiale gn de la
particule quand elle fait partie du condensat (terme direct).

Cette relation de dispersion, tracée en figure 2, est obtenue en suppo-
sant un fluide de faible densité [cf. (3)] et ne permet donc pas de décrire les
systèmes en interaction forte comme l’hélium liquide : en particulier, elle
ne contient pas sa fameuse structure en roton-maxon reportée sur la figure 3.
En revanche, elle est en principe bien adaptée à la description des conden-
sats de Bose-Einstein gazeux, tout du moins tant que l’on ne s’approche
pas trop près d’une résonance de diffusion.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par décrire les mesures ex-
périmentales de l’énergie LHY faites sur des gaz atomiques dilués. Nous
passerons ensuite aux mesures du spectre d’excitation : nous présenterons
d’abord les résultats désormais classiques de STEINHAUER, OZERI et al.
(2002) qui sont très bien décrits par (5). Ces mesures ont été faites à la
fois dans le régime phononique et dans le régime de particule libre, mais
en gardant toujours ka � 1. Nous nous intéresserons ensuite à des expé-
riences plus récentes menées à Boulder (PAPP, PINO et al. 2008) et à Cam-
bridge (LOPES, EIGEN et al. 2017b), qui ont étendu la plage de mesure à la
zone ka ∼ 1, ce qui a conduit à des déviations notables par rapport à (5).

La dernière partie de ce chapitre sera consacrée au cas d’un mélange
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FIGURE 2. Relation de dispersion de Bogoliubov (5) en trait plein bleu avec k0 =
1/ξ =

√
8πna et εk0 = ~2k2

0/2m. La droite rouge tiretée correspond au régime
de phonons. La courbe pointillée violette donne la relation de dispersion d’une
particule libre εk = ~2k2/2m.

FIGURE 3. Spectre d’excitation pour l’hélium superfluide ; la courbe pointillée
représente les données expérimentales de DONNELLY, DONNELLY et al. (1981)
et les points avec barre d’erreur les résultats du calcul Monte Carlo quantique de
MORONI, GALLI et al. (1998). La ligne tiretée est une borne supérieure obtenue
à partir de l’approche de Feynman. Figure extraite de PITAEVSKII & STRINGARI

(2016).
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de deux gaz quantiques notés 1 et 2. Selon les valeurs des trois paramètres
d’interaction gij avec i, j = 1, 2, ce mélange peut être miscible ou immis-
cible dans le cadre de la théorie de champ moyen. En particulier, l’immis-
cibilité se produit quand la relation de dispersion du mélange homogène,
qui généralise (5), fait apparaître des fréquences ω complexes, conduisant
à des divergences exponentielles d’une petite perturbation initiale. Nous
verrons alors, suivant la proposition de PETROV (2015), comment il est
possible d’utiliser des effets LHY, donc au-delà du champ moyen, pour
stabiliser malgré tout ce mélange sous forme de gouttelettes quantiques.

1 Mesures de l’énergie LHY

1-1 Le problème des pertes à trois corps

La mesure quantitative de l’énergie LHY n’est pas aisée dans le me-
sure où elle n’est par définition (au moins pour un gaz à une seule com-
posante) qu’une petite correction par rapport à l’énergie de champ moyen.
On pourrait songer à accroître expérimentalement sa contribution relative
en augmentant momentanément la longueur de diffusion a grâce à une ré-
sonance de Feshbach, quitte à renoncer à l’approche de Bogoliubov pour
décrire précisément le système. On pourrait alors tirer parti du fait que
ELHY croît comme a5/2 [cf. (1)] alors que l’énergie de champ moyen ne
croît que comme a.

Néanmoins, cette augmentation de a ne peut pas se faire en pratique
jusqu’à des valeurs arbitrairement grandes. On est en effet limité par les
pertes par recombinaison à trois corps, dont le taux varie comme L3 ∼
~a4/m, à un facteur multiplicatif près, au voisinage d’une résonance de
diffusion (FEDICHEV, REYNOLDS et al. 1996). Dans ce processus, deux des
atomes forment une molécule de taille∼ a et d’énergie∼ −~2/ma2, le troi-
sième corps emportant l’énergie libérée lors de la formation du dimère fai-
blement lié. Ce dimère peut ensuite relaxer vers un état moléculaire plus
fortement lié et il s’échappe alors du piège confinant les particules. Pour
qu’une mesure de l’énergie LHY soit fiable, il faut que l’augmentation de
a ne soit faite que pendant une durée τ assez courte, telle que L3n

2τ � 1,
assurant ainsi que la densité varie peu pendant la mesure. Mais la du-

rée τ doit par ailleurs être au moins égale au temps que met le système
pour atteindre son équilibre pour la nouvelle valeur de a, typiquement
~/µ. Comme ordre de grandeur, on peut prendre ici la valeur du potentiel
chimique donné par la théorie de champ moyen, µ = gn. La conjonction
de ces deux inégalités entraîne :

~
µ
< τ <

1

L3n2
⇒ na3 � 1. (7)

À température nulle 1, l’étude d’un gaz de Bose à l’équilibre ne peut se
faire que pour de faibles valeurs de na3 (pour une revue, voir CHEVY &
SALOMON (2016)). Nous allons détailler dans ce qui suit quelques pistes
qui ont été explorées pour mettre en évidence cette énergie LHY.

1-2 Mode de respiration

Cette approche tire parti d’un résultat théorique important établi par
PITAEVSKII & ROSCH (1997). Considérons un condensat décrit par la théo-
rie de champ moyen, confiné dans un piège harmonique isotrope à deux
dimensions dans le plan xy, (i) sous forme de disque ou (ii) sous forme
d’un cigare très allongé d’axe z. Dans ces deux cas, le mode de respiration
dans le plan xy a toujours pour fréquence ωresp. = 2ω, où ω est la fréquence
du piège. Ce résultat se prouve relativement simplement en étudiant l’évo-
lution de 〈r2〉(t) à partir de l’équation de Gross–Pitaevskii à 2D :

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ + gN |ψ|2ψ +

1

2
mω2r2ψ (8)

quelle que soit la valeur du produit Ng (ψ est normalisée à l’unité). Il a été
vérifié expérimentalement pour la première fois par CHEVY, BRETIN et al.
(2001).

Toute déviation de ωresp. par rapport à la fréquence 2ω signale donc une
contribution au-delà du champ moyen à l’énergie du gaz. C’est le principe
de l’expérience de ALTMEYER, RIEDL et al. (2007), menée sur un gaz de 6Li,
l’isotope fermionique du lithium. Les auteurs se sont placés au voisinage
d’une résonance de Feshbach (834 G), du côté a > 0 de la résonance. En

1. Nous verrons dans un prochain chapitre que cette condition peut être assouplie à tem-
pérature plus élevée, dans le régime non dégénéré, et qu’elle devient nλ3 � 1.
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power of the recompressed trap. At 135 mW (540 mW), the
trap is 1:8 !K (7:3 !K) deep and the radial trap frequency
is !r ! 2"" 290 Hz (590 Hz). The Fermi energy of a
noninteracting cloud is calculated to EF # @2k2

F=2m #
@$3!2

r!zN%1=3 # kB " 500 nK (800 nK); here m is the
mass of an atom and kB is Boltzmann’s constant.

Since our first measurements on collective excitation
modes [9], we have upgraded our apparatus with a two-
dimensional acousto-optical deflection system for the trap-
ping beam and a new imaging system along the trapping
beam axis. These two improvements provide us with full
access to manipulate and observe the radial motion.

The trap beam profile is somewhat elliptic because of
imperfections and aberrations in the optical set up. To
simultaneously excite the two eigenmodes of the radial
sloshing motion, we initially displace the trapped sample
into a direction between the horizontal and vertical princi-
pal axes of the radial potential. After a variable hold time,
during which the cloud oscillates freely, we turn off the
optical trap. After a time of flight of typically 4 ms we take
an absorption image of the released cloud. The center-of-
mass position of the cloud then reflects its momentum at
the instant of release. The experimental results in Fig. 1
demonstrate the sloshing with a beat between the two
eigenmodes. A careful analysis of such data [21] allows
us to determine the eigenfrequencies !x (horizontal slosh-
ing) and !y (vertical sloshing) to within a relative uncer-
tainty of typically 2" 10&3. We finally derive the mean
sloshing frequency !? # !!!!!!!!!!!!!x!y

p and the ellipticity pa-
rameter # # $!y &!x%=!?.

To excite the radial compression oscillation we reduce
the trap light power for a short time interval of '100 !s,
inducing an oscillation with a relative amplitude of typi-

cally 10%. After a variable hold time the cloud is released
from the trap. From fits of two-dimensional Thomas-Fermi
profiles to images of the expanding cloud taken 4 ms after
release, we determine the mean cloud radius. A typical set
of measurements is shown in Fig. 2. A fit of a damped
harmonic oscillation to such data yields the frequency !c
and damping rate $ of the radial compression mode.

Our experiments are performed close to the limit of an
elongated harmonic trap potential with cylindrical symme-
try. This elementary case is of great general relevance for
many quantum gas experiments in optical and magnetic
traps (see, e.g., [22]), and collective excitations are con-
veniently normalized to the radial trap frequency !r
[18,19]. The compression mode frequency can then be
written as !c # fc!r, where fc is a dimensionless func-
tion of the interaction parameter 1=kFa and is related to an
effective polytropic index ! [18,19] of the equation of state
by !2

c # 2$!( 1%!2
r .

In order to compare our experimental results with the-
ory, we consider the quantity fc, i.e., the normalized com-
pression mode frequency of the ideal, cylindrically
symmetric, elongated trap. We find, that for our experi-
mental conditions, fc is approximated by the ratio !c=!?
of the measured compression mode (!c) and mean slosh-
ing mode (!?) frequencies to better than 1%. On the
desired accuracy level of 10&3, however, two small effects
have to be taken into account: the residual trap ellipticity
and the anharmonicity of the radial potential in combina-
tion with the spatial extension of the trapped sample. We
thus introduce two small corresponding corrections, ex-
pressing fc in the form fc # $1& %#2 ( b&%!c=!?.

For the ellipticity correction %#2, a straightforward so-
lution of the hydrodynamic eigenfrequency equation [21]
yields % # $2( !%=4!, where ! can be approximated by
! # $!c=!?%2=2& 1. For the anharmonicity correction,
the parameter & # 1

2m!
2
?r

2
rms=U0 relates the potential

energy associated with the root-mean-square radius rrms
[23] of the trapped cloud to the trap depth. The coefficient
b results from the differential anharmonicity shifts in the
compression and sloshing modes and can be calculated
according to [21,24,25]. We obtain [21] b # 0:167 and
0.280 in the limits of BEC and unitarity, respectively. 

FIG. 1 (color online). Radial sloshing observed at a trap power
of 540 mW and B # 735 G (1=kFa # 1:55). The two-
dimensional center-of-mass motion is represented in a coordi-
nate system (x0, y0) rotated by 45) with respect to the principal
axes of the trap. The beat signal between the two sloshing
eigenmodes demonstrates the ellipticity of the trap with the
two eigenfrequencies !x=2" # 570 Hz and !y=2" # 608 Hz
(ellipticity # # 0:066).

 

FIG. 2 (color online). Radial compression oscillation observed
for the same conditions as the sloshing mode data in Fig. 1. The
radial width is determined by averaging the horizontal and
vertical Thomas-Fermi radii after expansion. Here we obtain
!c=2" # 1185 Hz.
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FIGURE 4. Evolution de
√
〈r2〉(t) (mode de respiration) pour un gaz de 6Li (fer-

mions) au voisinage d’une résonance de Feshbach. On s’est placé ici sur le côté
a > 0 de la résonance de sorte que les atomes de 6Li sont présents essentiellement
sous forme de molécules bosoniques de 6Li2. La fréquence (ici 1185 Hz) est mesurée
avec une précision ∼ 10−3. Figure extraite de ALTMEYER, RIEDL et al. (2007).

première approximation, le gaz dans son état d’équilibre est alors essen-
tiellement formé de dimères 6Li2, des molécules bosoniques qui forment
un condensat de Bose–Einstein. Ce gaz est confiné dans un piège hybride :
le confinement harmonique dans le plan xy est assuré par un faisceau la-
ser de longueur d’onde 1030 nm et de waist 54µm. On ajuste la fréquence
ω/2π entre 290 et 590 Hz en variant la puissance de ce laser. Le confine-
ment le long de l’axe z est assuré par un piège magnétique, de fréquence
ωz/2π = 22.4 Hz.

L’excitation du mode de respiration est faite en réduisant pendant un
court intervalle de temps la puissance du laser de confinement. On laisse
ensuite le gaz osciller dans le piège pendant une durée ajustable avant de
mesurer son rayon. Un exemple d’oscillation est représenté sur la figure 4.

Cette expérience est répétée pour différentes valeurs de la longueur de
diffusion a et le rapport ωresp/ω est tracé en fonction de 1/a en figure 5.
Dans le régime condensat moléculaire (kFa . 1), ce rapport est notable-
ment au dessus de 2, et la déviation par rapport à 2 est en bon accord avec
un calcul numérique basé sur une approche Monte Carlo quantique (figure
5, haut). Notons que les données expérimentales ont été (légèrement) cor-
rigées pour prendre en compte la non-isotropie du piège (∼ 7 %) ainsi que

Our measurements on the sloshing and compression
modes are summarized in Table I, including the two small
corrections. For the data in the strongly interacting BEC
regime (1=kFa * 1) we used the weaker trap with
!?=2! ! 290 Hz to minimize unwanted heating by in-
elastic collisions. Closer to resonance (1=kFa & 1) inelas-
tic processes are strongly suppressed, but the increasing
cloud size introduces larger anharmonicity shifts. Here we
chose the deeper trap with!?=2! ! 590 Hz. On the BCS
side of the resonance we observed increased damping as a
precursor of the breakdown of hydrodynamics [9,11]. We
thus restricted our measurements to magnetic fields below
850 G to ensure low damping rates ("=!? < 0:01) and
superfluid hydrodynamics.

At a given magnetic field, a set of measurements on the
sloshing and compression modes typically takes a few
hours. To minimize uncertainties from slow drifts and
day-to-day variations we always took the sloshing mode
reference measurement right before or after the compres-
sion mode data. By repeating measurements under identi-
cal settings we found a typical remaining fractional
uncertainty for the normalized compression mode frequen-
cies of 5" 10#3, which is about 2–3 times larger than the
fit errors of individual measurements.

In Fig. 3 we show our final results on the normalized
compression mode frequency in the BEC-BCS crossover.
The two theory curves [19] correspond to the equation of
state from mean-field BCS theory (lower curve) and the
one from quantum Monte Carlo calculations (upper curve).
Our data confirm the quantum Monte Carlo predictions and

rule out the mean-field BCS theory. In the strongly inter-
acting BEC regime (1=kFa * 1) our data are well above
the value of 2. This highlights the presence of the long-
sought beyond-mean-field effects [17] in collective modes
of a strongly interacting gas [18,26].

We finally address the question of how nonzero tem-
peratures influence the compression mode frequency. At
unitarity, a recent experiment [27] has found small fre-
quency upshifts with temperature. For a BEC, however,
theory [28] predicts temperature-induced down-shifts,
which compete with the up-shifts from beyond-mean-field
effects. We have performed a set of measurements on
temperature shifts in the strongly interacting BEC regime
(1=kFa $ 0:94). Before exciting the collective oscillation,
the evaporatively cooled gas was kept in the recompressed
trap for a variable hold time of up to 1.5 s. During this time
residual heating by inelastic processes slowly increased the
temperature, which we observed as a substantial increase
of damping with time. The damping rate " thus serves us as
a very sensitive, but uncalibrated thermometer [8,27].
Figure 4, where we plot the normalized compression
mode frequency versus damping rate, clearly shows a
temperature-induced down-shift. We note that previous
measurements in the strongly interacting BEC regime
[9,11] were performed at relatively large damping rates

TABLE I. Experimental data on radial collective modes in the
BEC-BCS crossover. The data in the upper seven (lower eight)
rows refer to the sets of measurements taken in the shallower
(deeper) trap with U0 $ 1:8 #K and EF $ 500 nK (U0 $
7:3 #K and EF $ 800 nK). The values in parentheses indicate
1$ fit uncertainties of individual measurements. Note that a
systematic scaling uncertainty of %4% for 1=kFa results from
the uncertainty in the atom number N $ 2:0&5' " 105.

Sloshing Compression Correction
B 1=kFa !?=2! % !c=2! "=!? &%2 b'
(G) (Hz) (Hz) (10#4)

727.8 2.21 292.7(5) 0.083(3) 596.3(6) 0.007(2) 48 20
735.1 1.96 298.6(5) 0.091(3) 602.8(8) 0.008(3) 60 26
742.5 1.75 294.5(5) 0.067(3) 593.2(7) 0.005(2) 33 28
749.8 1.55 296.3(4) 0.073(3) 599.0(7) 0.006(2) 38 28
760.9 1.27 296.0(4) 0.088(2) 592.3(7) 0.009(2) 58 24
771.9 1.03 293.6(7) 0.074(5) 586.2(8) 0.007(3) 41 27
834.1 0 287.5(7) 0.073(5) 519.4(9) 0.014(3) 55 94
757.2 1.07 605.0(9) 0.065(3) 1210.9(12) 0.010(2) 32 13
768.2 0.87 592.5(7) 0.069(2) 1186.6(12) 0.012(2) 36 16
775.6 0.75 590.2(4) 0.060(1) 1170.2(21) 0.007(4) 28 14
782.2 0.64 604.8(9) 0.061(3) 1187.1(16) 0.006(3) 29 16
801.3 0.38 586.8(7) 0.063(2) 1135.2(12) 0.010(2) 33 24
812.3 0.24 586.5(7) 0.058(2) 1106.9(16) 0.014(3) 30 33
834.1 0 596.3(9) 0.070(3) 1089.0(12) 0.010(2) 48 40
849.1 #0:14 583.2(7) 0.052(2) 1046.7(37) 0.007(2) 29 47

 

FIG. 3 (color online). Normalized compression mode fre-
quency fc versus interaction parameter 1=kFa. The experimental
data include the small corrections for trap ellipticity and anhar-
monicity and can thus be directly compared to theory in the limit
of an elongated harmonic trap with cylindrical symmetry. The
open and closed circles refer to the measurements listed in
Table I for !?=2! ! 290 Hz and 590 Hz, respectively. The
error bars indicate the typical scatter of the data points. The filled
triangle shows a zero-temperature extrapolation of the measure-
ments displayed in Fig. 4. The theory curves refer to mean-field
BCS theory (lower curve) and QMC calculations (upper curve)
and correspond to the data presented in Ref. [19]. The horizontal
dashed lines indicate the values for the BEC limit (fc $ 2) and
the unitarity limit (fc $

!!!!!!!!!!!
10=3

p
$ 1:826).
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L’expérience d’Innsbruck : bosons “composites” 
Altmeyer, Riedl et al., PRL 98 040401 (2007)

Gaz de fermions (6Li) sur la partie “moléculaire” d’une résonance de Feshbach      6Li2  (dimère bosonique)⟶ ≈

power of the recompressed trap. At 135 mW (540 mW), the
trap is 1:8 !K (7:3 !K) deep and the radial trap frequency
is !r ! 2"" 290 Hz (590 Hz). The Fermi energy of a
noninteracting cloud is calculated to EF # @2k2

F=2m #
@$3!2

r!zN%1=3 # kB " 500 nK (800 nK); here m is the
mass of an atom and kB is Boltzmann’s constant.

Since our first measurements on collective excitation
modes [9], we have upgraded our apparatus with a two-
dimensional acousto-optical deflection system for the trap-
ping beam and a new imaging system along the trapping
beam axis. These two improvements provide us with full
access to manipulate and observe the radial motion.

The trap beam profile is somewhat elliptic because of
imperfections and aberrations in the optical set up. To
simultaneously excite the two eigenmodes of the radial
sloshing motion, we initially displace the trapped sample
into a direction between the horizontal and vertical princi-
pal axes of the radial potential. After a variable hold time,
during which the cloud oscillates freely, we turn off the
optical trap. After a time of flight of typically 4 ms we take
an absorption image of the released cloud. The center-of-
mass position of the cloud then reflects its momentum at
the instant of release. The experimental results in Fig. 1
demonstrate the sloshing with a beat between the two
eigenmodes. A careful analysis of such data [21] allows
us to determine the eigenfrequencies !x (horizontal slosh-
ing) and !y (vertical sloshing) to within a relative uncer-
tainty of typically 2" 10&3. We finally derive the mean
sloshing frequency !? # !!!!!!!!!!!!!x!y

p and the ellipticity pa-
rameter # # $!y &!x%=!?.

To excite the radial compression oscillation we reduce
the trap light power for a short time interval of '100 !s,
inducing an oscillation with a relative amplitude of typi-

cally 10%. After a variable hold time the cloud is released
from the trap. From fits of two-dimensional Thomas-Fermi
profiles to images of the expanding cloud taken 4 ms after
release, we determine the mean cloud radius. A typical set
of measurements is shown in Fig. 2. A fit of a damped
harmonic oscillation to such data yields the frequency !c
and damping rate $ of the radial compression mode.

Our experiments are performed close to the limit of an
elongated harmonic trap potential with cylindrical symme-
try. This elementary case is of great general relevance for
many quantum gas experiments in optical and magnetic
traps (see, e.g., [22]), and collective excitations are con-
veniently normalized to the radial trap frequency !r
[18,19]. The compression mode frequency can then be
written as !c # fc!r, where fc is a dimensionless func-
tion of the interaction parameter 1=kFa and is related to an
effective polytropic index ! [18,19] of the equation of state
by !2

c # 2$!( 1%!2
r .

In order to compare our experimental results with the-
ory, we consider the quantity fc, i.e., the normalized com-
pression mode frequency of the ideal, cylindrically
symmetric, elongated trap. We find, that for our experi-
mental conditions, fc is approximated by the ratio !c=!?
of the measured compression mode (!c) and mean slosh-
ing mode (!?) frequencies to better than 1%. On the
desired accuracy level of 10&3, however, two small effects
have to be taken into account: the residual trap ellipticity
and the anharmonicity of the radial potential in combina-
tion with the spatial extension of the trapped sample. We
thus introduce two small corresponding corrections, ex-
pressing fc in the form fc # $1& %#2 ( b&%!c=!?.

For the ellipticity correction %#2, a straightforward so-
lution of the hydrodynamic eigenfrequency equation [21]
yields % # $2( !%=4!, where ! can be approximated by
! # $!c=!?%2=2& 1. For the anharmonicity correction,
the parameter & # 1

2m!
2
?r

2
rms=U0 relates the potential

energy associated with the root-mean-square radius rrms
[23] of the trapped cloud to the trap depth. The coefficient
b results from the differential anharmonicity shifts in the
compression and sloshing modes and can be calculated
according to [21,24,25]. We obtain [21] b # 0:167 and
0.280 in the limits of BEC and unitarity, respectively. 

FIG. 1 (color online). Radial sloshing observed at a trap power
of 540 mW and B # 735 G (1=kFa # 1:55). The two-
dimensional center-of-mass motion is represented in a coordi-
nate system (x0, y0) rotated by 45) with respect to the principal
axes of the trap. The beat signal between the two sloshing
eigenmodes demonstrates the ellipticity of the trap with the
two eigenfrequencies !x=2" # 570 Hz and !y=2" # 608 Hz
(ellipticity # # 0:066).

 

FIG. 2 (color online). Radial compression oscillation observed
for the same conditions as the sloshing mode data in Fig. 1. The
radial width is determined by averaging the horizontal and
vertical Thomas-Fermi radii after expansion. Here we obtain
!c=2" # 1185 Hz.
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Ici  ω
2π

= 1185 Hz précision 10−3

Analyse des résultats

Our measurements on the sloshing and compression
modes are summarized in Table I, including the two small
corrections. For the data in the strongly interacting BEC
regime (1=kFa * 1) we used the weaker trap with
!?=2! ! 290 Hz to minimize unwanted heating by in-
elastic collisions. Closer to resonance (1=kFa & 1) inelas-
tic processes are strongly suppressed, but the increasing
cloud size introduces larger anharmonicity shifts. Here we
chose the deeper trap with!?=2! ! 590 Hz. On the BCS
side of the resonance we observed increased damping as a
precursor of the breakdown of hydrodynamics [9,11]. We
thus restricted our measurements to magnetic fields below
850 G to ensure low damping rates ("=!? < 0:01) and
superfluid hydrodynamics.

At a given magnetic field, a set of measurements on the
sloshing and compression modes typically takes a few
hours. To minimize uncertainties from slow drifts and
day-to-day variations we always took the sloshing mode
reference measurement right before or after the compres-
sion mode data. By repeating measurements under identi-
cal settings we found a typical remaining fractional
uncertainty for the normalized compression mode frequen-
cies of 5" 10#3, which is about 2–3 times larger than the
fit errors of individual measurements.

In Fig. 3 we show our final results on the normalized
compression mode frequency in the BEC-BCS crossover.
The two theory curves [19] correspond to the equation of
state from mean-field BCS theory (lower curve) and the
one from quantum Monte Carlo calculations (upper curve).
Our data confirm the quantum Monte Carlo predictions and

rule out the mean-field BCS theory. In the strongly inter-
acting BEC regime (1=kFa * 1) our data are well above
the value of 2. This highlights the presence of the long-
sought beyond-mean-field effects [17] in collective modes
of a strongly interacting gas [18,26].

We finally address the question of how nonzero tem-
peratures influence the compression mode frequency. At
unitarity, a recent experiment [27] has found small fre-
quency upshifts with temperature. For a BEC, however,
theory [28] predicts temperature-induced down-shifts,
which compete with the up-shifts from beyond-mean-field
effects. We have performed a set of measurements on
temperature shifts in the strongly interacting BEC regime
(1=kFa $ 0:94). Before exciting the collective oscillation,
the evaporatively cooled gas was kept in the recompressed
trap for a variable hold time of up to 1.5 s. During this time
residual heating by inelastic processes slowly increased the
temperature, which we observed as a substantial increase
of damping with time. The damping rate " thus serves us as
a very sensitive, but uncalibrated thermometer [8,27].
Figure 4, where we plot the normalized compression
mode frequency versus damping rate, clearly shows a
temperature-induced down-shift. We note that previous
measurements in the strongly interacting BEC regime
[9,11] were performed at relatively large damping rates

TABLE I. Experimental data on radial collective modes in the
BEC-BCS crossover. The data in the upper seven (lower eight)
rows refer to the sets of measurements taken in the shallower
(deeper) trap with U0 $ 1:8 #K and EF $ 500 nK (U0 $
7:3 #K and EF $ 800 nK). The values in parentheses indicate
1$ fit uncertainties of individual measurements. Note that a
systematic scaling uncertainty of %4% for 1=kFa results from
the uncertainty in the atom number N $ 2:0&5' " 105.

Sloshing Compression Correction
B 1=kFa !?=2! % !c=2! "=!? &%2 b'
(G) (Hz) (Hz) (10#4)

727.8 2.21 292.7(5) 0.083(3) 596.3(6) 0.007(2) 48 20
735.1 1.96 298.6(5) 0.091(3) 602.8(8) 0.008(3) 60 26
742.5 1.75 294.5(5) 0.067(3) 593.2(7) 0.005(2) 33 28
749.8 1.55 296.3(4) 0.073(3) 599.0(7) 0.006(2) 38 28
760.9 1.27 296.0(4) 0.088(2) 592.3(7) 0.009(2) 58 24
771.9 1.03 293.6(7) 0.074(5) 586.2(8) 0.007(3) 41 27
834.1 0 287.5(7) 0.073(5) 519.4(9) 0.014(3) 55 94
757.2 1.07 605.0(9) 0.065(3) 1210.9(12) 0.010(2) 32 13
768.2 0.87 592.5(7) 0.069(2) 1186.6(12) 0.012(2) 36 16
775.6 0.75 590.2(4) 0.060(1) 1170.2(21) 0.007(4) 28 14
782.2 0.64 604.8(9) 0.061(3) 1187.1(16) 0.006(3) 29 16
801.3 0.38 586.8(7) 0.063(2) 1135.2(12) 0.010(2) 33 24
812.3 0.24 586.5(7) 0.058(2) 1106.9(16) 0.014(3) 30 33
834.1 0 596.3(9) 0.070(3) 1089.0(12) 0.010(2) 48 40
849.1 #0:14 583.2(7) 0.052(2) 1046.7(37) 0.007(2) 29 47

 

FIG. 3 (color online). Normalized compression mode fre-
quency fc versus interaction parameter 1=kFa. The experimental
data include the small corrections for trap ellipticity and anhar-
monicity and can thus be directly compared to theory in the limit
of an elongated harmonic trap with cylindrical symmetry. The
open and closed circles refer to the measurements listed in
Table I for !?=2! ! 290 Hz and 590 Hz, respectively. The
error bars indicate the typical scatter of the data points. The filled
triangle shows a zero-temperature extrapolation of the measure-
ments displayed in Fig. 4. The theory curves refer to mean-field
BCS theory (lower curve) and QMC calculations (upper curve)
and correspond to the data presented in Ref. [19]. The horizontal
dashed lines indicate the values for the BEC limit (fc $ 2) and
the unitarity limit (fc $

!!!!!!!!!!!
10=3

p
$ 1:826).
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FIGURE 5. Haut : Variation de fc = ωresp/ω en fonction de 1/kFa avec
kF =

(
24m3ω2ωzN/~3

)1/6. Les disques ouverts (resp. pleins) ont été obtenus
avec ω/2π = 290 Hz (resp. 590 Hz). La courbe noire est la prédiction de la théo-
rie de champ moyen et elle est compatible avec une limite ωresp = 2ω dans la
limite kFa � 1, correspondant à un condensat moléculaire en faible interaction.
La courbe rouge est un calcul Monte Carlo quantique, prenant en compte les cor-
rections de type LHY. Figure extraite de ALTMEYER, RIEDL et al. (2007). Bas :
mêmes données expérimentales, avec en tireté la contribution des seuls effets LHY.
La courbe continue est déduite de l’équation d’état mesurée par NASCIMBÈNE,
NAVON et al. (2010). Figure adaptée de la thèse de S. Nascimbene.
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11

Détermination de l’équation d’état

Rappel du cours 1 : la mesure de 

        

donne accès à la pression   

n̄(x3) = ∫
∞

0
n(x1, x2, x3) dx1 dx2

n̄(x3) = 2π
ω2 P[T, μ(x3)]

On est ici à température nulle :  P(μ)

E0
L3 = 1

2 gn2 [1 + α na3 + …]

P = − ( ∂E
∂L3 )

S,N
= 1

2 gn2 (1 + 3
2 α na3 + …)

μ = ( ∂E
∂N )

S,L3
= gn (1 + 5

2 α na3 + …)
In the balanced case,model-independent thermometry is notoriously

difficult because of the strong interactions. Inspired by ref. 24, we over-
come this issue by measuring the temperature of a 7Li cloud in thermal
equilibrium with the 6Li mixture (see Methods).

The central chemical potential m0 is fitted on the hottest clouds so
that the EOS agrees in the classical regime f? 1 with the second-
order virial expansion h 1, fð Þ<2 1zf{1

! ffiffiffi
2

p# $
(ref. 25). For colder

clouds we proceed recursively. The EOS of an image recorded at
temperature T has some overlap with the previously determined
EOS from all images with T9.T. In this overlap region, m0 is fitted
to minimize the distance between the two EOSs. This provides a new
portion of the EOS at lower temperature. Using 40 images of clouds
prepared at different temperatures, we thus reconstruct a low-noise
EOS from the classical part down to the degenerate regime, as shown
in Fig. 3a.

We now comment on the main features of the EOS. At high tem-
perature, the EOS can be expanded in powers of f21 as a virial
expansion11:

h 1, fð Þ
2

~

P?
k~1 {1ð Þkz1k{5=2zbk
% &

f{k

P?
k~1 {1ð Þkz1k{5=2f{k

where bk is the kth virial coefficient. As we have b2~1
! ffiffiffi

2
p

in the
measurement scheme described above, our data provide for the first
time the experimental values of b3 and b4. b3520.35(2) is in excellent
agreement with the recent calculation b3520.2912 325/2520.355
from ref. 11, but not with b35 1.05 from ref. 12. b45 0.096(15)
involves the four-fermionproblemat unitarity and could interestingly
be computed along the lines of ref. 11.

Let us now focus on the low-temperature regime of the normal
phase f= 1. As shown in Fig. 3b, we observe a T2 dependence of
the pressure with temperature. This behaviour is reminiscent of a
Fermi liquid, and indicates that pseudogap effects expected for
strongly interacting Fermi superfluids26 do not show up at the ther-
modynamic level within our experimental precision. In analogy with
3He or heavy-fermion metals, we fit our data with the EOS:

P m, Tð Þ~2P1 m, 0ð Þ j{3=2
n z

5p2

8
j{1=2
n

m#

m

kBT

m

' (2
 !

ð4Þ

Here P1(m, 0)5 1/15p2(2m/"2)3/2m5/2 is the pressure of a single-
component Fermi gas at zero temperature, m* is the quasi-particle

mass, and j{1
n is the compressibility of the normal gas extrapolated to

zero temperature, and normalized to that of an ideal gas of same
density. We deduce two new parameters m*/m5 1.13(3) and
jn5 0.51(2). Despite the strong interactions,m* is close tom, unlike
theweakly interacting 3He liquid forwhich2.7,m*/m, 5.8, depend-
ing on pressure. Our jn value is in agreement with the variational
fixed-node Monte Carlo calculations jn5 0.54 in ref. 27 and

jn5 0.56 in ref. 10, and with the quantum Monte Carlo calcula-
tion jn5 0.52 in ref. 28. This yields the Landau parameters
Fs
0~jnm

#=m{1~{0:42 and Fs
1~3 m#=m{1ð Þ~0:39.

In the lowest temperature points (Fig. 3c) we observe a sudden
deviation of the data from the fitted equation (4) at (kBT/m)c5
0.32(3) (see Supplementary Information). We interpret this beha-
viour as the transition from the normal phase to the superfluid phase.
This critical ratio has been extensively calculated in recent years. Our
value is in close agreement with the diagrammatic Monte Carlo cal-
culation (kBT/m)c5 0.32(2) of ref. 6 and with the quantum Monte
Carlo calculation (kBT/m)c5 0.35(3) of ref. 28; but it differs from the
self-consistent approach in ref. 8 that gives (kBT/m)c5 0.41, from the
renormalization group prediction 0.24 in ref. 29, and from several
other less precise theories. From equation (4) we deduce the total
density n5 n11 n25 hP(mi5m, T)/hm and the Fermi energy
EF5 kBTF5"2/2m(3p2n)2/3 at the transition point. We obtain (m/
EF)c5 0.49(2) and (T/TF)c5 0.157(15), in very good agreement with
ref. 6. Our measurement is the first direct determination of (m/EF)c

x

z
y

6Li imaging 7Li imaging

Figure 2 | Schematic representation of our atomic sample. The 6Li atomic
cloud is imaged in the direction y; the column density is then integrated
along the direction x to give !nn zð Þ. The 7Li atoms are imaged after a time of
flight along the z direction.
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Figure 3 | Equation of state of a spin-balanced unitary Fermi gas. a, Finite-
temperature equation of state (EOS) h(1, f) (black dots). The error bars
represented at f5 0.14 and f5 2.3 indicate the 6%accuracy in f and h of our
EOS. The red curves are the successive virial expansions up to fourth order.
The blue triangles are from ref. 6, the green stars from ref. 7, the purple
diamonds from ref. 8, and the blue solid line from ref. 9. The grey region
indicates the superfluid phase. b, EOS P(m, T)/2P1(m, 0) as a function of
(kBT/m)

2, fitted by the Fermi liquid EOS, equation (4). The red dashed line is
the non-interacting Fermi gas (NIFG). The horizontal dot-dashed and
dotted lines indicate respectively the zero-temperature pressure of the
superfluid phase!j{3=2

s and that of the normal phase!j{3=2
n . c, Expanded

view of b near Tc. The sudden deviation of the data from the fit occurs at
(kBT/m)c5 0.32(3) that we interpret as the superfluid transition. The black
dashed line indicates the mean value of the data points below Tc.
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FIGURE 6. Principe de la mesure de l’équation d’étatP (µ) à partir de l’image d’un
gaz confiné dans un piège harmonique. En utilisant l’approximation de densité
locale, la pression P s’obtient à partir de

∫
n(x1, x2, x3) dx1 dx2 (cf. chapitre 1).

son anharmonicité.

Le fait que l’on travaille ici au voisinage d’une résonance de Feshbach
complique bien sûr l’attribution aux seuls effets LHY de la valeur non nulle
de ωresp − 2ω. Nous avons reporté en figure 5 (bas) une analyse faite par S.
Nascimbene à partir des prédictions théoriques de STRINGARI (2004). Elle
montre que pour les valeurs de 1/kFa explorées ici, qui restent relative-
ment faibles, on est encore loin de la prédiction pour un "simple" condensat
de bosons.

1-3 Détermination de l’équation d’état

Nous avons décrit au chapitre 1 le principe de la mesure de l’équation
d’état d’un gaz confiné dans un piège harmonique à partir de son profil de
densité intégré selon deux directions de l’espace (NASCIMBÈNE, NAVON

et al. 2010) [voir figure 6]. Dans le chapitre 1, nous nous étions intéressés
à la limite de basse densité dans l’espace des phases et nous avions dé-
crit comment on pouvait extraire de ces expériences certains coefficients
du développement du viriel. Le même type d’expérience permet d’étudier
l’équation d’état à très basse température, dans le régime fortement dégé-
néré.

12

Mesure de l’équation d’état

Gaz de 7Li (bosons) préparé avec une longueur de diffusion “modeste”,  nm, puis 
augmentée adiabatiquement grâce à une résonance de Fano-Feshbach (30 à 100 nm)

a ≃ 10

to the vicinity of the Feshbach resonance in 150 ms and the
density distribution is recorded using in situ absorption
imaging (Fig. 1). As the EOS critically depends on the
scattering length, a precise knowledge of the latter close to
the Feshbach resonance is essential. In view of the discrep-
ancy between two recent works [15,17], we have indepen-
dently calibrated the scattering length aðBÞ as a function of
magnetic field B by radio-frequency molecule association
spectroscopy [18], as described in the Supplemental
Material [19].

For the measurement of the EOS, we follow the method
of [9,20–23]. Accordingly, the local pressure PðzÞ along
the symmetry axis of a harmonically trapped gas is related
to the doubly integrated in situ density profile !nðzÞ ¼R
dxdynðx; y; zÞ:

Pð!zÞ ¼
m!2

r

2"
!nðzÞ: (2)

This formula relies on the local-density approximation in
which the local chemical potential is defined as !z ¼
!0 $ 1

2m!2
zz

2, where !0 is the global chemical potential
of the gas.

To measure the pressure at different interaction strengths
we have selected images with atom numbers in the range of
3–4% 104 in order to avoid high optical densities during
absorption imaging while keeping a good signal-to-noise
ratio. A total of 50 images are used, spanning values of
a=a0 from 700 to 2150. We calibrate the relation between
the integrated optical density and the pressure of the gas
at weak interaction, well described by mean-field theory
(inset of Fig. 2). The density profiles then generate the

EOS (2). The global chemical potential !0 remains to be
determined. For this work, we infer !0 self-consistently in
a model-independent way from the density profiles (see the
Supplemental Material [19]).
In the dilute limit na3 & 1, where the EOS is universal,

dimensional analysis can be used to write the grand
canonical EOS of the homogeneous Bose gas at zero
temperature in the form

Pð!; aÞ ¼ @2
ma5

hð#Þ; (3)

where # ' !a3=g is the (grand canonical) gas parameter
and hð#Þ is the normalized pressure. This EOS contains all
thermodynamic macroscopic properties of the system. For
example, the energy can be deduced from the pressure
using a Legendre transform detailed in the Supplemental
Material [19], and in particular, its LHYasymptotic expan-
sion (1). According to the above definition of h, the mean-
field EOS simply reads hð#Þ ¼ 2"#2. These predictions
for hð#Þ are compared to the experimental data points in
Fig. 2, and to our QMC calculation. We observe a clear
departure of the EOS from the mean-field prediction
[dashed gray line (dashed red online)]. At the largest
measured value of # ¼ 2:8% 10$3 our data show a reduc-
tion of 20% of the pressure with respect to the mean-field
result.
We observe that LHY theory accurately describes our

experimental data and is hardly distinguishable from the
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FIG. 1 (color online). Doubly integrated density profile of a
trapped Bose gas at a scattering length a=a0 ¼ 2150, used to
measure the LHY expansion (1). The average over 5 experimen-
tal images is shown in black points. The QMC predictions for
3:9% 104 atoms are plotted in a solid line for T=Tc ¼ 0:75 in
red, 0.5 in orange, 0.25 in green, and 0.125 in purple (solid lines
from bottom to top). Inset: $2 deviation per degree of freedom of
a single experimental density profile with QMC results at differ-
ent temperatures. The excellent agreement between experimen-
tal profiles and QMC validates the zero-temperature assumption
for the EOS measurement.
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FIG. 2 (color online). Equation of state of the homogeneous
Bose gas expressed as the normalized pressure h as a function of
the gas parameter #. The gas samples for the data shown in the
main panel (inset) have been prepared at scattering lengths of
a=a0 ¼ 1450 and 2150 (a=a0 ¼ 700). The gray (red online)
solid line corresponds to the LHY prediction, and the gray
(red online) dashed line to the mean-field EOS hð#Þ ¼ 2"#2.
In the weakly interacting regime the data are well described by
mean-field theory (inset), in opposition to stronger interactions
where beyond-mean-field effects are important (main panel).
The QMC EOS at T=Tc ¼ 0:25 (solid black line) is nearly
indistinguishable from the LHY EOS. The shaded (green online)
area delimits the uncertainty of 5% on the value of a.
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FIGURE 7. Equation d’état pour un gaz de Bose de 7Li : mesure de la pression P
en fonction du potentiel chimique µ. Lignes rouges continue et tiretée : prédiction
analytique incluant ou non la correction LHY. Ligne noire : résultats numériques
obtenus par une méthode Monte Carlo quantique. La région colorée en vert déli-
mite la zone d’incertitude liée à la détermination de a. Figure extraite de NAVON,
PIATECKI et al. (2011).

NAVON, PIATECKI et al. (2011) ont utilisé un gaz de ∼ 60 000 atomes de
7Li (isotope bosonique du lithium) qu’ils ont préparé à une valeur "stan-
dard" pour la longueur de diffusion, a ∼ 10 nm. Ils ont ensuite modifié le
champ magnétique pour se rapprocher d’une résonance de Fano-Feshbach
(B = 738 G) et mesurer la pression du gaz pour différentes valeurs de a,
allant de 30 à 100 nm. Ces mesures sont faites à très basse température
de sorte que la seule variable thermodynamique pertinente en point de
vue grand-canonique est le potentiel chimique µ, que l’on peut mesurer en
unité de l’échelle d’énergie ~2/ma2.

Les résultats pour la pression, mesurée en unités de Pa = ~2/ma5,
sont montrés en figure 7. La prédiction de la théorie de champ moyen est
P = gn2/2 et µ = gn [avec comme toujours g = 4π~2a/m], et elle cor-
respond donc à la loi quadratique P = µ2/2g. Cette prédiction, indiquée
par la ligne tiretée rouge, n’est clairement pas en accord avec les résultats
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expérimentaux pour les plus grandes valeurs de µ.

La prise en compte des fluctuations quantiques se fait en utilisant le
résultat LHY donné en (1) et les relations thermodynamiques prises ici à
entropie nulle (état fondamental) :

P = −
(
∂E

∂L3

)

S,N

=
1

2
gn2

(
1 +

3

2
α
√
na3 + . . .

)
(9)

µ =

(
∂E

∂N

)

S,L3

= gn

(
1 +

5

2
α
√
na3 + . . .

)
(10)

dont on déduit par élimination de na3 :

P =
µ2

2g

(
1− α

√
µa3/g

)
(11)

Cette prédiction LHY, indiquée en trait continu rouge sur la figure 7, est en
excellent accord avec les données, tout comme les résultats Monte Carlo
(ligne continue noire) obtenus en supposant une température T . Tc/4, où
Tc est la température de condensation du gaz parfait.

1-4 Distribution en impulsion et énergie cinétique

Pour terminer cette partie consacrée à l’énergie du fondamental du gaz
de Bose, nous allons revenir sur la distribution en impulsion déduite de
l’approximation de Bogoliubov et discuter l’énergie cinétique totale qui en
découle.

Pour cette analyse, nous quittons momentanément l’approche pseudo-
potentiel pour revenir à un potentiel d’interaction régulier V (r) de trans-
formée de Fourier Ṽk. Dans le calcul de la déplétion quantique du chapitre
précédent, nous avons fait apparaître la population n̄k de chaque état d’im-
pulsion ~k :

n̄k = |vk|2 =
1

2


 εk + nṼk√

ε2k + 2nṼkεk

− 1


 , (12)

k
0 k0 = 1/ξ 1/b

εk � nṼk ≈ nṼ0 εk � nṼk ≈ nṼ0 εk � nṼk 6= nṼ0

domaine 1 domaine 2 domaine 3

FIGURE 8. Les trois domaines pertinents pour le nombre d’onde k.

dont nous déduisons l’énergie cinétique

Ecin =
∑

k

~2k2

2m
n̄k. (13)

La population n̄k représente la distribution en impulsion du gaz, telle
qu’on peut la mesurer dans une expérience de temps de vol, si on coupe
brusquement le potentiel d’interaction au début de l’expansion balistique.

Pour un potentiel régulier, nous avons expliqué au chapitre précédent
que l’on peut distinguer trois domaines pour k, que nous rappelons en
figure 8 :

— Le domaine phononique, k � ξ−1, qui conduit à n̄k ∝ 1/kξ. Ces états
sont donc fortement peuplés sans que cela ne conduise à une diver-
gence de la déplétion quantique ou de l’énergie cinétique du fait du
jacobien en k2 dk qui apparaît dans les intégrations à 3D.

— Le domaine intermédiaire ξ−1 � k � b−1, dans laquelle le terme
d’énergie cinétique εk domine le terme d’interaction Ṽk, mais où l’on
peut encore remplacer Ṽk par sa valeur à l’origine Ṽ0. On obtient alors
une loi de puissance pour la distribution en impulsion :

n̄k ≈
n2Ṽ 2

0

4ε2k
=
C/L3

k4
avec C ≡ (4πna)2nN. (14)

Cette loi en k−4 est une caractéristique importante des gaz en interac-
tion. Nous la retrouverons lorsque nous étudierons le formalisme du
contact de Tan.

— Le domaine de très grande impulsion, b−1 � k. La décroissance de Ṽk
devient alors significative et la distribution en impulsion décroît plus
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vite que dans le domaine intermédiaire :

n̄k ∝
Ṽ 2
k

k4
. (15)

Cette zone de très grande impulsion est absente pour le pseudo-
potentiel, puisque ce dernier revient à prendre Ṽk constant égal à g
pour toutes valeurs de k.

La décroissance plus rapide que k−4 de n̄k est essentielle pour assu-
rer que l’énergie cinétique du gaz prend une valeur finie. En effet, à trois
dimensions, une distribution en impulsion variant comme C/k4 jusqu’à
l’infini conduit à une divergence de l’intégrale

∫
~2k2

2m

C

k4
d3k =

∫
~2k2

2m

C

k4
4πk2 dk. (16)

Une telle divergence, qui conduit donc à une énergie cinétique infinie, se
produira si l’on modélise V (r) un potentiel de contact puisqu’on aura alors
Ṽk = Ṽ0 pour tout k. Comme l’énergie totaleELHY est quant à elle finie, cela
entraîne que la divergence positive de l’énergie cinétique doit être com-
pensée par une divergence négative de l’énergie d’interaction. Ce dernier
point se vérifie aisément ; écrivons le potentiel d’interaction intervenant
dans l’hamiltonien de Bogoliubov sous la forme

V̂ = gn
(
N̂ ′ + Ô

)
(17)

où N̂ ′ =
∑

k 6=0 a
†
kak est l’opérateur nombre de particules en dehors de

k = 0 et
Ô =

1

2

∑

k 6=0

aka−k + H.c. (18)

La divergence provient de la contribution de 〈Ô〉 qui s’écrit dans le vide de
Bogoliubov :

〈Ô〉 = −1

2

∑

k 6=0

ukvk〈bkb†k〉+ c.c. = −
∑

k 6=0

ukvk. (19)

L’argument de la somme se comporte en effet comme k−2 aux grands k, de
sorte que l’intégrale tri-dimensionnelle sur k (avec son jacobien en 4πk2 dk)
diverge. Nous reviendrons sur ces deux divergences de l’énergie cinétique
et de l’énergie potentielle lors de notre étude du contact.

2 Le spectre d’excitation d’un condensat

2-1 Resommation du développement de Born

La diagonalisation de l’hamiltonien de Bogoliubov menée aux chapitres
précédents nous a conduit à l’expression de la relation de dispersion pour
les excitations élémentaires du gaz. Nous avons traité deux cas différents :
pour un potentiel régulier à l’approximation de Born, nous avons trouvé

Pot. régulier (Born) : ~ωk =
[
εk

(
εk + 2nṼk

)]1/2
(20)

et pour le pseudo-potentiel :

Pseudo-pot. : ~ωk = [εk (εk + 2ng)]
1/2 avec g =

4π~2a

m
. (21)

Intéressons-nous à la première de ces deux relations, concernant le cas
d’un potentiel régulier. On voit qu’elle fait intervenir la transformée de
Fourier du potentiel Ṽk. Si nous nous limitons à des moments k petits de-
vant 1/b, où b est la portée du potentiel, on peut utiliser

k � 1

b
: Ṽk ≈ Ṽ0 =

4π~2a(1)

m
(22)

où a(1) est la longueur de diffusion, à l’ordre 1 du développement de Born.
Rappelons qu’il n’est légitime de se limiter à ce premier ordre que si la lon-
gueur de diffusion a est très petite devant la portée b, soit 1

b � 1
a . En fait,

comme nous l’avons expliqué au chapitre précédent, il est possible d’al-
ler plus loin dans le développement de Born et de resommer toute sa série
(BELIAEV 1958a ; BELIAEV 1958b). Cela impose d’aller au-delà de l’hamilto-
nien de Bogoliubov : pour étudier l’interaction entre un atome d’impulsion
~k et un atome du condensat d’impulsion nulle, il faut prendre en compte
le passage par un état virtuel où les deux atomes ont pour impulsion k1,k2

avec k = k1 + k2 :

k, N − 1 : 0 −→ k1,k2, N − 2 : 0 −→ k, N − 1 : 0 (23)

ce qui n’est possible que par l’action de termes comme a†k1
a†k2

aka0 pour
la première flèche et a†ka

†
0ak1

ak2
pour la seconde. Ces termes, qui ne
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contiennent qu’un opérateur a0 ou a†0, ont été négligés quand on a restreint
l’hamiltonien à N corps à son approximation quadratique.

Une fois cette resommation effectuée, on arrive alors à une expression
formellement identique à celle obtenue dans le cas du pseudo-potentiel en
(21). La contrainte a � b n’a plus de raison d’être si tous les termes du
développement de Born sont pris en compte (à condition que ce dévelop-
pement converge, bien sûr) et on arrive pour le potentiel régulier au même
résultat que celui obtenu pour le pseudo-potentiel :

k � 1

a
,

1

b
: ~ωk = [εk (εk + 2ng)]

1/2
. (24)

2-2 Mesure du spectre de Bogoliubov

Nous décrirons ici brièvement la mesure quantitative du spectre de Bo-
goliubov faite par STEINHAUER, OZERI et al. (2002) [voir aussi cours 2016].
Cette expérience repose sur la spectroscopie de Bragg, que nous avons
déjà décrite au chapitre précédent. Rappelons que cette technique expé-
rimentale consiste à étudier la réponse linéaire du fluide à une sonde qui
peut transférer un quantum d’impulsion ~q et d’énergie ~ω. Pour les gaz
d’atomes froids, cette sonde est généralement 2 formée par une paire de
faisceaux lumineux de vecteurs d’onde k1 et k2 , les atomes gagnant l’im-
pulsion ~q = ~(k1 − k2) et l’énergie ~ω = ~(ω1 − ω2) dans un processus
"absorption – émission stimulée".

STEINHAUER, OZERI et al. (2002) ont travaillé avec un condensat de ru-
bidium 87, et une paire de faisceaux lumineux dont l’angle varie entre 3
et 130 degrés, ce qui correspond à q entre 0.4 et 15 µm−1. La longueur de
cicatrisation est ξ ≈ 0.25µm, de sorte que qξ varie entre 0.1 (régime phono-
nique) et 4 (régime de particules libres). Un exemple typique de résultat est
montré en figure 9 pour q = 2.8µm−1. Cette image prise après un temps
de vol montre clairement la (faible) fraction des atomes excités par le pulse
lumineux, à la droite du condensat.

Si l’on suppose que le signal observé correspond à la création d’une
seule excitation élémentaire pour chaque processus de Bragg élémentaire
(nous reviendrons sur cette hypothèse plus loin), la courbe de résonance

2. voir malgré tout GUARRERA, WÜRTZ et al. (2011) pour un autre type de sonde.
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By the Landau criterion, the superfluid critical velocity
yc cannot be greater than v!k, for any excitation v"k#
in the spectrum [1]. Note that vortex production usually
limits the speed of superfluid flow to a value lower than
v!k [19,20].

Our condensate of 87Rb atoms in the 5s1!2, F ! 2,
mF ! 2 ground state is produced in a QUIC (quadrupole
and Ioffe configuration) magnetic trap [21], loaded by a
double MOT system. The magnetic trap contains 6 3
107 atoms. After 22 sec of evaporation, 1 3 105 atoms
remain, forming a nearly pure condensate, with a thermal
fraction of 5% or less. The bias magnetic field is 2 G. The
radial and axial trapping frequencies are 220 and 25 Hz,
respectively, yielding radial and axial Thomas-Fermi radii
of 3 mm and R ! 28 mm, respectively.

v"k# is measured by Bragg spectroscopy [5,22]. Two
Bragg beams A and B with approximately parallel polar-
ization, separated by an angle 3± # u # 130±, illuminate
the condensate for a time tB. The frequency of beam A
is greater than the frequency of beam B by an amount v
determined by two acousto-optic modulators. If a pho-
ton is absorbed from A and emitted into B, an excitation
is produced with energy v and momentum k, where k !
2kp sin"u!2#, and kp is the photon wave number. Here,
we neglect the possibility that a single photon will excite
multiple excitations, in contrast to the case of superfluid
4He [1,23].

The time average of m!h during the Bragg pulse is
determined [24] by the radial size of the condensate after
free expansion with and without the pulse, giving m!h !
1.91 6 0.09 kHz, which is taken to be the relevant value
for v"k#.

The wave vector "k is adjusted to be along the axis of
the cigar-shaped condensate. To insure that the entire con-
densate is stimulated by the Bragg pulse, the length of
the pulse tB is chosen such that the spectral width of the
pulse is roughly equal to the intrinsic width of the reso-
nance. For this experiment, the broadening due to inho-
mogeneous density Dnld always dominates the Doppler
broadening [5], and is given by [4] 0.45 kHz for large
k, and 0.3v"k#!"2p# in the phonon regime. Thus, tB is
chosen to be roughly "2Dnld#21. For large k, the reso-
nance may be further broadened by s-wave scattering. For
k $ 6.8 mm21, s-wave scattering is clearly visible.

The beams are detuned D ! 6.5 GHz below the 5S1!2,
F ! 2 ! 5P3!2, F ! 3 transition. The intensities IA
and IB of each beam are adjusted to values between
0.1 mW cm22 and 1.1 mW cm22, so that the number of
excitations is 10% to 20% of the number of atoms in
the condensate. For pulses of this strength, the chemical
potential decreases by an average of only 12% during the
pulse.

After the Bragg pulse, the atoms are allowed to expand
freely, transforming the excitations into free particles [6],
which are subsequently imaged by absorption, as shown
in Fig. 1. The left and right clouds correspond to the
condensate and excitations, respectively.

FIG. 1. The Bragg and condensate clouds. (a) Average of
two absorption images after 38 msec time of flight, following
a resonant Bragg pulse with k ! 2.8 mm21, in the phonon re-
gime. (b) Cross section of the same image. The dashed line is
a Gaussian fit to the condensate cloud, used to find the zero of
momentum. The radial and axial coordinates are indicated by
r and z, respectively.

To determine the efficiency of stimulation of excitations
by the Bragg pulse, the total momentum in the axial direc-
tion relative to the center of the condensate cloud is com-
puted from the image, in the combined regions of the two
clouds. The total momentum is divided by Noh̄k, where
No is the average number of atoms in the condensate during
the Bragg pulse, to obtain the efficiency. This efficiency is
somewhat exaggerated though, because the total momen-
tum includes momentum from the release process.

The thus-measured efficiency P"k, v# for each direc-
tion is shown in Fig. 2, for k ! 2.8 mm21. The curve of
P"k, v# is well approximated by a Gaussian plus a con-
stant. The constant results from the background in the im-
ages. The symmetric shape of P"k, v# about the resonance
frequency probably reflects the spectral shape of the Bragg
pulse, rather than the intrinsic shape which is expected to
be asymmetric [4]. Therefore, the notation P"k, v# is em-
ployed, rather than S"k, v#, whose shape is the intrinsic
shape.

The resonant frequency is taken as the center value of the
Gaussian fit to P"k, v#, as shown in Fig. 2. v"k# is taken
as the average of the resonant frequencies for the left and

ω

ω π

FIG. 2. The efficiency P"k, v# for k ! 2.8 mm21. The open
and filled circles are for left- and right-traveling clouds, respec-
tively. The lines are fits of a Gaussian plus a constant.
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tion relative to the center of the condensate cloud is com-
puted from the image, in the combined regions of the two
clouds. The total momentum is divided by Noh̄k, where
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the Bragg pulse, to obtain the efficiency. This efficiency is
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FIGURE 9. Gauche : Image d’un nuage atomique après un pulse de Bragg. Le
nuage diffracté se déplace dans le sens des x > 0 . Droite : courbe de résonance.
Les deux types de symboles correspondent à des nuages diffractés se déplaçant dans
le sens x > 0 ou x < 0. Figure extraite de STEINHAUER, OZERI et al. (2002).

de ces processus donne directement accès à la relation de dispersion re-
cherchée ωq . Les résultats sont regroupés en figure 10. L’accord avec la
prédiction de Bogoliubov (24) est remarquable, aussi bien dans le régime
phononique que dans celui des particules libres.

On peut s’interroger sur l’effet des termes LHY, donc au-delà du champ
moyen, sur ce spectre d’excitation.
— Dans le cas phononique, ces effets vont modifier la vitesse du son dans

le condensat. Partons de la relation générale

c =

√
1

m

(
∂P

∂n

)

S

, (25)

où la dérivée est prise à entropie constante, c’est-à-dire pour l’état fon-
damental dans le cas qui nous intéresse ici. La pression P a été donnée
en (9) et on en déduit :

c =

√
gn

m

[
1 +

8√
π

√
na3 + . . .

]
. (26)

Ce résultat coïncide avec celui trouvé par Beliaev par la méthode des
fonctions de Green [voir aussi MOHLING & SIRLIN (1960)].

— Dans le régime de particules libres kξ � 1 (mais ka� 1), MOHLING &
SIRLIN (1960) écrivent la relation de dispersion d’une excitation sous
la forme

ξ−1 � k � a−1 : ~ω(k) ≈ εk + 2gn− µ, (27)
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Mesure du spectre de Bogoliubov (2)
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right directions, which removes the effects of the Doppler
shift resulting from any sloshing of the condensate in the
trap during the Bragg pulse.

Figure 3a shows the measured excitation spectrum,
which agrees well with (2). A linear phonon regime is
seen for low k, and a parabolic single-particle regime for
high k. The excitations seen to have the smallest value of
v!k are the phonons. Therefore, by the Landau criterion,
the superfluid velocity yc is bounded by v!k for the
phonons.

The inset of Fig. 3a shows the low k region of v"k#.
To extract the initial slope from the data, (2) is fit to the
points with k less than 3 mm21, with m taken as a fit
parameter. The fit is not shown in the figure. The result
gives the speed of sound for the condensate to be ceff !
2.0 6 0.1 mm sec21, which is also the measured upper

FIG. 3. (a) The measured excitation spectrum v"k# of a
trapped Bose-Einstein condensate. The solid line is the Bogo-
liubov spectrum with no free parameters, in the LDA for
m ! 1.91 kHz. The dashed line is the parabolic free-particle
spectrum. For most points, the error bars are not visible on the
scale of the figure. The inset shows the linear phonon regime.
(b) The difference between the excitation spectrum and the
free-particle spectrum. Error bars represent 1s statistical un-
certainty. The theoretical curve is the Bogoliubov spectrum in
the LDA for m ! 1.91 kHz, minus the free-particle spectrum.

bound for yc. This value is in good agreement with the
theoretical LDA value of 2.01 6 0.05 mm sec21. The line
at 2pR21 indicates the excitation whose wavelength is
equal to the Thomas-Fermi radius of the condensate in the
axial direction. The measured v"k# agrees with the LDA,
even for k values approaching this lower limit of the region
of validity. As k goes to zero, v"k# is seen to approach
zero, rather than exciting the lowest order radial mode,
the breathing mode, which is twice the radial trapping
frequency, 440 Hz [12,13].

In Fig. 3a, the measured v"k# is clearly above the
parabolic free-particle spectrum h̄k2!"2m#, reflecting the
interaction energy of the condensate. To emphasize the in-
teraction energy, v"k# is shown again in Fig. 3b, after
subtraction of the free-particle spectrum. This curve ap-
proaches a constant for large k, given by the second term
in (4).

For a constant rate of production of excitations, the in-
tegral of P"k, v# over v, equal to the integral of S"k,v#,
is related to S"k# by [25,26],

S"k# ! 2"pV2
RtB#21

Z

P"k, v# dv , (5)

where VR ! "G2!4D#
p

IAIB!Isat is the two-photon Rabi
frequency, G is the linewidth of the 5P3!2, F ! 3 ex-
cited state, D is the detuning, and Isat is the saturation
intensity. The closed circles in Fig. 4 are the measured
static structure factor S"k#, by (5). The values shown have
been increased by a factor of 2.3, giving rough agreement
with S"k# from Bogoliubov theory in the LDA (3). Equa-
tion (3) is indicated by a solid line. The required factor
of 2.3 probably reflects inaccuracies in the various val-
ues needed to compute VR . The open circles are com-
puted from (1), using the measured values of v"k# shown

ξπ

µ
FIG. 4. The filled circles are the measured static structure
factor, multiplied by an overall constant of 2.3. Error bars rep-
resent 1s statistical uncertainty, as well as the estimated uncer-
tainty in the two-photon Rabi frequency. The solid line is the
Bogoliubov structure factor, in the LDA for m ! 1.91 kHz. The
open circles are computed from the measured excitation spec-
trum of Fig. 3, and Feynman’s relation (1). For the open circles,
the error bars are not visible on the scale of the figure.
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Accord quantitatif avec la théorie de Bogoliubov

k ≪ 1/ξ

k ≫ 1/ξ

ℏωk ≈ ℏckphonons

ℏωk ≈ ϵk + gnparticules libres

FIGURE 10. Spectre d’excitation mesuré par spectroscopie de Bragg. La courbe
continue montre la prédiction (24) pour le spectre de Bogoliubov. Figure extraite
de STEINHAUER, OZERI et al. (2002).

où µ est le potentiel chimique du condensat donné en (10). L’interpré-
tation physique de (27) est en ligne avec celle proposée plus haut dans
ce régime : cette relation représente la différence entre l’énergie de la
particule dans son état final, εk + 2gn, non modifiée par les termes
au-delà du champ moyen à cet ordre du calcul 3, et l’énergie à four-
nir pour extraire une particule du condensat, c’est-à-dire le potentiel
chimique µ.

Pour chacun de ces deux régimes, phononique et particule libre, il
semble difficile de détecter les effets au-delà du champ moyen dans un
gaz de Bose en interaction faible, compte tenu de la précision des mesures.

surement value and then pulse on the Bragg beams. During
the pulse, the cloud’s inward motion is checked and it
begins to breathe outward. We model the resulting time-
dependent condensate density using a variational solution
to the Gross-Pitaevskii equation [28], which predicts that
the density of the cloud changes by less than 30% during
the Bragg pulse. We can meet this goal only by using
progressively shorter Bragg pulses for higher values of
desired a. The time- and space-averaged density during
the pulse is approximately 7:6! 1013 cm"3, but this de-
pends weakly on the final value of a.

After the Bragg pulse, we ramp a to 917a0 in order to
ensure that the momentum of the excitations is spread via
collisions [29,30] to the entire condensate sample. We then
infer the total momentum, and thus excitation fraction,
from the amplitude of the resulting axial slosh, measured
via an absorption image taken of the cloud at a time near its
axial turning point.

Figure 2 shows measured Bragg spectra for three values
of a. We fit each Bragg spectrum to an antisymmetric
function assuming a Gaussian peak and extract a center
frequency and an rms width. The Bragg line shift is the
difference between the fitted center and the ideal gas result
1
2!

@k2
2m ¼ 15:423 kHz. In Fig. 3(a) we plot our measured

line shifts as a function of the scattering length a. For a &
300a0 (where the predicted LHY correction is already a
10% effect), the measured line shift [d in Fig. 3(a)] agrees
with the simple mean-field result [Eq. (1)]. However, as the
scattering length is increased further, the resonance line
shift deviates significantly from the mean-field prediction.
The measured line shift reaches a maximum near a ¼
500a0 and then decreases as the scattering length is in-
creased further.

At large awe find that our measured line shift exhibits a
systematic dependence on the temperature of the sample
[31]. Noncondensed 85Rb atoms also respond to the Bragg
pulse, and this causes an observable effect in the measured
line shift when the spectral width of the condensate re-
sponse becomes comparable to that of the noncondensed
atoms (for a > 500a0). We vary the temperature of the gas

FIG. 2 (color online). Typical Bragg spectra at a scattering
length of 100a0 (blue triangles), 585a0 (red circles), and 890a0
(black squares). The excitation fraction is determined from the
measured momentum transferred to the BEC and plotted as a
function of the frequency difference between the two Bragg
beams. Lines are fits of the data as described in the text.
Mean-field theory predicts a continuous increase in the line shift
with increasing a; however, by 890a0 our data display a decreas-
ing shift with stronger interactions.

FIG. 3 (color online). (a) Bragg line shift and (b) width as a
function of scattering length. In (a) the open circles are our
observations. The solid circles are data corrected for a fitting
systematic associated with the broad thermal atom background,
and the error bars represent fit uncertainties. The theory lines and
LHY correction are as in Fig. 1 except they are calculated for the
trapped gas using a local density approximation for each of the
corresponding data points. The mean BEC density ranges from
6:3! 1013 cm"3 to 7:6! 1013 cm"3. Error bars on the theory
lines reflect uncertainty in these densities. Some of the error bars
have been omitted for clarity. In (b) the solid black circles are the
rms width of a Gaussian fit to the Bragg spectra. Black triangles
are from a fit to a convolution of various contributions to the
width calculated under the conditions of our measurements. The
remaining symbols characterize constituent contributions to the
convolution including the Lorentzian FWHM width due to
collisions (blue squares), and the rms width of a Gaussian fitted
to the contributions due to the inhomogeneous density (red
diamonds) and the pulse duration (green circles). The largest
contribution to the width comes from the pulse duration; because
the jump to large a initiates rapid expansion of the BEC, ever
shorter pulses are used to obtain the spectra at larger a.
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FIGURE 11. Haut : spectroscopie de Bragg d’un condensat de 85Rb, où l’on repré-
sente la fréquence de résonance ωres/2π mesurée après soustraction de la fréquence
"à une particule" εq/h. Les symboles ouverts correspondent aux mesures directes
et les symboles fermés sont les données corrigées, une fois la contribution de la
partie thermique du nuage prise en compte. Les lignes correspondent à différentes
modélisations théoriques. Bas : largeur de la résonance de Bragg donnant accès, au
moins qualitativement, à la durée de vie des excitations. Figure extraite de PAPP,
PINO et al. (2008).

2-3 Expériences de Boulder et Cambridge : q & 1/a

En utilisant respectivement du rubidium 85 et du potassium 39, PAPP,
PINO et al. (2008) et LOPES, EIGEN et al. (2017b) ont étendu la mesure de
la réponse d’un condensat par spectroscopie de Bragg à des valeurs beau-
coup plus grandes de qa, en profitant de l’existence d’une résonance de
Feshbach pour ces espèces atomiques.

Les résultats de PAPP, PINO et al. (2008) sont montrés en figure 11. La fi-

3. Cela peut se comprendre qualitativement en notant que c’est le domaine k . 1/ξ qui
contribue essentiellement à l’intégrale donnant l’énergie LHY.
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theory assumes
ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
≪ 1. Moreover, it is valid only for

q ≪ 1=a, because it does not consider the short-range two-
particle correlations, at distances r≲ a.
For

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
≪ 1, the Feynman energy relation gives the

excitation resonance at ω ¼ ω0=SðqÞ, where SðqÞ is the
static structure factor. Considering short-range correlations,
for qξ ≫ 1:

SðqÞ ¼ 1þ C
8n

"
1

q
−

4

πaq2

#
; ð2Þ

where Cðn; aÞ is the two-body contact density, and the
expression in parentheses reflects the two-body correlations
at short distances [22,25]; this “factorization” of the effects
of many-body correlations (captured by C) and the short-
distance two-body physics was highlighted by Tan [26].
For

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
≪ 1, the contact density is C ≈ ð4πnaÞ2,

and for our experimental parameters jSðqÞ − 1j < 0.03,
so 1=SðqÞ − 1 ≈ 1 − SðqÞ. This “Feynman-Tan” (FT)
approach thus gives the interaction shift of the excitation
resonance

ΔωFT ¼ 4πℏna
m

"
1 −

πqa
4

#
: ð3Þ

For qa → 0, ΔωFT reduces to ΔωB, but for increasing a (at
fixed q) it backbends and changes sign at a ¼ 4=ðπqÞ [see
Fig. 1(a)]. In Ref. [6] the largest value of a reached was
0.8=q and backbending was observed, but Δω remained
positive.
Let us also consider the dispersion relation ωðqÞ at fixed

a. The energy of the low-q phonons is above the free-
particle dispersion (Δω > 0) [24,27], while according to
Eq. (3) the energy of particlelike excitations with q >
4=ðπaÞ is below it (Δω < 0); finally, for q → ∞ the
quasiparticle energy is expected to approach the free-
particle dispersion from below (Δω → 0−) [22,24]. As
illustrated in Fig. 1(b), for a large enough a the dispersion
relation has an inflection point, which is a precursor of the
roton minimum that fully develops only for extremely
strong interactions [22,24]. In Eq. (2) the maximum in SðqÞ
for fixed n and a, which is conceptually associated with the
roton [22,28], occurs at q ¼ 8=ðπaÞ, independently of n,
and only for

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
∼ 1 this coincides with the familiar

result for liquid helium, qroton ∼ n1=3.
In our experiments the regime

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
∼ 1 is not reachable

due to significant losses on the time scale necessary to
perform high-resolution Bragg spectroscopy. Nevertheless,
we reach the regime where interactions are strong enough
to observe a dramatic departure from Bogoliubov theory
and the precursors of roton physics.
Our setup is described in Ref. [29]. We produce

quasipure homogeneous 39K BECs of N ¼ ð50 − 160Þ ×
103 atoms in a cylindrical optical box trap of variable
radius, R ¼ ð15–30Þ μm, and length, L ¼ ð30–50Þ μm.

The BEC is produced in the lowest hyperfine state, which
features a Feshbach resonance centered at 402.70(3) G
[30]. The condensed fraction in our clouds is > 90% and
we hold them in a trap of depth ≈ kB × 20 nK. By varying
N, L, and R, we vary n in the range ð0.2–2.0Þ × 1012 cm−3.
The three-body loss rate is ∝ n2a4, so working at such low
n is favorable for increasing both qa and

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
. We prepare

the BEC at a ¼ 200a0, where a0 is the Bohr radius, and
then ramp a in 50 ms to the value at which we perform the
Bragg spectroscopy. For each n we limit a to values for
which the particle loss during the whole experiment is
< 10%; note that in our trap the three-body recombination
does not lead to any observable heating. By varying the
angle between the Bragg laser beams we also explore three
different q values: 1.1, 1.7 and 2.0 krec, where krec ¼ 2π=λ
and λ ¼ 767 nm. For all our parameters we stay in the
regime of particlelike excitations, with qξ values between 5
and 40.
In Fig. 2(a) we show an example of an absorption image

taken after Bragg diffraction, and in Fig. 2(b) an example of
a Bragg spectrum used to determine the resonance shift
Δω. The diffracted fraction of atoms is determined from the
center of mass of the atomic distribution [6,8]. In all our
measurements we keep the maximal diffracted fraction to
≲10%; this should result in ≲10% systematic errors in our
interaction frequency shifts [5,31].
In Fig. 3(a) we plot Δω versus a for two different

combinations of the BEC density n and excitation wave
number q. In both cases we observe good agreement with
the prediction of Eq. (3), without any adjustable parame-
ters; for the lower n we reach higher a and clearly observe
that Δω changes sign.

(a) (b)

FIG. 2. Bragg spectroscopy, for n ≈ 2.0 × 1012 cm−3,
q ¼ 1.7krec, and a ≈ 1000a0. (a) Typical absorption image, taken
along the radial direction of the cylindrical box trap, after the
2-ms Bragg pulse and 20 ms of time of flight. The spherical halo
arises from the collisions between the stationary and diffracted
clouds; these collisions do not change the center of mass of the
atomic distribution. (b) Bragg spectrum. Diffracted fraction (DF)
as a function of the frequency difference between the two Bragg
beams, referenced to ω0, which was calibrated using a non-
interacting cloud. The resonance is determined from a Gaussian
fit to the data (solid line).
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FIGURE 12. Gauche : image d’un nuage d’atomes de 39K après spectroscopie de
Bragg. Le nuage en bas de la figure correspond au condensat initial. Le nuage plus
petit en haut de la figure correspond aux atomes diffractés, ayant gagné l’impul-
sion ~q. Droite : exemple d’une courbe de résonance permettant de déterminer
ωres(q). La ligne tiretée donne la position de la résonance "nue" : ~ω = εq . Figure
extraite de LOPES, EIGEN et al. (2017b).

gure du haut montre l’écart ~ωq−εq en fonction de la longueur de diffusion
a. Dans le régime qξ � 1, le spectre de Bogoliubov (24) prédit ~ωq−εq ≈ gn,
c’est-à-dire une variation linéaire de cet écart avec a, ce qui ne correspond
pas aux observations.

Ce type d’expérience a été repris sur une plus grande plage de valeurs
de qa par LOPES, EIGEN et al. (2017b). Dans cette expérience, trois valeurs
de q ont été utilisées, correspondant à trois orientations relatives possibles
des vecteurs k1 et k2. Un exemple de résonance est montré en figure 12. Les
résultats pour différentes valeurs de a et de q sont regroupés 4 en figure 13.
La quantité tracée est

α = qa
~ωres(q)− εq

gn
(28)

et les résultats expérimentaux sont remarquablement bien ajustés par la
loi :

α = qa
(

1− π

4
qa
)
, (29)

qui conduit à une annulation de α en qa = 4/π ≈ 1.3. En ce point, la

4. Pour cette série de données, la valeur maximale du petit paramètre
√
na3 est de l’ordre

de 0.05.

Defining a dimensionless interaction frequency shift

α≡ mq
4πℏn

Δω; ð4Þ

the FT prediction of Eq. (3) is recast as

αFT ¼ qa
!
1 −

π
4
qa

"
; ð5Þ

which is a universal function of qa only; with the same
normalization the Bogoliubov theory gives αB ¼ qa. Note
that the normalization in Eq. (4) also allows us to correct for
the small ($10%) density variations between measure-
ments taken with different values of a and the same
nominal n. In Fig. 3(b) we show measurements of α with
three different combinations of n and q, which all fall onto
the same universal curve, in good agreement with the FT
theory.

In Fig. 3(b), for our most strongly interacting samples
qa ≈ 2.5 and

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
≈ 0.05. In the final part of the paper we

explore even stronger interactions and observe that the FT
theory also breaks down. In Fig. 4(a) we show measure-
ments of Δω with n ≈ 0.2 × 1012 cm−3 and q ¼ 2krec, for
which we explore scattering lengths up to ≈ 8 × 103a0,
corresponding to qa ≈ 7 and

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
≈ 0.1. Here we observe

a clear deviation from the FT prediction.
Tuning a at fixed n and q simultaneously changes qa andffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
, making it nonobvious which of the two dimension-

less interaction parameters is (primarily) responsible for the
breakdown of the FT theory. In an attempt to disentangle
the two effects, we collect data with many fn; q; ag
combinations, and group them into sets with (approxi-
mately) equal

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
, but varying qa values. In Fig. 4(b) we

plot α − αFT versus qa, with different symbols correspond-
ing to different

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
. These measurements suggest that, at

least for our range of parameters, the breakdown of the FT
theory occurs for qa≳ 3, independently of the value
of

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
.

(a)

(b)

FIG. 3. Breakdown of the Bogoliubov approximation and
observation of negative frequency shifts. (a) Δω as a function
of a for n ≈ 2.0 × 1012 cm−3 and q ¼ 1.1krec (blue circles), and
for n ≈ 0.8 × 1012 cm−3 and q ¼ 2krec (orange diamonds). (b) Di-
mensionless frequency shift α versus qa for three different
combinations of n and q. Solid lines in (a) and (b) show the
FT predictions from Eqs. (3) and (5), respectively, with no
adjustable parameters. The dashed lines show the corresponding
Bogoliubov predictions. Vertical error bars show statistical fitting
errors and horizontal error bars reflect the uncertainty in the
position of the Feshbach resonance.

(a)

(b)

FIG. 4. Deviation from the Feynman-Tan prediction. (a) Fre-
quency shift versus a for n ≈ 0.2 × 1012 cm−3 and q ¼ 2krec. The
solid line shows the FT prediction. (b) Deviation of the
dimensionless frequency shift α from the FT theory as a function
of qa, for various values of

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
(see the legend). The dashed

line is the OPE prediction with C ¼ ð4πnaÞ2 and no adjustable
parameters. The dot-dashed line is the OPE prediction that also
includes the LHY correction with

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
¼ 0.093, corresponding

to the open-circles data. Inset: comparison of the FT (solid) and
OPE (dashed) calculations with the data at low qa.
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FIGURE 13. Positions des résonances ωres(q) en fonction de qa pour trois valeurs
de q différentes, avec α définie en (28). La courbe en trait plein représente la prédic-
tion (29) basée sur la formule de Feynman (cf. § 2-5). La droite tiretée représente la
prédiction pour une excitation élémentaire de Bogoliubov α = qa. Figure extraite
de LOPES, EIGEN et al. (2017b).

fréquence de résonance pour le processus de Bragg est égale à la fréquence
à un atome, εq/h.

Nous allons expliquer la raison d’être de ce choix de la loi quadratique
(29) en § 2-5, mais remarquons tout de suite qu’elle n’est pas compatible
avec le spectre d’excitation à une particule de Bogoliubov (24), qui prédit
~ωq = εq + gn, et donc la loi linéaire α = qa tracée en ligne droite tiretée
sur la figure 13.

2-4 Retour vers l’approche de Beliaev

Une première piste pour expliquer les résultats expérimentaux de Boul-
der et Cambridge est fournie par l’approche de Beliaev, qui a récemment
été généralisée à une valeur arbitraire de na3 par HOFMANN & ZWERGER

(2017) en utilisant la technique OPE (Operator Product Expansion). Nous al-
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lons donner ici quelques éléments pour explorer cette piste, pour conclure
qu’elle ne peut à elle seule expliquer les résultats expérimentaux.

Dans son article déjà cité plus haut, BELIAEV (1958b) explique comment
prendre en compte à tous les ordres en V l’interaction entre l’excitation
élémentaire d’impulsion ~k et un atome du condensat d’impulsion nulle.
Cette resommation du développement de Born fait apparaître notamment
l’amplitude de diffusion f(kr) entre les deux partenaires, avec l’impulsion
relative kr = k/2. En supposant que a est grand devant la portée effective,
on a [cf. cours 2021] :

f(kr) ≈
−a

1 + ikra
. (30)

À basse énergie, k � 1/a et on trouve f(kr) ≈ −a, ce qui conduit au
spectre de Bogoliubov donné en (24). En revanche, quand kr devient com-
parable à 1/a, les corrections liées au dénominateur de (30) deviennent
significatives. Beliaev montre que le spectre d’excitation est relié à la partie
réelle de f(kr) qui est modifiée comme :

Re [f(0)] = −a −→ Re [f(kr)] =
−a

1 + (ka/2)
2 . (31)

Plus précisément, le bilan d’énergie déjà mentionné dans le régime 5 kξ �
1 devient :

~ωk = (εk + 2 gn)− gn −→ ~ωk =

(
εk +

2 gn

1 + (ka/2)
2

)
− gn (32)

Cette prédiction constitue une déviation significative par rapport à la
relation de dispersion de Bogoliubov (24). En particulier, on voit que la dif-
férence ~ωk−εk peut désormais s’annuler et changer de signe. Toutefois, le
point d’annulation ne correspond pas à ce qui a été mesuré à Cambridge :
selon (32), il devrait se produire pour ka = 2, alors qu’on le trouve expé-
rimentalement autour de ka = 1.3. Le même type de désaccord se produit
quand on cherche à ajuster les données de l’expérience de Boulder avec la
loi (32) (HOFMANN & ZWERGER 2017).

5. Nous ne donnerons pas ici l’expression générale trouvée par BELIAEV (1958b) [cf. eq.
(4.7) de cet article]. RONEN (2009) a étudié en détail comment adapter ce résultat général
au cas d’un potentiel d’interaction van der Waals entre atomes [voir aussi HOFMANN &
ZWERGER (2017)].

Durée de vie des excitations. L’analyse de Beliaev permet également de
calculer la durée de vie τ d’une excitation élémentaire à partir de la partie
imaginaire de l’amplitude de diffusion (30). Cette durée de vie correspond
à un processus dans lequel une excitation se désintégre en deux excitations
de plus basse énergie. Dans le régime de particules libres, cela peut corres-
pondre simplement au processus de collision élastique entre la particule
d’impulsion ~k et un atome du condensat

(~k) + (0) −→ (~k1) + (~k2) (33)

avec |k1|, |k2| < |k|. Le résultat de ces collisions en onde s est clairement
visible sur la figure 12 et il conduit à la durée de vie (MOHLING & SIRLIN

1960 ; HOFMANN & ZWERGER 2017) :

1/ξ � k . 1/a : τ−1 ∼ n(8πa2)
~kr
m

=
gn

~
ka. (34)

On note que pour avoir une mesure de la résonance avec une précision au
moins égale à gn (nécessaire pour discriminer entre ~ωk et εk), le temps de
mesure doit être au moins égal à ~/gn, ce qui est comparable à la durée de
vie τ d’une excitation quand ka ∼ 1. Une description précise du processus
de mesure de Bragg dans le régime de haute énergie devrait donc prendre
en compte cette durée de vie finie.

2-5 La formule de Feynman

FEYNMAN (1954) a développé une approche puissante pour étudier le
spectre d’excitation qui nous intéresse ici. Cette approche fournit le centre
de gravité de la raie d’absorption :

ω̄(q) =

∫ +∞
−∞ ω Γ(q, ω) dω
∫ +∞
−∞ Γ(q, ω) dω

(35)

en le mettant sous la forme

~ω̄(q) =
εq
S(q)

(36)

75



CHAPITRE IV. ÉTAT FONDAMENTAL DU GAZ DE BOSE § 2. Le spectre d’excitation d’un condensat

avec comme toujours εq = ~2q2/2m et le facteur de structure statique S(q)
donné par :

S(q) = 1 + n

∫
[g2(r)− 1] e−iq·r d3r (37)

La fonction de corrélation spatiale g2(r) donne la densité de probabilité
pour trouver deux particules séparées de la distance r au sein du fluide.
Elle se calcule à partir de :

g2(r) =
1

n2
〈Ψ̂†(0) Ψ̂†(r) Ψ̂(r) Ψ̂(0)〉. (38)

Cette fonction caractérise les fluctuations de densité du fluide, en parti-
culier un éventuel groupement ou dégroupement de particules, et elle est
normalisée de sorte qu’elle tend vers 1 quand r →∞.

La démonstration de la formule de Feynman pour le problème qui nous
intéresse est détaillée dans l’appendice de ce chapitre. Nous en indiquons
ici les ingrédients principaux. Nous considérons un fluide quantique à N
particules que l’on soumet à une perturbation dépendant du temps de ma-
nière monochromatique :

V̂ (t) = V̂ (+) e−iωt + H.c. (39)

où l’opérateur V̂ (+) transfère l’impulsion ~q à une des particules du fluide :

V̂ (+) = ~κ
N∑

j=1

eiq·r̂j . (40)

À l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations, on peut utiliser la règle
d’or de Fermi pour évaluer la probabilité par unité de temps Γ(q, ω) pour
que le fluide absorbe un quantum d’impulsion ~q et d’énergie ~ω. Le calcul
du numérateur de (35) donne alors le résultat exact

N (q) = 2πκ2N
~q2

2m
, (41)

qui ne fait donc pas intervenir la force des interactions présentes dans le

système 6. Le dénominateur s’écrit quant à lui :

D(q) = 2πκ2N S(q) (42)

d’où l’expression (36) pour ω̄(q).

La détermination du facteur de structure S(q) nécessite la connaissance
de la fonction g2(r), qui a été calculée par LEE, HUANG et al. (1957) dans
le cadre de l’approche de Bogoliubov. Ce calcul est lui aussi détaillé en
appendice et nous nous contenterons ici de donner le comportement de
g2(r) au voisinage de r = a, puisque c’est la valeur de S(q) pour q ∼ 1/a
qui nous intéresse in fine. LEE, HUANG et al. (1957) trouvent au voisinage
de 0 :

r � ξ : g2(r) =
(

1− a

r

)2

+O(a/ξ). (43)

Quand on développe le carré pour former la quantité g2(r) − 1, on trouve
les termes dominants−2a/r et a2/r2 dont les transformées de Fourier sont
respectivement proportionnelles à −1/q2 et à 1/q. On arrive alors au fac-
teur de structure (cf. appendice) :

qξ � 1 : S(q) ≈ 1− 1

q2ξ2
+

2π2na2

q
= 1− 1

q2ξ2

(
1− π

4
qa
)

(44)

Il ne reste plus qu’à injecter ce résultat dans la formule de Feynman (36)
pour en déduire le centre de gravité de la raie :

qξ � 1 : ~ω̄(q) ≈ εq
[
1 +

1

q2ξ2

(
1− π

4
qa
)]
. (45)

Ce résultat est celui tracé en trait continu sur la figure 13 donnant les résul-
tat de l’expérience de LOPES, EIGEN et al. (2017b) :

α = qa
~ω̄(q)− εq

gn
= qa

(
1− π

4
qa
)
. (46)

et il semble en excellent accord avec les données expérimentales.

6. Ce résultat est connu sous le nom de règle de somme f (en anglais f -sum rule) ou en-
core relation de Thomas–Reiche–Kuhn. Cette terminologie provient de la physique atomique et
elle concerne la somme algébrique des forces d’oscillateurs (notées f ) des transitions électro-
niques – absorption ou émission de photon – dans un atome.
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2-6 Problème résolu?

À première vue, l’accord entre les données expérimentales et la pré-
diction (45) issue de la formule de Feynman semble résoudre le problème
de l’interprétation des données expérimentales de Boulder et Cambridge.
Mais nous allons voir que la situation n’est pas si claire.

Une première question qui se pose est d’accorder cette prédiction avec
le spectre (32) prédit par l’approche de Beliaev. Dans la mesure où le
spectre (32) porte sur la relation de dispersion d’une excitation élémentaire
alors que le résultat de Feynman concerne le centre de gravité de la raie,
l’écart entre les deux prédictions est possible mais il mérite d’être explicité.
Pour cela, le plus simple est de revenir à l’opérateur V̂ (+) qui décrit l’exci-
tation du système lors de la diffraction de Bragg. Cet opérateur est donné
en (40) et il s’écrit en seconde quantification :

V̂ (+) = ~κ
∑

k

a†k+qak. (47)

Quand on réécrit les opérateurs ak a
†
k en fonction des opérateurs a0 ≈ a†0 ≈√

N0 et des opérateurs bk, b
†
k pour k 6= 0, on voit apparaître au même ordre

en ~κ :
— Un terme dominant, proportionnel à

√
N0, correspondant à la création

d’une seule excitation d’impulsion q avec l’énergie ~ωq .
— Un second terme correspondant à la création d’une paire d’excitations

(k1,k2), d’impulsion totale k1 + k2 = q.
Cette structure en simple et double excitation est décrite en détail par

GRIFFIN (1993). Pour le problème qui nous intéresse ici, nous en déduisons
la forme de Γ(q, ω) :

Γ(q, ω) = Γ(1)(q, ω) + Γ(2)(q, ω), (48)

où Γ(1) est un pic étroit, centré sur la fréquence ωq d’une excitation élé-
mentaire et Γ(2) correspond à un piédestal beaucoup plus large. Une repré-
sentation (schématique !) de ce spectre est donnée en figure 14, la formule
de Feynman correspondant au centre de gravité de la somme de ces deux
composantes.

Il reste maintenant à comprendre pourquoi les expériences de Boulder
et Cambridge seraient sensibles plutôt au centre de gravité de cette raie à

1

ω

Γ(q, ω)
Γ(1)(q, ω)

Γ(2)(q, ω)
ωq

FIGURE 14. Allure générique du spectre à deux composantes attendu dans une
analyse du processus de diffraction de Bragg abordé par la règle d’or de Fermi.

double structure, plutôt qu’au pic central. À notre connaissance, cette ques-
tion est ouverte 7. Le problème de l’interprétation des résultats expérimen-
taux est rendu encore plus complexe par le fait que cette séparation entre
processus à simple et double excitation n’est pas forcément pertinente au
plan pratique : nous avons vu en effet que sur la durée de l’expérience,
une excitation élémentaire avait une probabilité tout à fait significative de
se désintégrer en deux excitations de plus faible énergie...

3 Mélanges et gouttelettes quantiques

3-1 Position du problème

Dans les expériences que nous venons de décrire, l’énergie LHY était
une petite correction à l’énergie dominante de champ moyen et elle n’in-
tervenait que très peu dans la forme d’équilibre du gaz dans son état fon-
damental. Cela est dû bien sûr au critère de validité na3 � 1 du calcul
LHY. Comme nous l’avons expliqué plus haut [cf. (7)], ce critère est incon-
tournable quand on prend en compte la nécessité d’atteindre l’équilibre en

7. Je remercie Johannes Hoffmann, Raphael Lopes et Willi Zwerger pour des nombreux
échanges sur ce sujet.
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un temps suffisamment court pour que les pertes à trois corps soient négli-
geables. En dépit de cette contrainte, nous souhaitons aborder ici la ques-
tion suivante : existe-il des situations où l’énergie LHY, malgré la petitesse
de na3, joue un rôle déterminant dans l’équilibre et dans la dynamique du
gaz?

Puisque la contribution LHY ne peut pas être amenée à une valeur
"standard" de l’énergie de champ moyen gn, l’autre option pour que les
deux termes soient comparables est d’abaisser l’énergie de champ moyen.
C’est l’idée mise en avant par PETROV (2015), et basée sur un mélange
de deux fluides. Le principe est de partir d’une situation où l’énergie de
champ moyen pour chacun des fluides pris séparément est positive (ré-
pulsion intra-espèce), alors que l’énergie de champ moyen décrivant l’in-
teraction entre les deux fluides est négative (attraction intra-espèce). On
peut alors aboutir à un régime où la somme des énergies de champ moyen
est quasi-nulle : l’énergie LHY devient déterminante pour calculer la forme
d’équilibre du fluide. Nous allons voir que cet équilibre correspond à un
état "liquide", avec une densité indépendante du nombre de particules. On
parle donc de gouttelettes quantiques.

Une autre méthode pour abaisser l’énergie de champ moyen au ni-
veau de l’énergie LHY est apparue quasi-simultanément à la proposition
de PETROV (2015). Elle revient à ajouter un terme supplémentaire aux éner-
gies de champ moyen et LHY décrivant les interactions en onde s, ce terme
provenant de l’interaction dipôle-dipôle magnétique. Cette approche a
été poursuivie expérimentalement par les groupes de Stuttgart (FERRIER-
BARBUT, KADAU et al. 2016 ; SCHMITT, WENZEL et al. 2016) et d’Innsbruck
(CHOMAZ, BAIER et al. 2016). Ces études ont ensuite débouché sur l’obser-
vation d’états supersolides dans ces deux groupes (BÖTTCHER, SCHMIDT

et al. 2019 ; CHOMAZ, PETTER et al. 2019) ainsi qu’à Florence (TANZI,
LUCIONI et al. 2019). Nous renvoyons les lecteurs intéressés vers les ar-
ticles de revue récents de FERRIER-BARBUT (2019) et BÖTTCHER, SCHMIDT

et al. (2021).

3-2 Stabilité d’un mélange binaire (chp. moyen)

Nous allons nous intéresser dans ce qui suit à la proposition de PETROV

(2015), qui est basée sur un mélange binaire de deux fluides quantiques.

Pour commencer, nous allons discuter la stabilité d’un tel mélange au ni-
veau de l’énergie de champ moyen. Nous notons 1 et 2 les deux compo-
santes du mélange, qui peuvent correspondre à deux espèces atomiques
différentes de masse m1 et m2, ou bien à la même espèce atomique
mais avec deux états internes différents. Nous notons g11 et g22 les pa-
ramètres d’interaction de champ moyen intra-espèces et g12 le couplage
inter-espèce. Nous prendrons pour simplifier m1 = m2.

Nous supposerons que les couplages g11 et g22 sont positifs, c’est-à-dire
que chaque composante prise séparément est stable. En revanche, nous ne
faisons aucune hypothèse à ce stade sur g12. Nous verrons plus loin que la
situation favorable correspond au cas où g12 est négatif et approximative-
ment égal à −(g11g22)1/2.

Nous allons nous intéresser à la stabilité du mélange selon deux cri-
tères :

— Il ne doit pas y avoir de démixtion, c’est-à-dire que l’énergie du mé-
lange doit être plus basse que l’énergie du système avec des phases
séparées.

— Le système doit être stable, c’est-à-dire qu’il ne doit pas s’effondrer sur
lui-même.

Commençons par évaluer l’énergie de la phase avec démixtion, où l’es-
pèce i occupe un volume Vi, avec V1 + V2 = V où V est le volume total
accessible. On a

Edemix = g11
N2

1

2V1
+ g22

N2
2

2V2
(49)

où nous avons négligé l’énergie (non extensive) résultant de la tension de
surface entre les deux phases. La minimisation de cette énergie vis-à-vis de
V1 (à volume total V constant) conduit à l’équilibre des pressions 1

2g11n
2
1 =

1
2g22n

2
2 et on arrive à l’énergie minimale de cette phase séparée :

Edemix = g11
N2

1

2V
+ g22

N2
2

2V
+
√
g11g22

N1N2

V
. (50)

Considérons maintenant la phase mélangée, où chaque espèce occupe
tout le volume V accessible. Son énergie de champ moyen est donc

Emix = g11
N2

1

2V
+ g22

N2
2

2V
+ g12

N1N2

V
. (51)
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g12

−√g11g22 +
√
g11g22

collapse mélange homogène démixtion

FIGURE 15. Les trois scénarios possibles selon la valeur de g12.

La comparaison avec l’énergie de la phase séparée (50) donne immédiate-
ment le critère :

Miscibilité si : g12 <
√
g11g22 (52)

Intéressons-nous maintenant à la stabilité de cette phase mélangée. Il
faut que pour tout couple N1, N2, l’énergie (51) soit positive. Si ce n’était
pas le cas, on pourrait abaisser l’énergie (c’est-à-dire la faire tendre vers
−∞) en prenant un volume V → 0, ce qui correspond à un effondrement
du système sur lui-même. En réécrivant l’énergie Emix sous la forme

Emix =
1

2V
(
√
g11N1 −

√
g22N2)

2
+

1

V
(
√
g11g22 + g12)N1N2, (53)

on constate que l’énergie sera toujours positive si et seulement si

Stabilité si : −√g11g22 < g12 (54)

Pour continuer l’analyse, plaçons-nous pour simplifier sur la ligne
"minimisante" qui annule le premier terme de (53), c’est-à-dire avec des
nombres d’atomes N1 et N2 choisis tels que :

√
g11N1 =

√
g22N2 ⇔ N1 = N

√
g22√

g11 +
√
g22

, N2 = N

√
g11√

g11 +
√
g22

.

(55)
L’énergie de champ moyen s’écrit alors (PETROV 2015) :

Emix =
1

2
δg
N2

V
(56)

avec

δg = 2 (
√
g11g22 + g12)

√
g11g22(√

g11 +
√
g22

)2 . (57)

Si on choisit g12 très proche de −√g11g22 (i.e. juste au bord de la frontière
du collapse de la figure 15), le paramètre δg est petit. L’énergie (56) a donc
la structure d’une énergie de champ moyen pour un gaz à une composante,
mais avec une valeur du coefficient de couplage δg très réduite par rapport
aux systèmes 1 et 2 de départ. C’est précisément l’effet recherché pour que
l’énergie LHY puisse jouer un rôle déterminant.

On peut prolonger cette étude en calculant le spectre d’excitation du
mélange homogène. Supposons que g11 = g22 ≡ g et N1 = N2 pour simpli-
fier l’écriture du résultat. TIMMERMANS (1998) obtient dans ce cas les deux
branches d’excitation :

ω2
±(k) = ω2(k)± |g12|

g
c2k2 (58)

où c désigne la vitesse du son dans chacun des condensats pris séparément.
Ces deux branches correspondent à l’excitation d’ondes de densité totale
(oscillation de n1 + n2) et d’ondes de "spin" (oscillation de n1 − n2). Dans
la limite des faibles k, on trouve donc deux branches linéaires

ω±(k) = ck

(
1± |g12|

g

)1/2

, (59)

qui sont toutes deux réelles si et seulement le critère de stabilité (54) est sa-
tisfait. Quand ce n’est pas le cas, l’examen de (58) permet de déterminer le
nombre d’onde k qui conduit à la plus grande partie imaginaire de ω±(k),
et donc à l’instabilité maximale.

3-3 L’énergie LHY pour un mélange

L’énergie LHY pour un mélange a été calculée par LARSEN (1963) et
MINARDI, ANCILOTTO et al. (2019). Dans le cas homonucléaire m1 = m2,
cette énergie s’écrit :

ELHY =
8V

15π2

m3/2

~3
(g11n1)

5/2
f

(
g2

12

g11g22
,
g22n2

g11n1

)
(60)
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où la fonction sans dimension f(x, y) définie par

f(x, y) =
1

25/2

∑

±

[
1 + y ±

√
(1− y)2 + 4xy

]5/2
(61)

est en pratique d’ordre unité. Au voisinage du point d’instabilité g12 =
−√g11g22, on a x ≈ 1 de sorte que cette énergie s’écrit :

g12 ≈ −
√
g11g22 : ELHY =

8

15π2

m3/2

~3

(g11N1 + g22N2)
5/2

V 3/2
. (62)

Pour un mélange dans la proportion N2/N1 =
√
g11/g22 définie en (55),

cette énergie se simplifie pour donner

ELHY =
8

15π2

m3/2

~3

(ḡN)
5/2

V 3/2
avec ḡ =

√
g11g22 (63)

c’est-à-dire l’énergie LHY d’un gaz à une composante de constante de cou-
plage ḡ [cf. (1)]. L’énergie LHY n’est donc pas réduite significativement au
voisinage du point d’instabilité g12 = −√g11g22, contrairement à l’énergie
de champ moyen (56).

3-4 Stabilisation de gouttelettes

Pour former un édifice stabilisé par l’énergie LHY, PETROV (2015) a sug-
géré d’ajuster la valeur du couplage inter-espèces g12 au voisinage de la
zone de collapse de la figure 15, en se plaçant dans la région instable. Si
elle était seule, l’énergie de champ moyen (56) conduirait alors à un effon-
drement du gaz sur lui-même, puisque δg est négatif. Deux termes peuvent
a priori venir s’opposer à cet effondrement. Pour les estimer, notons V = `3

le volume effectif occupé par le fluide à l’équilibre. Ces deux termes sont

— le terme d’énergie cinétique

Ecin ≈
N~2

2m`2
=

N~2

2mV 2/3
(64)

qui est une contribution à une particule correspondant à l’énergie né-
cessaire pour confiner une particule dans un domaine de taille ` ;

— le terme LHY calculé ci-dessus en (63).

Ces deux contributions positives augmentent quand le nuage se contracte
et peuvent donc effectivement contrebalancer le terme de champ moyen.

Pour simplifier la discussion, nous allons passer en revue l’action sépa-
rée de chacun de ces deux termes face au terme de champ moyen. Si on ne
prend en compte que l’énergie cinétique et le terme de champ moyen, le
volume d’équilibre du fluide V doit minimiser

Ecin+MF(V ) =
N~2

2mV 2/3
− |δg|N

2

2V
. (65)

Cette fonction de V est tracée sur la figure 16 et le point stationnaire qui
apparaît est clairement instable pour notre problème à trois dimensions 8.
L’équilibre recherché ne peut donc pas se produire en pratique.

Si on ne prend en compte que le terme LHY et le terme de champ
moyen, le volume d’équilibre doit minimiser

ELHY+MF(V ) = γ
m3/2

~3

(ḡN)
5/2

V 3/2
− |δg|N

2

2V
avec γ =

8

15π2
. (66)

Cette fonction est tracée sur la figure 17 et elle conduit à un minimum
stable : l’énergie LHY peut donc effectivement empêcher l’effondrement
du gaz sur lui-même que le champ moyen tend à provoquer. Plus préci-
sément, on trouve que ce minimum correspond à une densité n = N/V
donnée à un coefficient numérique près par :

n ā3 ∼
( |δg|

ḡ

)2

avec ḡ =
4π~2ā

m
. (67)

On arrive donc au résultat important suivant : le volume d’équilibre est
tel que la densité au sein de la gouttelette n = N/V est indépendante
du nombre d’atomes. Cela correspond à la définition d’un liquide, c’est-
à-dire un état à la fois fluide et presque incompressible [ce dernier point
est confirmé par l’étude des modes de vibration de la gouttelette (PETROV

8. La situation serait différente à 1D où le terme de champ moyen varierait comme
−|δg|N2/2`. On retrouverait alors la situation bien connue qui conduit à la formation de
solitons. La transition entre ces solitons et les gouttelettes que nous étudions ici est discutée
par CHEINEY, CABRERA et al. (2018).
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Les deux compétitions possibles

+ Nℏ2

mV2/3−δg
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V
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1/V2/3

−1/V

E(V )

V

Equilibre dynamiquement instable

Marcherait à 1D (solitons) car 
le chp. moyen est alors en 1/V1/3

Compétition énergie de champ moyen - énergie LHY 

+ m3/2

ℏ3
(gN)5/2

V3/2−δg
N2

V

Equilibre stable avec n ≡ N
V

∼ ( δg
g )

2 1
a3

Objet de densité constante (indépendante de ) : “liquide”N
na3 = (δg/g)2 ≪ 1 : valide a posteriori l’utilisation de LHY

E(V )

V
−1/V

1/V3/2

FIGURE 16. Compétition entre le terme de champ moyen (56) et le terme d’énergie
cinétique (64) pour un nuage 3D. L’équilibre signalé par la flèche est instable.
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FIGURE 17. Compétition entre le terme de champ moyen (56) et le terme LHY
(63). L’équilibre signalé par la flèche est stable.
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implement an optical levitating potential with negligible
residual confinement along all directions, which allows us
to have long interrogation times and access the droplet
properties in free space. We probe the mixture phase
diagram, proving the existence of a self-bound phase
and identifying the critical conditions for its formation.
We analyze the dynamics observed in the droplet formation
and evolution and compare it to numerical simulations. We
finally measure the droplet size and composition as a
function of the attractive MF interaction, and we find a
good agreement with the predictions from Ref. [1].
We create self-bound droplets using two hyperfine states

of 39K, namely, jF ¼ 1; mF ¼ 0i (state 1) and jF ¼ 1; mF ¼
−1i (state 2). Feshbach resonances allow us to tune the
mutual contact interactions as represented in Fig. 1(a) as a
function of the magnetic field B [19]. The intraspecies
scattering lengths a11 and a22 are both positive, while the
interspeciesa12 is negative.We define an effective scattering
length for the mixture δa ¼ a12 þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a11a22

p
, which becomes

negative for B < Bc, setting the threshold for collapse in the
usual MF picture [2]. The stabilization effect of the LHY
correction predicted in Ref. [1] appears exactly here.
Contrary to the case of a single species [20], in a mixture
of Bose-Einstein condensates (BECs) the MF and LHY
terms have a different dependence on the interparticle
scattering lengths.While theMF energyEMF is proportional
to jδaj and thus vanishes close to Bc, the LHY correction
ELHY scales with a11 and a22 [21], thus becoming compa-
rable to theMF term in this regime.Moreover, the two terms
have a different dependence on the density n, since EMF ∝
n2 while ELHY ∝ n5=2. This means that, when the MF
contribution becomes negative, leading to an uncontrolled

increase of density and eventually to collapse, the positive
LHY term, having a steeper dependence on n, arrests the
collapse and stabilizes the system. In this regime, the
mixture can be found in two different phases depending
on the total atom numberN. WhenN is larger than a critical
number Nc, the mixture forms a self-bound liquidlike
droplet [1,29]. Below that threshold, the kinetic energy
overcomes the MF attraction, and the system goes back into
an expanding gas phase, labeled as LHY gas in the phase
diagram in Fig. 1(b).
We prepare a BEC of 39K atoms in state 2, in a crossed

dipole trap, created by three red-detuned laser beams,
with trapping frequencies ωx ¼ 2π × 195ð10Þ Hz, ωy ¼
2π × 180ð10Þ Hz, and ωz ¼ 2π × 220ð10Þ Hz, along the
axes sketched in Fig. 1(c). A homogeneous magnetic field
B is used to tune the scattering lengths as in Fig. 1(a).
Starting with a BEC with up to 4 × 105 atoms, we ramp
linearly B in 20 ms to a desired target value, and then we
apply a radio-frequency (rf) pulse of 10 μs to transfer
∼50% of the atoms in state 1. In order to observe the
subsequent evolution for sufficiently long times, remaining
within the field of view of our imaging system, gravity
compensation is required. The vertical position of a red-
detuned elliptical laser beam is modulated in time with an
acousto-optical modulator at a frequency of 4 kHz, such
that the averaged potential experienced by the atoms
provides a gradient opposite to gravity [red beam in
the inset in Fig. 1(c)]. A large waist on the horizontal
direction (y) and a suitable time modulation along the
vertical direction (z) guarantee negligible residual curva-
tures on all directions [21]. At the end of the rf pulse, we
switch off the dipole traps and switch on the levitating

gas

droplet
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FIG. 1. (a) Intra- and interspecies scattering lengths between the hyperfine states j1; 0i (state 1) and j1;−1i (state 2) of 39K, tuned by an
external magnetic field B via Feshbach resonances. The resultingMF energy of the mixture is proportional to the effective scattering length
δa, which becomes negative atBc ¼ 56.85 G. (b) Phase diagram for themixture as a function of the atomnumberN and of themagnetic field
B. (c) Evolution of the cloud in free space for three different points of the phase diagram in (b). The upper rows show the difference between
the evolution of the density profiles in the gas and droplet phases. Inset: Schematic representation of the geometry of the experiment.
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FIGURE 18. Évolution d’un gaz de 39K dans l’espace libre pour un mélange des
deux états hyperfins |F = 1,m = 0〉 et |F = 1,m = −1〉. Rangée du haut :
expansion (régime gazeux) obtenue pour |δg| très petit, l’énergie cinétique jouant
alors un rôle significatif ; rangée du bas : régime de gouttelette obtenu pour |δg|
plus grand et résultant essentiellement de la compétition entre énergie de champ
moyen et énergie LHY. Les images sont prises à t = 0, 2, . . . , 10 ms. Le nombre
d’atomes initial dans la gouttelette est de l’ordre de 200 000 et la taille r.m.s. de
l’ordre de 2µm. Le rapport N1/N2, de l’ordre de 0.7, est en bon accord avec la
prédiction théorique. Figure tirée de SEMEGHINI, FERIOLI et al. (2018).

2015)]. On note par ailleurs que cette densité vérifie bien le critère de vali-
dité de l’approximation de Bogoliubov nā3 � 1, si on prend soin de garder
|δg| petit devant la valeur typique ḡ du coefficient de couplage.

En pratique, il convient bien sûr de prendre en compte simultanément
les termes d’énergie cinétique et LHY pour étudier quantitativement la
compétition avec l’énergie négative de champ moyen. Toutefois, pour les
grands nombres d’atomes, l’énergie cinétique joue un rôle faible et la pré-
diction (67) peut être utilisée en bonne approximation.

Nous ne décrirons pas ici l’observation expérimentale de ces goutte-
lettes puisque ce sujet sera détaillé dans le séminaire et l’atelier du 15 avril
prochain. Signalons simplement que ces gouttelettes ont été observées en
absence totale de confinement par SEMEGHINI, FERIOLI et al. (2018) à Flo-
rence et GUO, JIA et al. (2021) à Beijing, les expériences du groupe de Ta-
ruell à Barcelone étant réalisées dans un confinement à une ou deux di-
mensions (CABRERA, TANZI et al. 2018 ; CHEINEY, CABRERA et al. 2018).
Un exemple de résultat du groupe de Florence est montré en figure 18.
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Appendice

Démonstration de la relation de Feynman

Nous partons de la perturbation dépendant du temps V̂ (t) =
V̂ (+) e−iωt + H.c. qui vient sonder la densité du fluide à un vecteur d’onde
particulier q :

V̂ (+) = ~κ
∫
n̂(r)eiq·r d3r (68)

où l’opérateur n̂(r) est associé à la densité spatiale au point r : n̂(r) =∑N
j=1 δ (r − r̂j). L’opérateur V̂ (+) s’écrit donc :

V̂ (+) = ~κ
∑

j

eiq·r̂j . (69)

La probabilité par unité de temps pour exciter le système en supposant
qu’il est initialement dans son état fondamental |ψ0〉 est donnée par la règle
d’or de Fermi :

Γ(q, ω) =
2π

~
∑

f

∣∣∣〈ψf |V̂ (+)|ψ0〉
∣∣∣
2

δ(Ef − E0 − ~ω) (70)

et on définit la fréquence moyenne ω̄ comme

ω̄(q) =

∫ +∞
−∞ ω Γ(q, ω) dω
∫ +∞
−∞ Γ(q, ω) dω

=
N (q)

D(q)
(71)

où en fait seules les fréquences positives contribuent à Γ puisque le système
est initialement dans son état fondamental.

Calcul du numérateur N (q). L’intégrale sur ω s’écrit :

N (q) =
2π

~3

∑

f

〈ψ0|V̂ (−)|ψf 〉 〈ψf |V̂ (+)|ψ0〉 (Ef − E0)

=
2π

~3

∑

f

〈ψ0|V̂ (−)|ψf 〉 〈ψf |
[
Ĥ, V̂ (+)

]
|ψ0〉 (72)

ou encore

N (q) =
2π

~3
〈ψ0| V̂ (−)

[
Ĥ, V̂ (+)

]
|ψ0〉

= −2π

~3
〈ψ0|

[
Ĥ, V̂ (−)

]
V̂ (+) |ψ0〉 (73)

Du fait de l’isotropie du système, le résultat pourN (q) est égal à celui pour
N (−q). Puisque la substitution q → −q correspond à l’échange de V̂ (+) et
de V̂ (−), on en déduit que N (q) est égal à

N (q) =
π

~3
〈ψ0|

[
V̂ (−),

[
Ĥ, V̂ (+)

]]
|ψ0〉. (74)

L’hamiltonien du gaz s’écrit :

Ĥ =
∑

j

p̂2
j

2m
+

1

2

∑

i6=j
v(r̂ij). (75)

Par conséquent, seul le terme d’énergie cinétique possède un commutateur
non nul avec les opérateurs V̂ (±). Nous trouvons :

[
Ĥ, V̂ (+)

]
=

~κ
2m

∑

j

[
p̂2
j , e

iq·r̂j
]

=
~2κ

2m

∑

j

q ·
(
p̂j eiq·r̂j + eiq·r̂j p̂j

)
(76)

et [
V̂ (−),

[
Ĥ, V̂ (+)

]]
=

~4κ2

m
Nq2 (77)

de sorte qu’on obtient finalement (41).

Le lien avec la relation de Thomas–Reiche–Kuhn en physique atomique
se fait en notant que pour un atome "à un électron" d’opérateur position x̂
et de masse m, on trouve pour un état propre |m〉 de l’énergie :

∑

n

(En − Em) |〈n|x̂|m〉|2 =
~2

2m
(78)

La démonstration est très similaire à ce qui précède, les opérateurs V̂ (±)

étant remplacés par x̂.
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Calcul du dénominateur D(q). L’intégrale sur ω donne :

D(q) =
2π

~2

∑

f

〈ψ0|V̂ (−)|ψf 〉 〈ψf |V̂ (+)|ψ0〉

=
2π

~2
〈ψ0| V̂ (−) V̂ (+) |ψ0〉

= 2πκ2


N +

∑

i 6=j
〈ψ0|eiq·(r̂i−r̂j)|ψ0〉


 (79)

ce qui conduit à (42).

La fonction de corrélation spatiale g2(r)

Le calcul de la fonction g2(r) pour l’état fondamental du gaz de Bose a
été mené de manière détaillée dans l’article original de LEE, HUANG et al.
(1957). Nous reproduisons ici simplement les grandes lignes de ce calcul,
un peu fastidieux mais sans difficulté notable. Différents aspects du com-
portement de la fonction g2(r) ont été analysés dans les articles plus récents
de NARASCHEWSKI & GLAUBER (1999) et HOLZMANN & CASTIN (1999).

Cette fonction de corrélation g2 s’écrit comme le carré de la norme d’un
vecteur :

g2(r) =
1

n2
‖Ψ̂(r)Ψ̂(0)|0B〉‖2, (80)

où |0B〉 désigne l’état fondamental du gaz, c’est-à-dire le vide d’excitations
de Bogoliubov. Remplaçons les opérateurs champ Ψ̂(0) et Ψ̂(r) par leur
expression en terme des opérateurs de création et de destruction des exci-
tations élémentaires :

Ψ̂(r) =
√
n0 +

1√
L3

∑

k 6=0

eik·r ak

=
√
n0 +

1√
L3

∑

k 6=0

eik·r
(
ukbk − vkb†−k

)
. (81)

On constate alors que le vecteur intervenant dans (80) peut contenir 0, 1 ou

2 excitations de Bogoliubov :

Ψ̂(r)Ψ̂(0)|0B〉 =


n0 −

1

L3

∑

k 6=0

ukvk e−ik·r


 |0B〉

−
√
n0√
L3

∑

k 6=0

vk
(
1 + e−ik·r) |1k〉

+
1

L3

∑

paires k,k′

vkvk′
(

e−ik·r + e−ik′·r
)
|1k1k′〉 (82)

On en déduit la fonction de corrélation 9

g2(r) = [1 + F (r)]
2

+ [1 +G(r)]
2 − 1− 2

n′

n
[F (r) +G(r)] (83)

ou encore

g2(r) = 1 + 2
n0

n
[F (r) +G(r)] + F 2(r) +G2(r) (84)

où nous avons adopté les mêmes notations que LEE, HUANG et al. (1957) :

F (r) =
1

N

∑

k 6=0

v2
k eik·r, G(r) = − 1

N

∑

k 6=0

ukvk eik·r. (85)

Comportements asymptotiques. LEE, HUANG et al. (1957) donnent les
développements à courte et longue distance de ces fonctions. Au voisinage
de 0, ils trouvent :

r � ξ : F (r) ≈ n′

n
, G(r) ≈ −a

r
+

8√
π

√
na3 (86)

ce qui conduit à

r � ξ : g2(r) =
(

1− a

r

)2

+O(a/ξ). (87)

9. Notons que l’équation correspondante de l’article de LEE, HUANG et al. (1957) contient
un terme 4n′/n au lieu de 2n′/n en facteur du dernier terme de (83). Cette erreur a été signa-
lée par GARCIA-COLIN (1960).
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À grande distance, LEE, HUANG et al. (1957) trouvent :

r � ξ : F (r) ∼ −G(r) ∼ 1

π2nξ

1

r2
(88)

ce qui conduit à

r � ξ : g2(r) ≈ 1 +O
(
r−4
)
. (89)

Le facteur de structure S(q)

Une fois connue la fonction g2, on calcule la transformée de Fourier de
g2(r)− 1 pour déterminer S(q) qui intervient directement dans la formule
de Feynman. Pour mener à bien ce calcul, on part de l’expression (84) que
l’on met sous la forme

g2(r) = 1 + g2,a(r) + g2,b(r) (90)

avec

g2,a(r) = 2
n0

n
[F (r) +G(r)] g2,b(r) = F 2(r) +G2(r), (91)

et on pose
S(q) = 1 + Sa(q) + Sb(q) (92)

avec
Sa/b(q) = n

∫
g2,a/b(r) e−iq·r d3r. (93)

Contribution de g2,a(r). Le calcul de la transformée de g2,a(r) est simple :
dans la mesure où F et G sont elles-mêmes définies en (85) comme les
transformées de Fourier de v2

k et −ukvk, on trouve sans calcul :

Sa(q) = −2
n0

n
vq(uq − vq). (94)

À l’approximation n0 ≈ n (déplétion quantique négligée quand
√
na3 �

1), nous pouvons remarquer que cette contribution à elle seule conduit au
résultat pour le spectre de Bogoliubov donné en (24)

εq
1 + Sa(q)

≈ εq
1− 2vq(uq − vq)

= ~ωq. (95)

En particulier, dans la limite qξ � 1, nous avons vu au chapitre précédent
que uq ∼ 1 et vq ∼ 1/2q2ξ2 � uq , de sorte que cette expression se simplifie
pour donner

qξ � 1 : Sa(q) ≈ −n0

n

1

q2ξ2
≈ − 1

q2ξ2
. (96)

Contribution de g2,b(r). Le calcul complet de la transformée de Fourier
de g2,b(r) est plus compliqué et nous allons nous contenter ici de son terme
dominant pour qξ � 1 et

√
na3 � 1. On peut alors montrer que le seul

terme à prendre en compte provient de la transformée de Fourier deG2(r),
que l’on peut évaluer en utilisant l’expression de G aux petits r donnée en
(86) :

Sb(q) ≈ n
∫
G2(r) e−iq·r d3r ≈ n

∫
a2

r2
e−iq·r d3r =

2π2na2

q
. (97)

Bilan dans le régime qξ � 1. En combinant (92), (96) et (97), on arrive au
résultat (44).
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Chapitre V

Le contact à deux corps

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés au lien
entre la physique à deux corps, décrite par la longueur de diffusion a, et
les propriétés d’un système à N corps, abordées par la méthode de Bo-
goliubov. Ce lien a été possible pour un gaz en interaction faible, le petit
paramètre du problème étant

√
na3. Cela imposait que la distance entre

particules d = n−1/3 restait toujours grande devant a.

Le but de ce chapitre est d’explorer le lien "2 corps – N corps" sans faire
d’hypothèse sur le rapport a/d. Plus précisément, nous ne mettrons pas de
contrainte sur la valeur de la longueur de diffusion a, qui peut être ajus-
tée expérimentalement presqu’à volonté pour les espèces atomiques pré-
sentant une résonance de Fano-Feshbach. Elle peut être mise à une valeur
positive ou négative, depuis |a| . b (où b est la portée du potentiel, elle-
même de l’ordre de quelques nanomètres) jusqu’à des valeurs supérieures
au micromètre, ce qui devient grand devant la distance entre particules :
a & d. En revanche, nous supposerons toujours que le système est dilué,
c’est-à-dire que la portée du potentiel b vérifie b� d. Nous nous limiterons
également (à une exception près au prochain chapitre) aux cas où seules les
interactions en onde s jouent un rôle significatif.

Aux trois échelles de longueur a, b et d que nous venons de mention-
ner, s’ajoute la longueur d’onde thermique λ =

(
2π~2/mkBT

)1/2 (cf. figure
1). Dans le premier chapitre de ce cours, nous avons expliqué comment le
développement du viriel permettait d’aborder le cas faiblement dégénéré
λ � d. Nous allons donc nous concentrer dans ce qui suit sur le cas forte-

6

Les échelles de longueur du problème (2)

Deux corps :            corps : a, b N d = n−1/3, λ

On considère toujours des systèmes dilués :      b ≪ d ⇔ nb3 ≪ 1

0 b d = n−1/3

  qqs nanomètresb :   qqs centaines de nanomètres (  at/cm3)d : n : 1012 − 1015

régime dégénéré nλ3 ≫ 1régime non dégénéré    (viriel)nλ3 ≪ 1

régime d’interaction faible n |a |3 ≪ 1 régime d’interaction forte n |a |3 ≳ 1

zone 
critiqueλ :

|a | :

FIGURE 1. Les quatre échelles de longueur du problème : portée du potentiel b et
longueur de diffusion a pour le problème à deux corps, distance moyenne entre
particules d et longueur d’onde thermique λ pour le problème à N corps. On sup-
posera toujours le système dilué : b � d. Dans ce chapitre, on va s’intéresser
principalement au régime dégénéré, λ > d, et au cas d’une grande longueur de
diffusion a� b.

ment dégénéré λ & d.

Pour le cas des gaz tri-dimensionnels qui va nous intéresser ici, le lien "2
corps – N corps" a été en grande partie initié par Shina Tan dans une série
de trois articles. Les deux premiers ont été déposés sur arXiv en 2005, mais
ces trois articles n’ont été publiés (ensemble) qu’en 2008 (TAN 2008a ; TAN

2008b ; TAN 2008c). Dans ce travail, Tan a établi un nombre important de
relations universelles vérifiées par un gaz de Fermi à deux composantes,
avec des interactions décrites dans la limite de portée nulle.

85



CHAPITRE V. LE CONTACT À DEUX CORPS § 1. Champ d’application du concept de contact

Ces relations que nous allons étudier relient des quantités microsco-
piques, comme la distribution en impulsion du gaz ou sa fonction de cor-
rélation spatiale à deux corps, à des grandeurs macroscopiques, comme
l’énergie de son état fondamental et plus généralement son énergie libre ou
sa pression. Elle font intervenir une quantité C appelée "contact", une dé-
nomination justifiée par le fait qu’elle constitue une mesure de la probabi-
lité d’avoir deux particules proches l’une de l’autre. L’intérêt des relations
faisant intervenir le contact est qu’elles ne requièrent pas de connaissance
précise de l’état du système, que l’on ne serait d’ailleurs pas en mesure de
fournir dans le cas des interactions fortes a & d.

L’approche de Tan a été approfondie et généralisée sur le plan théorique
par de nombreux auteurs, et des relations universelles additionnelles ont
été établies. Il n’est pas possible de les citer toutes ici. Mentionnons sim-
plement les articles qui, en plus de ceux de Tan, ont servi de base à l’écri-
ture de ce chapitre et du suivant : BAYM, PETHICK et al. 2007 ; PUNK &
ZWERGER 2007 ; BRAATEN & PLATTER 2008 ; WERNER, TARRUELL et al.
2009 ; ZHANG & LEGGETT 2009 ; COMBESCOT, ALZETTO et al. 2009 ; YU,
BRUUN et al. 2009 ; BRAATEN, KANG et al. 2010 ; BRAATEN 2011 ; WERNER

& CASTIN 2012a ; WERNER & CASTIN 2012b.

1 Champ d’application du concept de contact

1-1 Contribution des états liés

Avant d’aborder la présentation du contact, il est important de bien pré-
ciser le cadre dans lequel nous allons travailler. Un premier point porte sur
les états liés à deux (ou plus) particules. Pour les espèces atomiques utili-
sées au laboratoire, le potentiel d’interaction à deux corps V (r) représenté
sur la figure 2 a une profondeur de l’ordre de plusieurs centaines de kelvins
et il comporte généralement de nombreux états liés. En dehors d’une réso-
nance de Fano–Feshbach, l’énergie du dernier état lié est de l’ordre d’une
dizaine de fois l’énergie de van der Waals EvdW (voir cours 2021), c’est-
à-dire de 0.1 à 1 mK suivant les espèces. Cette énergie est grande devant
les énergies caractéristiques des gaz, qui sont dans la gamme 10 nK–1µK.
Cette différence considérable est encore augmentée pour les états plus for-

9

Les états liés à deux corps (hors résonance)

V(r)
r

Pour les atomes “usuels”, le problème à deux 
corps admet de nombreux états liés

• Dernier état lié : |E | ∼ 10 EvdW ∼ 0.1 − 1 mK

• Etats liés profonds : |E | ∼ 100 − 1000K

Une fois formés, ces états liés sont “hors-jeu” pour la thermodynamique du gaz

Toute la physique des gaz quantiques repose sur le fait que le taux de 
formation de ces états liés est faible : on étudie des états métastables

à comparer aux énergies du gaz : 1 − 1000 nK
FIGURE 2. Potentiel d’interaction à deux corps V (r). Ce puits de potentiel, dont
la profondeur est typiquement de plusieurs centaine de kelvins, contient de nom-
breux états ro-vibrationnels liés.

10

Les états liés proches d’une résonance de diffusion

Au voisinage d’une résonance, la longueur de diffusion  et un nouvel état lié apparaît du côté a → ± ∞ a > 0

1/a
Elie

≈ − ℏ2/ma2

Paire de bosons ou paire de fermions de spin 1/2 dans des états  et ↑ ↓

L’énergie de liaison est comparable aux autres énergies 
caractéristiques du gaz : interactions, température

Cet état lié doit être pris en compte dans  
la dynamique et la thermodynamique

Au voisinage de cette résonance, y a-t-il des états faiblement liés à trois, quatre corps ? 

Fermions de spin 1/2 (et ) ? Non (Pauli)m↑ ≈ m↓ Bosons  ?   Oui (Efimov)

FIGURE 3. Énergie de l’état lié qui apparaît du côté a > 0 d’une résonance de
Fano–Feshbach.

tement liés du potentiel V (r). Il s’ensuit que la formation de dimères dans
ces états constitue une "perte sèche" d’atomes pour le gaz. Une fois ces di-
mères formés, ils s’échappent généralement du piège confinant l’assemblée
d’atomes et ils n’entrent pas dans la réalisation de l’équilibre thermodyna-
mique. Nous allons donc les ignorer dans la suite.

Il en va autrement pour l’état très faiblement lié qui apparaît au voisi-
nage d’une résonance de Fano-Feshbach, plus précisément du côté a > 0
de la résonance (figure 3). La résonance correspond à |a| = +∞ (i.e. 1/a =
0) et l’énergie de l’état lié, en valeur absolue très faible, est ≈ −~2/ma2.
Cette énergie de liaison est comparable aux autres échelles d’énergie du
gaz et cet état lié doit donc être pris en compte pour l’étude de la dyna-
mique et de la thermodynamique du système à N corps.
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Au voisinage de cette résonance, on peut également s’interroger sur la
possibilité de former des états plus complexes, à trois corps par exemple.
Pour des fermions de spin 1/2 avec m↑ ≈ m↓, le principe de Pauli inter-
dit la formation d’un édifice à trois corps. En revanche, pour des bosons
ou pour des fermions de spin 1/2 avec une grande différence entre m↑ et
m↓, ces états faiblement liés à trois corps existent – c’est l’effet Efimov – et
doivent également être pris en compte [pour une revue sur ce problème à
trois corps, voir NAIDON & ENDO (2017)].

1-2 Conditions d’application : fermions vs. bosons

Nous allons voir que l’élément central de l’approche de Tan, le contact,
est la quantité conjuguée, au sens thermodynamique du terme, de la lon-
gueur de diffusion a. Le contact permet de caractériser du point de vue
thermodynamique toute la physique à courte portée du système, pourvu
que les interactions entre particules n’introduisent pas d’autre échelle
d’énergie que ~2/ma2 dans le domaine d’énergie pertinent pour ces gaz
quantiques. En particulier, le problème à trois corps et l’effet Efimov ne
doivent pas invalider cette hypothèse.

Comme nous l’avons indiqué au paragraphe précédent (§ 1-1), l’effet
Efimov est absent pour un gaz de fermions de spin 1/2 avec m↑ ≈ m↓. Le
premier champ d’application des résultats de ce chapitre est donc un gaz
de N fermions de spin 1 1/2. Dans ce cas, nous n’aurons besoin d’aucune
restriction sur le signe ou la valeur de la longueur de diffusion a caractéri-
sant les interactions ↑↓.

Pour un gaz de bosons (ou pour un gaz de fermions avec un rapport
m↑/m↓ très différent de 1), nous avons expliqué que l’hypothèse énoncée
ci-dessus n’est pas toujours correcte. Au voisinage d’une résonance de dif-
fusion, la physique à trois corps peut introduire de nouvelles échelles de
longueur et d’énergie, ce qui complique alors le problème puisque a n’est
plus la seule grandeur caractérisant les interactions. Pour éviter ce pro-
blème, nous supposerons dans ce chapitre que le gaz de Bose est préparé
dans une configuration telle que :

1. Il peut bien sûr s’agir d’un pseudo-spin, ces deux états étant alors choisis parmi l’en-
semble des sous-niveaux Zeeman des atomes.

14

Rappel sur le gaz de Fermi équilibré (suite)

Etat fondamental ?

Jamais d’interaction en onde s pour   ou  ↑ − ↑ ↓ − ↓
EF = ℏ2k2F

2m

En présence d’interactions , système très riche (fondamental toujours superfluide)↑ − ↓
Au voisinage d’une résonance de diffusion, “crossover” entre régime BCS et condensat de Bose-Einstein

0

a = ± ∞

petit :  régime à la  
Bardeen-Cooper-Schrieffer

|a |   positif et petit :  dimères bosoniques  
fortement liés ( ) 

qui forment un condensat

a
E ≈ − ℏ2/ma2

Régime d’interaction forte

1/a

FIGURE 4. État fondamental d’un gaz de Fermi équilibré et sans interaction, avec
le remplissage de tous les états à une particule jusqu’au niveau de Fermi.

— la longueur de diffusion a est positive, pour assurer la stabilité en
champ moyen ;

— la densité est suffisamment faible pour que na3 � 1, c’est-à-dire
a � d, de sorte qu’il existe une plage de temps durant laquelle le gaz
peut atteindre son état d’équilibre lié aux interactions à deux corps,
sans que les états à trois corps ne soient appréciablement peuplés (voir
chapitre 4, § 1.1).

Notons que ces hypothèses restent compatibles avec l’utilisation d’une ré-
sonance de Fano–Feshbach, b � a pourvu que l’on ait simultanément
a� d.

1-3 Rappel sur le gaz de Fermi

Puisque le gaz de Fermi va jouer un rôle essentiel dans ce chapitre,
nous allons rappeler ici quelques définitions et propriétés concernant ce
système. Nous supposerons que le gaz est "équilibré", c’est-à-dire qu’il y a
le même nombre d’atomes dans chaque état de spin :

N↑ = N↓ ≡
N

2
. (1)

En absence d’interaction, l’état fondamental du gaz s’obtient en rem-
plissant avec deux particules (une ↑, une ↓) chaque état d’impulsion depuis
l’impulsion nulle jusqu’au niveau de Fermi, d’impulsion ~kF (figure 4). La
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14

Rappel sur le gaz de Fermi équilibré (suite)

Etat fondamental ?

Jamais d’interaction en onde s pour   ou  ↑ − ↑ ↓ − ↓
EF = ℏ2k2F

2m

En présence d’interactions , système très riche (fondamental toujours superfluide)↑ − ↓
Au voisinage d’une résonance de diffusion, “crossover” entre régime BCS et condensat de Bose-Einstein

0

a = ± ∞

petite :  régime à la  
Bardeen-Cooper-Schrieffer

|a |   positive et petite :  dimères bosoniques  
fortement liés ( ) 

qui forment un condensat

a
E ≈ − ℏ2/ma2

Régime d’interaction forte

1/a

FIGURE 5. Les différents régimes pour l’état fondamental d’un gaz de Fermi avec
des interactions ↑↓ en onde s, caractérisées par la longueur de diffusion a.

valeur du niveau de Fermi se déduit de

N =

|k|<kF∑

k

2 (2)

en utilisant le passage habituel d’une somme discrète sur k à une intégrale :

N =
L3

(2π)3

∫

|k|<kF
2 d3k =

L3k3
F

3π2
, (3)

ce qui donne

kF =
(
3π2n

)1/3
avec n =

N

L3
. (4)

L’énergie de l’état fondamental en absence d’interaction vaut :

E =

|k|<kF∑

k=0

2
~2k2

2m
=

3

5
NEF avec EF =

~2k2
F

2m
. (5)

Prenons maintenant en compte les interactions. À basse température,
seules les interactions en onde s sont significatives et le principe de Pauli
interdit ce canal pour les collisions ↑↑ et ↓↓. En revanche, les interactions
entre les deux composantes ↑↓ sont possibles et elles rendent ce système
extrêmement riche. Pour toute valeur de a, positive ou négative, on prédit
et on observe une transition de l’état normal à haute température vers un
état superfluide à basse température [voir par exemple ZWERGER (2012)].
En particulier, quand on croise une résonance de Fano–Feshbach, on ob-
serve pour l’état fondamental les régimes suivants (figure 5) :

— Pour a positive et petite devant d, cet état superfluide peut être ap-
proché par la théorie de la condensation de Bose–Einstein, avec des
paires de fermions qui se forment dans l’espace réel pour constituer
des dimères bosoniques.

— Pour a négative et petite en valeur absolue, l’état superfluide peut être
décrit par la théorie BCS (Bardeen–Cooper–Schrieffer).

— Au voisinage de la résonance, on trouve le régime d’interaction forte
n|a|3 & 1.

Il n’est pas question de passer en revue dans ce chapitre toute la phy-
sique du gaz de Fermi en interaction. Nous nous contenterons d’indiquer
au fur et à mesure les éléments indispensables pour l’étude du lien entre
interactions binaires et propriétés macroscopiques du fluide.

1-4 Résonances de Feshbach larges ou étroites?

L’approche de Tan permet de fournir des prédictions quantitatives sur
des systèmes en interaction forte, avec une longueur de diffusion a grande
devant la portée du potentiel b. En physique des gaz atomiques, la portée b
est donnée par la longueur de van der WaalsRvdW et une grande longueur
de diffusion a � RvdW est généralement obtenue via une résonance de
Fano–Feshbach. Nous avons étudié ces résonances dans le cours de l’an
dernier et montré que l’on pouvait les classer en deux catégories :

— Les résonances larges, pour lesquelles l’amplitude de diffusion s’écrit
en bonne approximation

f(k) ≈ −a
1 + ika

(6)

pour tous les k tels que k . b−1. La longueur de diffusion est dans
ce cas le seul paramètre pertinent pour caractériser les interactions bi-
naires et tout ce qui suit dans ce chapitre s’applique sans problème.

— Les résonances étroites, pour lesquelles il faut prendre en compte un
terme quadratique au dénominateur de cette fraction :

f(k) ≈ −a
1 + ika+ k2R∗a

, (7)
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la longueur R∗ étant grande devant la portée "naturelle" b ≈ RvdW

(PETROV 2004). Pour ces résonances étroites, correspondant à un
terme de portée effective re = −2R∗ anormalement grand, l’approche
qui suit n’est pas applicable telle quelle 2 puisque la longueur de dif-
fusion ne suffit pas à elle seule à la caractérisation des interactions
binaires dans le domaine k . b−1.

2 Contact et corrélations à deux corps

2-1 Rappel : états de diffusion proches de E = 0

Nous allons rappeler ici quelques propriétés utiles des états station-
naires de diffusion à basse énergie. Pour plus de détails, nous renvoyons le
lecteur vers le cours 2021. Nous nous intéressons aux collisions en onde s
(donc isotropes) et l’analyse du processus se fait en considérant l’équation
radiale vérifiée par la fonction d’onde réduite uk(r) = r ψk(r) d’énergie
E = ~2k2/2mr, où mr = m/2 est la masse réduite :

− ~2

2mr
u′′k + V (r)uk(r) = E uk(r). (8)

En dehors de la portée du potentiel, cette solution s’écrit en fonction du
déphasage δ0(k) :

r & b : uk(r) ∝ sin[kr + δ0(k)]. (9)

La longueur de diffusion est définie par a = − limk→0 δ0(k) de sorte que
(9) devient

r & b, k → 0 : uk(r) ∝ a− r. (10)

Ce comportement commun à toutes les fonctions radiales réduites uk(r)
pour k petit est illustré sur la figure 6 dans le cas d’un puits carré. On
s’est placé au voisinage d’une résonance avec a = 10 b. La fonction d’onde
normée ψ0(r) a donc le comportement suivant :

r > b : ψ0(r) =
1√
L3

(a
r
− 1
)

=
a√
L3

(
1

r
− 1

a

)
, (11)

2. WERNER & CASTIN (2012b) détaillent comment généraliser l’approche de Tan pour
prendre en compte le terme de portée effective.

et le comportement des ψk(r) est voisin pour k suffisamment petit. Nous
allons voir dans ce qui suit que c’est le comportement en 1/r de ψ0 qui joue
un rôle déterminant.

2-2 Un argument qualitatif

Pour commencer, considérons la fonction d’onde de l’état fondamental
d’un gaz de N particules.
— Pour des bosons sans spin, nous écrirons cette fonction d’onde sous la

forme Φ(r1, r2, . . . , rN ), avec la normalisation
∫
|Φ(r1, r2, r3, . . . , rN )|2 d3r1 . . . d

3rN = 1. (12)

Les particules ayant été numérotées arbitrairement 1,2,. . . , cette fonc-
tion d’onde donne l’amplitude de probabilité pour trouver la particule
1 au point r1, la particule 2 au point r2,. . . et elle est symétrique par
échange de deux particules.

— Pour le cas des fermions, nous considérons un gaz avec N/2 parti-
cules dans l’état de spin ↑ et N/2 particules dans l’état de spin ↓.
Nous pouvons écrire la fonction d’onde à N corps en attribuant les
indices impairs r1, r3, . . . aux N/2 fermions de spin ↑ et les indices
pairs r2, r4, . . . aux N/2 fermions de spin ↓ avec la même normali-
sation qu’en (12). Cette fonction d’onde est antisymétrique par toute
permutation de deux indices impairs, et également antisymétrique par
toute permutation de deux indices pairs.

Fixons les positions r3, r4, . . . , rN et intéressons-nous à la forme de Φ
quand r1 et r2 se rapprochent l’un de l’autre. Plus précisément, posons

r1 = R +
r

2
, r2 = R− r

2
, (13)

et considérons la limite des petits r (typiquement de l’ordre de b), en sup-
posant que les N − 2 particules restantes sont à une distance � b de R
(figure 7). Il est alors naturel de supposer le résultat suivant :

Φ(r1, r2, . . . , rN ) ≈ ψ0(r) Φ̃(R, r3, . . . , rN ) (14)

où ψ0(r) l’état de diffusion pour la particule relative de la paire (1,2) à éner-
gie nulle (cf. figure 6, bas). Dans le cas d’une interaction forte, a ∼ d, on
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FIGURE 6. Fonctions radiales réduites uk(r) et fonction radiale ψ0(r) pour une
diffusion par un puits carré avec a = 10 b.
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FIGURE 7. Système à N fermions. On s’intéresse au comportement de la fonction
d’onde Φ quand les particules 1 et 2 de spin opposés s’approchent l’une de l’autre,
les autres particules étant éloignées de r1 et de r2.

s’attend à ce que cette forme reste valable tant que r � a, d, c’est-à-dire
tant que les particules 1 et 2 ne rentrent pas dans les "zones d’influence"
des autres particules, et interagissent seulement l’une avec l’autre.

Remarque. Si on décrit l’interaction entre particules par le pseudo-
potentiel, l’argument qualitatif que nous venons de donner devient la dé-
finition du domaine des fonctions d’onde éligibles pour décrire le système
(WERNER & CASTIN 2012b). Cette fonction d’onde doit être telle que pour
toute paire de particules, par exemple (1, 2), on a :

r → 0 : Φ(r1, r2, . . . , rN ) =

(
1

r12
− 1

a

)
Φ̃ (R, r3, . . . , rN ) +O(r12) (15)

où Φ̃ est une fonction régulière des coordonnées desN−2 autres particules
et de R. On a supposé ici que R est différent de r3, . . . , rN .

2-3 Fonction de corrélation spatiale à deux corps

L’argument présenté ci-dessus était restreint au cas où les positions
r3, . . . , rN ne se rapprochaient pas des positions r1 et r2 considérées pour
écrire (14). Pour rendre cette hypothèse plus quantitative, nous allons la
reformuler en terme de fonction de corrélation à deux corps.
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Présentons la démarche sur le cas de fermions . On introduit la fonction
de corrélation "à quatre points" (ZHANG & LEGGETT 2009)

G2,↑↓(r
′
a, r
′
b; ra, rb) = 〈Ψ̂†↑(r′a)Ψ̂†↓(r

′
b)Ψ̂↓(rb)Ψ̂↑(ra)〉 (16)

qui se calcule à partir de la fonction d’onde Φ :

G2,↑↓(r
′
a, r
′
b; ra, rb) =

N2

4

∫
d3r3 . . . d

3rN Φ∗(r′a, r
′
b, r3, . . . , rN )

× Φ(ra, rb, r3, . . . , rN ). (17)

Cette fonction de corrélation est normalisée comme :
∫∫
G2,↑↓(ra, rb; ra, rb) d3ra d3rb =

N2

4
. (18)

Plus précisément, fixons rb = r′b = 0 et intéressons-nous à l’objet "à
deux points" :

G2,↑↓(r
′,0; r,0) = 〈Ψ̂†↑(r′)Ψ̂

†
↓(0)Ψ̂↓(0)Ψ̂↑(r)〉 (19)

Nous allons chercher à caractériser le comportement de cette fonction
quand r et r′ se rapprochent tous deux de 0. Pour cela, on note que
G2,↑↓(r′,0; r,0) peut être considéré comme l’élément de matrice d’un opé-
rateur hermitien Ô en représentation position, 〈r′|Ô|r〉. Cet opérateur peut
être diagonalisé pour s’écrire (YU, BRUUN et al. 2009) :

G2,↑↓(r
′,0; r,0) =

∑

j

γj φ
∗
j (r
′) φj(r). (20)

L’hypothèse à la base de la théorie du contact se formule alors de la
manière suivante : on suppose que pour r � d, les fonctions φj(r) signifi-
cativement peuplées sont toutes très proches de la fonction d’onde à deux
particules ψ0(r) introduite en § 2-1. On définit donc la quantité C telle que

r, r′ � d : G2,↑↓(r
′,0; r,0) ≈ C

(4π)2a2
ψ∗0(r′)ψ0(r) (21)

En utilisant (11), cette relation s’écrit en dehors de la portée b du potentiel

b . r, r′ � d, a : G2,↑↓(r
′,0; r,0) ≈ C

(4π)2L3

1

r′
1

r
(22)

La quantité C est appelée contact à deux corps. C’est une quantité exten-
sive dont la dimension est l’inverse d’une longueur. Le point central de
l’approche développée ici est qu’à courte distance, la physique à N corps
intervient uniquement par l’intermédiaire de cette constante multiplica-
tive. Notons que nous avons défini ici le contact pour l’état fondamental
du système. Nous verrons en § 3 comment généraliser cette définition au
cas T 6= 0, une fois le lien établi avec la thermodynamique du gaz.

On procède d’une manière similaire pour les bosons en posant

G2(r′a, r
′
b; ra, rb) ≡ 〈 Ψ̂†(r′a)Ψ̂†(r′b)Ψ̂(rb)Ψ̂(ra) 〉 (23)

= N(N − 1)

∫
d3r3 . . . d

3rN Φ∗(r′a, r
′
b, r3, . . . , rN )

× Φ(ra, rb, r3, . . . , rN ).

Cette fonction est normée de la façon suivante
∫∫
G2(ra, rb; ra, rb) d3ra d3rb = N(N − 1). (24)

L’hypothèse à la base de la théorie du contact s’écrit alors pour des bo-
sons :

r, r′ � d : G2(r′,0; r,0) ≈ C

(4π)2a2
ψ∗0(r′)ψ0(r) (25)

ou encore si a� b :

b . r, r′ � a, d : G2(r′,0; r,0) ≈ C

(4π)2L3

1

r′
1

r
(26)

Remarque. La condition de validité à courte distance comparant r, r′ et
la portée b devrait en toute rigueur s’écrire b � r, r′. Nous prenons ici
la condition moins contraignante b . r, r′ en nous appuyant sur les ré-
sultats numériques de YIN & BLUME (2015) qui seront décrits en § 4-3.
Ces auteurs considèrent un potentiel d’interaction à deux corps gaussien,
V (r) = V0 exp(−2r2/b2), et montrent pour un gaz de N = 10 particules
que la loi (26) est atteint en bonne approximation dès que r et r′ dépassent
b (voir figure 12).
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2-4 Distribution de paires

Une fois posées les formes (22,26) de la fonction G2, on peut déterminer
le comportement à courte distance de la fonction de distribution de paires,
définie ici pour des fermions :

G2,↑↓(r) ≡
∫
G2,↑↓(ra + r, ra; ra + r, ra) d3ra (27)

et on trouve en utilisant l’invariance par translation du système :

b . r � d, a : G2,↑↓(r) ≈ C

(4π)2r2
. (28)

Un résultat identique apparaît pour des bosons, sans l’indice ↑↓ bien sûr.

L’augmentation rapide de G2(r) à courte distance peut être comprise
comme une tendance au groupement des particules, pourvu qu’elles soient
de spins opposés dans le cas des fermions. Pour approfondir ce point,
plaçons-nous dans la limite b → 0 (pseudo-potentiel) et considérons une
particule de spin ↑ en un point donné, par exemple l’origine des coordon-
nées ; regardons la probabilité δP de trouver une particule de spin ↓ dans
une boule de rayon infinitésimal r centrée en 0. Si les particules étaient non
corrélées, cette probabilité varierait comme δP ∝ r3 quand r → 0. Compte
tenu de la variation de G2, nous trouvons ici δP ∝ r ; cette probabilité tend
toujours vers 0 quand r → 0, mais seulement linéairement avec r au lieu
de la loi en r3 attendue pour des particules indépendantes.

Lien avec l’approche de Bogoliubov. Au chapitre précédent, nous avons
calculé la fonction g2 = G2/nN et trouvé à courte distance le résultat sui-
vant :

r � ξ : g2(r) ≈
(

1− a

r

)2

(29)

soit pour r � a� d :

r � a : G2(r) ≈ nNa2

r2
. (30)

Cette variation est bien conforme à (28) et on en déduit la valeur du contact
pour un gaz de Bose en interaction faible et à T = 0 :

Bogoliubov : C = (4πa)2nN (31)

Notons que la condition de validité r � ξ de (29) est moins contraignante
que la condition r � d du cas général (25). En effet, ξ = (8πna)−1/2 =
d (d/8πa)1/2 est grand devant d dans le régime d’interaction faible.

2-5 Distribution en impulsion

Comme annoncé en introduction, le contact C intervient dans de nom-
breuses quantités physiques caractérisant le fluide. Nous nous intéressons
ici à la distribution en impulsion 3 n(k).

Considérons par exemple des bosons et écrivons pour commencer l’am-
plitude de probabilité pour trouver la particule 1 avec l’impulsion k, les
particules 2, . . . , N étant fixées aux points r2, . . . , rN . Cette amplitude
s’écrit :

A1(k; r2, . . . , rN ) =

∫
d3r1 e−ik·r1 Φ(r1, r2, . . . , rN ). (32)

La distribution de probabilité n1(k) pour l’impulsion de la particule 1 s’ob-
tient en prenant le module carré de cette expression, puis en intégrant sur
toutes les positions r2, . . . , rN , ce qui donne :

n1(k) =
∫

eik·(r′1−r1) Φ∗(r′1, r2, . . . , rN )

×Φ(r1, r2, . . . , rN ) d3r1 d3r′1 d3r2 . . . d
3rN , (33)

ce qui fait apparaître de manière naturelle la fonction de corrélation à
quatre points G2 considérée plus haut.

Nous nous intéressons ici au comportement de cette fonction aux
grands k, provenant donc de la contribution des petites différences |r1 −
r′1|. Cette contribution devient importante quand le couple (r1, r

′
1) se rap-

proche d’une des autres positions r2, r3, . . . , rN . Considérons par exemple
le comportement résonant entre (r1, r

′
1, r2), le résultat devant ensuite

être multiplié par N − 1 pour prendre en compte les autres possibilités

3. Pour éviter de voir intervenir la constante ~ dans tout ce qui suit, nous travaillons plutôt
avec le vecteur d’onde k que la véritable impulsion ~k.
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(r1, r
′
1, rj), j = 3 . . . N . On voit apparaître en utilisant (26) :

r1, r
′
1, r2 proches :

∫
d3r3 . . . d3rN Φ∗(r′1, r2, r3, . . . , rN )

× Φ(r1, r2, r3, . . . , rN ) ≈ 1

N(N − 1)

C

(4π)2L3

1

r′12

1

r12
. (34)

La contribution du terme 1
r′12

1
r12

à la transformée de Fourier donnant n1(k)

s’écrit :

∫
eik·(r′1−r1)

r′12 r12
d3r1 d3r′1 d3r2 =

∫
eik·(r′1−r2)

r′12

eik·(r2−r1)

r12
d3r1 d3r′1 d3r2

= L3

(
4π

k2

)2

(35)

où on a utilisé ∫
eik·r

r
d3r =

4π

k2
. (36)

Nous trouvons donc le comportement dominant pour les grandes impul-
sions pour la particule 1 :

n1(k) =
1

N

C

k4
+ . . . (37)

et il ne reste plus qu’à multiplier le résultat par N pour obtenir la distribu-
tion en impulsion totale du gaz :

Bosons : n(k) =
C

k4
+ . . . (38)

cette distribution étant par construction normalisée de la manière suivante
(cf. (33)) :

Bosons :
1

(2π)3

∫
n(k) d3k = N. (39)

On trouve donc que la distribution en impulsion se comporte comme k−4

aux grands k (là où le terme ". . . " devient négligeable) et le contact donne
directement le poids de cette composante.

100 101
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n↑(k)

FIGURE 8. Allure typique de la distribution en impulsion n(k) d’un gaz de Fermi
à deux composantes ou d’un gaz de Bose (en négligeant les effets à trois corps)
dans la limite d’une longueur de diffusion a ∼ d grande devant la portée b du
potentiel inter-atomique. La loi n(k) ≈ C/k4 est valable dans la région centrale
colorée en vert.

Pour un gaz de fermions de spin 1/2 équilibré, le contact a été défini de
sorte que cette relation reste valable pour chaque composante :

Fermions : n↑(k) = n↓(k) =
C

k4
+ . . . (40)

avec la normalisation

Fermions :
1

(2π)3

∫
n↑(k) d3k =

1

(2π)3

∫
n↓(k) d3k =

N

2
. (41)

Rappelons que nous avions prouvé l’existence de cette aile dans le cadre
de la théorie de Bogoliubov pour le pseudo-potentiel, dans le cas na3 � 1.
L’intérêt (considérable !) de la présente approche est de généraliser ce ré-
sultat au cas des grandes longueurs de diffusion, voire même au cas uni-
taire 1/a = 0. Son domaine de validité dans le cas des interactions fortes
a ∼ d se déduit directement de celui trouvé pour la distribution de paires
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au paragraphe précédent :

1

a
,

1

d
� k . 1

b
. (42)

Cette loi générale en k−4, valable au régime unitaire et de part et d’autre
de ce régime, a été prédite pour la première fois par HAUSSMANN (1994).

Remarque. Il est intéressant de noter qu’une loi en 1/k4 apparaît pour un
gaz à une dimension décrit par le modèle de Tonks (MINGUZZI, VIGNOLO

et al. 2002) ou de Lieb–Lininger, avec un préfacteur relié à la dérivée de
l’énergie de l’état fondamental du gaz de manière similaire à ce que nous
verrons en § 3 (OLSHANII & DUNJKO 2003). Cette loi en 1/k4 est égale-
ment valable à deux dimensions, aussi bien pour des fermions (WERNER

& CASTIN 2012b ; SHI, CHIESA et al. 2015) que pour des bosons (WERNER

& CASTIN 2012a). Notons que pour des bosons à 2D, le problème d’Efimov
ne se pose pas (BRODSKY, KAGAN et al. 2006) et les difficultés liées à l’in-
troduction d’un paramètre supplémentaire pour décrire les interactions à
trois corps sont absentes.

3 Définition thermodynamique du contact

3-1 Une nouvelle variable thermodynamique

Nous passons dans cette partie à une définition apparemment dif-
férente du contact, fondée sur la notion de variable thermodynamique.
Un fluide à l’équilibre est décrit par son équation d’état, qui donne la
variation d’un potentiel thermodynamique (son énergie E par exemple)
en fonction de variables thermodynamiques conjuguées comme entro-
pie/température, volume/pression, nombre de particules/potentiel chi-
mique. On a ainsi la différentielle totale pour l’énergie

dE = T dS − P dL3 + µdN (43)

avec

T =

(
∂E

∂S

)

L3,N

P = −
(
∂E

∂L3

)

S,N

µ =

(
∂E

∂N

)

S,L3

. (44)

Le potentiel d’interaction peut être ajouté à la liste de ces variables
thermodynamiques, mais sa caractérisation nécessite en général un grand
nombre de paramètres, ce qui rend cette notion peu utile en pratique. La
situation change radicalement quand on s’intéresse à un gaz dilué et froid,
puisque les interactions peuvent alors être décrites à l’aide d’un seul pa-
ramètre, la longueur de diffusion a. Il est alors pertinent d’introduire ce
paramètre de façon explicite dans l’équation d’état, ce qui amène à intro-
duire également sa quantité thermodynamique conjuguée. En fait, il est
plus commode d’utiliser la variable 1/a et de poser

Bosons :
~2C

8πm
= −

(
∂E

∂(1/a)

)

S,L3,N

(45)

La description thermodynamique du fluide se fait ensuite selon la pro-
cédure usuelle, en utilisant la différentielle d’un potentiel thermodyna-
mique, l’énergie par exemple :

dE = T dS − P dL3 + µdN − ~2C

8πm
d (1/a) (46)

Nous allons dans un premier temps nous placer à température nulle
(donc à entropie nulle) et montrer que la quantité C qui figure dans cette
expression coïncide avec le contact introduit en (25). Nous généraliserons
cette démarche au cas de la température non nulle en § 3-4.

Cas des fermions. Pour des fermions de spin 1/2, la définition est modi-
fiée par un facteur 2 et devient

Fermions :
~2C

4πm
= −

(
∂E

∂(1/a)

)

S,L3,N

(47)

Ce facteur 2 supplémentaire permet d’absorber le fait qu’un fermion n’in-
teragit qu’avec N/2 particules (celles de spin opposé), alors qu’un boson
interagit avec les N − 1 autres particules. Comme nous l’avons déjà men-
tionné, avec cette définition, l’aile de la distribution en impulsion s’écrit
C/k4 aussi bien pour des bosons que chacune des composantes de spin
des fermions.

94



CHAPITRE V. LE CONTACT À DEUX CORPS § 3. Définition thermodynamique du contact

3-2 Un lemme utile

Pour relier le contact à la dérivée de l’énergie par rapport à la lon-
gueur de diffusion, nous allons commencer par prouver un résultat pré-
liminaire. Considérons une collision entre deux particules de massem, soit
une masse réduitemr = m/2. L’interaction entre les deux particules est dé-
crite par le potentiel V (r) et on considère la solution d’énergie nulle ψ0(r)
pour l’équation radiale. Supposons que le potentiel d’interaction V (r) est
légèrement modifié :

V (r) −→ V (r) + δV (r). (48)

Nous nous intéressons à la modification correspondante δa de la longueur
de diffusion a et nous allons établir le résultat suivant :

L3

∫ ∞

0

δV (r)ψ2
0(r) d3r =

4π~2

m
δa (49)

la fonction ψ0(r) étant normalisée de sorte que ψ0(r) ≈ 1/L3/2 à l’infini [cf.
(11)].

Démonstration : Comme d’habitude, il est commode de considérer la
fonction d’onde radiale réduite u0(r) = r ψ0(r) qui est solution de l’équa-
tion :

− ~2

2mr
u′′0(r) + V (r)u0(r) = 0. (50)

Notons δu(r) la modification de u0(r) induite par le changement δV .
Nous obtenons à l’ordre 1 :

− ~2

2mr
δu′′(r) + δV (r)u0(r) + V (r) δu(r) = 0. (51)

Multiplions cette équation par u0(r) et intégrons le résultat entre r = 0 et
r = rmax, borne supérieure que nous prendrons infinie à la fin du calcul :

− ~2

2mr

∫ rmax

0

δu′′(r)u0(r) dr +

∫ rmax

0

δV (r)u2
0(r) dr

+

∫ rmax

0

V (r) δu(r)u0(r) dr = 0. (52)

Pour évaluer le premier terme, rappelons que u0(r) et u0(r) + δu(r)
satisfont les conditions aux limites :

u0(0) = 0, δu(0) = 0 (53)

et

r � b : u0(r) ≈ 1

L3/2
(r − a), u0(r) + δu(r) ≈ 1

L3/2
(r − a− δa), (54)

c’est-à-dire δu(r) ≈ −δa/L3/2 et δu′ ≈ 0 aux grands r. Une double intégra-
tion par parties du premier terme donne donc
∫ rmax

0

δu′′0(r)u0(r) dr = [u0 δu
′]
rmax

0 − [u′0 δu]
rmax

0 +

∫ rmax

0

u′′0(r) δu(r) dr

= 0 +
δa

L3
+

2mr

~2

∫ rmax

0

V (r)u0(r) δu(r) dr (55)

Il suffit alors de reporter ce résultat dans (52) dans la limite rmax → +∞
pour obtenir le résultat annoncé en (49).

3-3 Variation de a et contact

Nous sommes désormais en mesure de prouver que le paramètre C
introduit comme variable conjuguée de 1/a n’est autre que le contact défini
en (21,25) à partir de la fonction de corrélation à deux corps. On considère
une assemblée de N particules en interaction binaire, avec l’hamiltonien :

Ĥ = Ĥcin + Ĥint (56)

avec

Ĥcin =
∑

j

p̂2
j

2m
Ĥint =

∑

i<j

V (r̂ij). (57)

Considérons une variation infinitésimale du potentiel V induisant une
variation (également très faible) de la longueur de diffusion a. On effec-
tue cette variation à volume et nombre de particules constants (rappelons
que nous nous sommes placés pour l’instant à température nulle et donc à
entropie nulle). On cherche à évaluer

(
∂E

∂a

)

L3,N

. (58)
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Le théorème d’Hellmann–Feynman permet d’exprimer la variation de
l’énergie en fonction de la variation de l’hamiltonien lui-même :

∂E

∂a
= 〈∂Ĥ

∂a
〉 = 〈∂Ĥint

∂a
〉. (59)

Le dernier membre se calcule en utilisant le lien entre la variation δV et
la variation δa établi avec le lemme (49). Prenons par exemple le cas des
bosons et partons de

δ〈Ĥint〉 =
N(N − 1)

2

∫
δV (r12) |Φ(r1, r2, . . . , rN )|2 d3r1 . . . d

3rN

=
1

2

∫
δV (r12) G2(r1, r2; r1, r2) d3r1 d3r2

=
L3

2

∫
δV (r) G2(r,0; r,0) d3r. (60)

Du fait de la présence de δV , l’intégrande n’est non nul que si r . b. On
peut donc utiliser l’hypothèse de départ de la théorie du contact, à savoir
l’équation (25) que nous reproduisons ici pour r = r′ :

r � d : G2(r,0; r,0) ≈ C

(4π)2a2
|ψ0(r)|2. (61)

En utilisant le lemme (49), on arrive alors à :

δ〈Ĥint〉 =
C~2

8πma2
δa, (62)

dont on déduit la relation recherchée :

∂E

∂(1/a)
= −a2 ∂E

∂a
= −a2 δ〈Ĥint〉

δa
= − C~

2

8πm
. (63)

La quantité thermodynamique C introduite en (45) est donc bien identique
au contact défini à partir de la fonction G2 et utilisé en (61).

3-4 La cas de la température non nulle

Dans tout ce qui précède, nous avons considéré le cas d’un système à
température nulle et nous avons exprimé le contact en fonction de l’énergie

de l’état fondamental du système. En fait, la démarche que nous avons
décrite pour l’état fondamental peut être effectuée pour tout état propre
Φj de l’hamiltonien du système à N corps, pourvu que son énergie soit
suffisamment basse pour que les interactions restent limitées à l’onde s.
Cela garantit en effet que la fonction de corrélation à deux corps déduite
de Φj se comporte comme indiqué en (21,25).

Commençons par définir un contact Cj pour chaque état propre Φj
d’énergie Ej comme [cf. (45-47)]

Cj = − [4/8]πm

~2

(
∂Ej
∂(1/a)

)

N,L3

(64)

avec le facteur 4 (resp. 8) pour des fermions (resp. bosons). Supposons
maintenant que le système est dans un mélange statistique d’états propres,
avec un opérateur densité

ρ̂ =
∑

j

Pj |Φj〉〈Φj |, (65)

les Pj obéissant par exemple à la loi de Boltzmann Pj ∝ e−Ej/kBT pour une
température T . Nous pouvons définir un contact moyen, avec les poids Pj :

C =
∑

j

PjCj (66)

et ce contact permettra de calculer toutes les quantités auxquelles nous
nous sommes intéressés jusqu’ici, comme la distribution en impulsion, la
fonction de corrélation à deux corps ou encore le spectre radio-fréquence
que nous aborderons dans le chapitre suivant. En effet, le contact intervient
de manière linéaire dans ces expressions.

En insérant l’expression de chaque Cj dans (66), nous trouvons donc

C = − [4/8]πm

~2

(
∂E

∂(1/a)

)

N,L3,{Pj}
avec E =

∑

j

PjEj . (67)

La dérivée définissant le contact moyen doit être prise en gardant
constantes les populations de chaque état propre Φj , ce qui constitue la dé-
finition d’un processus adiabatique en thermodynamique quantique. On
peut donc remplacer la définition précédente de C par une formulation
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plus conventionnelle, faisant intervenir la dérivée à entropie constante de
l’énergie moyenne du système :

fermions/bosons : C = − [4/8]πm

~2

(
∂E

∂(1/a)

)

N,L3,S

(68)

On peut également travailler à T et N constants, ce qui revient à remplacer
l’énergie moyenne E par l’énergie libre F = E − TS :

fermions/bosons : C = − [4/8]πm

~2

(
∂F

∂(1/a)

)

N,L3,T

(69)

ou encore à T et µ constants, et utiliser le grand potentiel Ω :

fermions/bosons : C = − [4/8]πm

~2

(
∂Ω

∂(1/a)

)

µ,L3,T

. (70)

Remarquons que dans ce dernier cas, on sait que pour un système extensif,
le grand potentiel est relié au volume et à la pression par la relation simple
Ω = −PV , de sorte que le contact par unité de volume s’écrit :

fermions/bosons :
C

L3
=

[4/8]πm

~2

(
∂P

∂(1/a)

)

µ,T

(71)

Cette série de relation est remarquable puisqu’elle vient relier de nom-
breux paramètres microscopiques comme nσ(k) ou G2(r) à la thermody-
namique du système, et cela alors même qu’il est (à l’heure actuelle) im-
possible de calculer l’équation d’état d’un système en interaction à toute
température et pour une longueur de diffusion arbitraire.

Pour terminer ce paragraphe, indiquons que le contact, comme les
autres quantités thermodynamiques, peut être calculé par un développe-
ment du viriel dans le régime faiblement dégénéré. On pourra consulter à
ce sujet l’article de LIU (2013) et les références qu’il indique.

3-5 Contact et théorème du viriel

En utilisant l’analyse dimensionnelle, il est possible d’obtenir des re-
lations entre les différentes quantités thermodynamiques comme l’énergie

interne, la pression et le contact. Considérons par exemple l’entropie du
système, qui est une fonction d’état dont la différentielle s’écrit

fermions/bosons : dS =
1

T
dE +

P

T
dL3 − µ

T
dN +

~2C

[4/8]πmT
d(1/a).

(72)
L’entropie peut se mettre sous la forme S = NkB f(E,L3, N, a) où la fonc-
tion f est sans dimension et intensive. On peut simplifier notablement son
écriture :

— Comme f est intensive, seules les trois variables intensives E/N , V/N
et a doivent intervenir :

S = NkB f

(
E

N
,
L3

N
, a

)
. (73)

— Comme f est sans dimension, on doit pouvoir choisir ses variables
également sans dimension. La longueur de diffusion a fournit une
unité naturelle d’énergie, ~2/ma2, et une unité naturelle de volume
a3. On peut donc écrire l’entropie S comme

S = NkB f

(
E/N

~2/ma2
,
L3/N

a3

)
. (74)

Une telle écriture, fonction de deux variables seulement, va nous per-
mettre d’établir une relation entre les trois variables conjuguées de E, L3

et a, c’est-à-dire T , P et le contact C. On a en effet :

1

T
=

(
∂S

∂E

)

L3,N,a

= NkB
ma2

N~2
∂1f (75)

où ∂1f désigne la dérivée de f par rapport à sa première variable,

P

T
=

(
∂S

∂L3

)

E,N,a

= NkB
1

Na3
∂2f (76)

et

~2C

[4/8]πmT
=

(
∂S

∂(1/a)

)

E,L3,N

= −2NkB
Ema3

N~2
∂1f + 3NkB

L3

Na2
∂2f.

(77)
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L’élimination de ∂1f et ∂2f entre les trois équations qui précèdent conduit
alors à (TAN 2008c) :

fermions/bosons : PL3 =
2

3
E +

~2C

[12/24]πma
. (78)

On pourra consulter l’article de WERNER (2008) pour une généralisation de
cette relation au cas d’un gaz confiné dans un potentiel de forme arbitraire.

Cas unitaire. Dans le cas a→∞, le contact tend vers une valeur finie de
sorte qu’on trouve

Gaz unitaire : PL3 =
2

3
E. (79)

Cette relation remarquable est une conséquence de l’invariance d’échelle
pour a infinie : les échelles d’énergie ~2/ma2 et de volume a3 disparaissent,
de sorte que l’équation d’état donnant l’entropie S (ou n’importe quelle
autre fonction thermodynamique) n’est une fonction que d’une seule va-
riable :

S = NkB f

(
EmL2

~2N5/3

)
. (80)

La relation (79) s’en déduit en utilisant :

1

T
=
kBmL

2

~2N2/3
f ′

P

T
=

2

3

kBEm

~2N2/3L
f ′. (81)

où f ′ désigne la dérivée de f .

4 Premières mesures du contact

4-1 Distribution en impulsion d’un gaz de Fermi

Les expériences menées à Boulder par Debbie Jin et son équipe durant
la période 2010-12 ont montré de manière très convaincante le fait que le
contact permettait de relier entre elles les mesures de quantités variées,

31

Expérience de Boulder (2010)

Gaz de 2 105 atomes de potassium 40 (fermion), avec  pour le niveau fondamental F = 9/2
| ↓ ⟩ ≡ |F = 9/2,mF = − 9/2⟩| ↑ ⟩ ≡ |F = 9/2,mF = − 7/2⟩

Confinement dans un piège optique et refroidissement par évaporation jusqu’à     ( )T ≈ 0.1 TF a = 40 nm
Rampe adiabatique de  jusqu’à une valeur proche de résonance  ( ), puis mesure de a 1/kFa = − 0.08 n(k)

   avec n(k) ≈ C/k4 C ≈ 2.2 NkF
Pour obtenir  : n(k)
• Coupure soudaine 

du piège optique

• On amène  à  
en changeant 

a ≈ 0
B

light for the imaging propagates along the axial direction
of the trap, and thus we measure the radial momentum
distribution. Assuming the momentum distribution is
spherically symmetric, we obtain nðkÞ with an inverse
Abel transform.

Figure 1(a) shows an example nðkÞ for a strongly inter-
acting gas with a dimensionless interaction strength
ðkFaÞ#1 of #0:08$ 0:04. The measured nðkÞ exhibits a
1=k4 tail at large k, and we extractC from the average value
of k4nðkÞ for k > kC, where we use kC ¼ 1:85 for
ðkFaÞ#1 >#0:5 and kC ¼ 1:55 for ðkFaÞ#1 <#0:5.
These values for kC are chosen empirically such that for
k & kC, the momentum distributions are in the asymptotic
limit to within our statistical measurement uncertainties.
One issue for this measurement is whether or not the
interactions are switched off sufficiently quickly to accu-
rately measure nðkÞ. The data in Fig. 1(a) were taken using
a magnetic-field sweep rate of _B ¼ 1:2 G

!s to turn off the

interactions for the expansion. In the inset to Fig. 1a, we
show the dependence of the measured C on _B. Using an
empirical exponential fit [line in Fig. 1(a) inset], we esti-
mate that for our typical _B of 1.2 to 1:4 G

!s , C is system-

atically low by about 10%. We have therefore scaled C
measured with this method by 1:1.

The contact is also manifest in rf spectroscopy, where
one applies a pulsed rf field and counts the number of
atoms that are transferred from one of the two original
spin states into a third, previously unoccupied, spin state
[11]. We transfer atoms from the j9=2;#7=2i state to the
j9=2;#5=2i state. It is predicted that the number of atoms
transferred as a function of the rf frequency, ", scales as
"#3=2 for large ", and that the amplitude of this high
frequency tail is C

23=2#2 [12–14]. Here, " ¼ 0 is the single-

particle spin-flip resonance, and " is given in units of
EF=h. This prediction requires that atoms transferred to
the third spin-state have only weak interactions with the
other atoms so that ‘‘final-state effects’’ are small [14–21],
as is the case for 40K atoms. In Fig. 1(b), we plot a
measured rf spectrum, !ð"Þ, multiplied by 23=2#2"3=2.
The rf spectrum is normalized so that its integral equals
0:5. We observe the predicted 1="3=2 behavior for large ",
and obtain C by averaging 23=2#2"3=2!ð"Þ for "> "C,
where we use "C ¼ 5 for ðkFaÞ#1 >#0:5 and "C ¼ 3
for ðkFaÞ#1 <#0:5. These values for "C are chosen such
that for " & "C, !ð"Þ is in its asymptotic limit.
The connection between !ð"Þ and the high-k tail of nðkÞ

can be seen in the Fermi spectral function, which can be
probed using photoemission spectroscopy for ultra cold
atoms [8]. Recent photoemission spectroscopy results on
a strongly interacting Fermi gas [22] revealed a weak,
negatively dispersing feature at high k that persists to
temperatures well above TF. This feature was attributed
to the effect of interactions, or the contact, consistent with
a recent prediction [23]. Atom photoemission spectros-
copy, which is based upon momentum-resolved rf spec-
troscopy, also provides a method for measuring nðkÞ. By
integrating over the energy axis, or equivalently, summing
data taken for different rf frequencies, we obtain nðkÞ. This
alternative method for measuring nðkÞ yields results similar
to the ballistic expansion technique, but avoids the issue of
magnetic-field sweep rates.
In Fig. 2, we show the measured contact for different

values of 1=kFa. We restrict the data to values of 1=kFa
where our magnetic-field sweeps are adiabatic [24].
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FIG. 1. Extracting the contact from the momentum distribution
and rf line shape. (a) Measured momentum distribution for a
Fermi gas at 1

kFa
¼ #0:08$ 0:04. Here, the wave number k is

given in units of kF, and we plot the normalized nðkÞ multiplied
by k4. The dashed line corresponds to 2:2, which is the average
of k4nðkÞ for k > 1:85. (Inset) The measured value for C depends
on the rate of the magnetic-field sweep that turns off the
interactions before time-of-flight expansion. (b) rf line shape
measured for a Fermi gas at 1

kFa
¼ #0:03$ 0:04. Here, " is the

rf detuning from the single-particle Zeeman resonance, given in
units of EF=h. We plot the normalized rf line shape multiplied by
23=2#2"3=2, which is predicted to asymptote to C for large ".
Here, the dashed line corresponds to 2:1, from an average of the
data for "> 5.
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FIG. 2. The contact. We measure the contact, C, as a function
of ðkFaÞ#1 using three different methods. Filled circles corre-
spond to direct measurements of the fermion momentum distri-
bution nðkÞ using a ballistic expansion, in which a fast magnetic-
field sweep projects the many-body state onto a noninteracting
state. Open circles correspond to nðkÞ obtained using atom
photoemission spectroscopy measurements. Stars correspond to
the contact obtained from rf spectroscopy. The values obtained
with these different methods show good agreement. The contact
is nearly zero for a weakly interacting Fermi gas with attractive
interactions (left hand side of plot) and then increases as the
interaction strength increases to the unitarity regime where
ðkFaÞ#1 ¼ 0. The line is a theory curve obtained from Ref. [5].
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light for the imaging propagates along the axial direction
of the trap, and thus we measure the radial momentum
distribution. Assuming the momentum distribution is
spherically symmetric, we obtain nðkÞ with an inverse
Abel transform.

Figure 1(a) shows an example nðkÞ for a strongly inter-
acting gas with a dimensionless interaction strength
ðkFaÞ#1 of #0:08$ 0:04. The measured nðkÞ exhibits a
1=k4 tail at large k, and we extractC from the average value
of k4nðkÞ for k > kC, where we use kC ¼ 1:85 for
ðkFaÞ#1 >#0:5 and kC ¼ 1:55 for ðkFaÞ#1 <#0:5.
These values for kC are chosen empirically such that for
k & kC, the momentum distributions are in the asymptotic
limit to within our statistical measurement uncertainties.
One issue for this measurement is whether or not the
interactions are switched off sufficiently quickly to accu-
rately measure nðkÞ. The data in Fig. 1(a) were taken using
a magnetic-field sweep rate of _B ¼ 1:2 G

!s to turn off the

interactions for the expansion. In the inset to Fig. 1a, we
show the dependence of the measured C on _B. Using an
empirical exponential fit [line in Fig. 1(a) inset], we esti-
mate that for our typical _B of 1.2 to 1:4 G

!s , C is system-

atically low by about 10%. We have therefore scaled C
measured with this method by 1:1.

The contact is also manifest in rf spectroscopy, where
one applies a pulsed rf field and counts the number of
atoms that are transferred from one of the two original
spin states into a third, previously unoccupied, spin state
[11]. We transfer atoms from the j9=2;#7=2i state to the
j9=2;#5=2i state. It is predicted that the number of atoms
transferred as a function of the rf frequency, ", scales as
"#3=2 for large ", and that the amplitude of this high
frequency tail is C

23=2#2 [12–14]. Here, " ¼ 0 is the single-

particle spin-flip resonance, and " is given in units of
EF=h. This prediction requires that atoms transferred to
the third spin-state have only weak interactions with the
other atoms so that ‘‘final-state effects’’ are small [14–21],
as is the case for 40K atoms. In Fig. 1(b), we plot a
measured rf spectrum, !ð"Þ, multiplied by 23=2#2"3=2.
The rf spectrum is normalized so that its integral equals
0:5. We observe the predicted 1="3=2 behavior for large ",
and obtain C by averaging 23=2#2"3=2!ð"Þ for "> "C,
where we use "C ¼ 5 for ðkFaÞ#1 >#0:5 and "C ¼ 3
for ðkFaÞ#1 <#0:5. These values for "C are chosen such
that for " & "C, !ð"Þ is in its asymptotic limit.
The connection between !ð"Þ and the high-k tail of nðkÞ

can be seen in the Fermi spectral function, which can be
probed using photoemission spectroscopy for ultra cold
atoms [8]. Recent photoemission spectroscopy results on
a strongly interacting Fermi gas [22] revealed a weak,
negatively dispersing feature at high k that persists to
temperatures well above TF. This feature was attributed
to the effect of interactions, or the contact, consistent with
a recent prediction [23]. Atom photoemission spectros-
copy, which is based upon momentum-resolved rf spec-
troscopy, also provides a method for measuring nðkÞ. By
integrating over the energy axis, or equivalently, summing
data taken for different rf frequencies, we obtain nðkÞ. This
alternative method for measuring nðkÞ yields results similar
to the ballistic expansion technique, but avoids the issue of
magnetic-field sweep rates.
In Fig. 2, we show the measured contact for different

values of 1=kFa. We restrict the data to values of 1=kFa
where our magnetic-field sweeps are adiabatic [24].
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FIG. 1. Extracting the contact from the momentum distribution
and rf line shape. (a) Measured momentum distribution for a
Fermi gas at 1

kFa
¼ #0:08$ 0:04. Here, the wave number k is

given in units of kF, and we plot the normalized nðkÞ multiplied
by k4. The dashed line corresponds to 2:2, which is the average
of k4nðkÞ for k > 1:85. (Inset) The measured value for C depends
on the rate of the magnetic-field sweep that turns off the
interactions before time-of-flight expansion. (b) rf line shape
measured for a Fermi gas at 1

kFa
¼ #0:03$ 0:04. Here, " is the

rf detuning from the single-particle Zeeman resonance, given in
units of EF=h. We plot the normalized rf line shape multiplied by
23=2#2"3=2, which is predicted to asymptote to C for large ".
Here, the dashed line corresponds to 2:1, from an average of the
data for "> 5.
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FIG. 2. The contact. We measure the contact, C, as a function
of ðkFaÞ#1 using three different methods. Filled circles corre-
spond to direct measurements of the fermion momentum distri-
bution nðkÞ using a ballistic expansion, in which a fast magnetic-
field sweep projects the many-body state onto a noninteracting
state. Open circles correspond to nðkÞ obtained using atom
photoemission spectroscopy measurements. Stars correspond to
the contact obtained from rf spectroscopy. The values obtained
with these different methods show good agreement. The contact
is nearly zero for a weakly interacting Fermi gas with attractive
interactions (left hand side of plot) and then increases as the
interaction strength increases to the unitarity regime where
ðkFaÞ#1 ¼ 0. The line is a theory curve obtained from Ref. [5].
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Expérience de Boulder (2010)

Gaz de 2 105 atomes de potassium 40 (fermion), avec  pour le niveau fondamental F = 9/2
| ↓ ⟩ ≡ |F = 9/2,mF = − 9/2⟩| ↑ ⟩ ≡ |F = 9/2,mF = − 7/2⟩

Confinement dans un piège optique et refroidissement par évaporation jusqu’à     ( )T ≈ 0.1 TF a = 40 nm
Rampe adiabatique de  jusqu’à une valeur proche de résonance  ( ), puis mesure de a 1/kFa = − 0.08 n(k)

   avec n(k) ≈ C/k4 C ≈ 2.2 NkF
Pour obtenir  : n(k)
• Coupure soudaine 

du piège optique

• On amène  à  
en changeant 

a ≈ 0
B

light for the imaging propagates along the axial direction
of the trap, and thus we measure the radial momentum
distribution. Assuming the momentum distribution is
spherically symmetric, we obtain nðkÞ with an inverse
Abel transform.

Figure 1(a) shows an example nðkÞ for a strongly inter-
acting gas with a dimensionless interaction strength
ðkFaÞ#1 of #0:08$ 0:04. The measured nðkÞ exhibits a
1=k4 tail at large k, and we extractC from the average value
of k4nðkÞ for k > kC, where we use kC ¼ 1:85 for
ðkFaÞ#1 >#0:5 and kC ¼ 1:55 for ðkFaÞ#1 <#0:5.
These values for kC are chosen empirically such that for
k & kC, the momentum distributions are in the asymptotic
limit to within our statistical measurement uncertainties.
One issue for this measurement is whether or not the
interactions are switched off sufficiently quickly to accu-
rately measure nðkÞ. The data in Fig. 1(a) were taken using
a magnetic-field sweep rate of _B ¼ 1:2 G

!s to turn off the

interactions for the expansion. In the inset to Fig. 1a, we
show the dependence of the measured C on _B. Using an
empirical exponential fit [line in Fig. 1(a) inset], we esti-
mate that for our typical _B of 1.2 to 1:4 G

!s , C is system-

atically low by about 10%. We have therefore scaled C
measured with this method by 1:1.

The contact is also manifest in rf spectroscopy, where
one applies a pulsed rf field and counts the number of
atoms that are transferred from one of the two original
spin states into a third, previously unoccupied, spin state
[11]. We transfer atoms from the j9=2;#7=2i state to the
j9=2;#5=2i state. It is predicted that the number of atoms
transferred as a function of the rf frequency, ", scales as
"#3=2 for large ", and that the amplitude of this high
frequency tail is C

23=2#2 [12–14]. Here, " ¼ 0 is the single-

particle spin-flip resonance, and " is given in units of
EF=h. This prediction requires that atoms transferred to
the third spin-state have only weak interactions with the
other atoms so that ‘‘final-state effects’’ are small [14–21],
as is the case for 40K atoms. In Fig. 1(b), we plot a
measured rf spectrum, !ð"Þ, multiplied by 23=2#2"3=2.
The rf spectrum is normalized so that its integral equals
0:5. We observe the predicted 1="3=2 behavior for large ",
and obtain C by averaging 23=2#2"3=2!ð"Þ for "> "C,
where we use "C ¼ 5 for ðkFaÞ#1 >#0:5 and "C ¼ 3
for ðkFaÞ#1 <#0:5. These values for "C are chosen such
that for " & "C, !ð"Þ is in its asymptotic limit.
The connection between !ð"Þ and the high-k tail of nðkÞ

can be seen in the Fermi spectral function, which can be
probed using photoemission spectroscopy for ultra cold
atoms [8]. Recent photoemission spectroscopy results on
a strongly interacting Fermi gas [22] revealed a weak,
negatively dispersing feature at high k that persists to
temperatures well above TF. This feature was attributed
to the effect of interactions, or the contact, consistent with
a recent prediction [23]. Atom photoemission spectros-
copy, which is based upon momentum-resolved rf spec-
troscopy, also provides a method for measuring nðkÞ. By
integrating over the energy axis, or equivalently, summing
data taken for different rf frequencies, we obtain nðkÞ. This
alternative method for measuring nðkÞ yields results similar
to the ballistic expansion technique, but avoids the issue of
magnetic-field sweep rates.
In Fig. 2, we show the measured contact for different

values of 1=kFa. We restrict the data to values of 1=kFa
where our magnetic-field sweeps are adiabatic [24].

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0

2

4

6

8

0 2 4 6 8 10 12
0

2

4

6

0 0.5 1.0 1.5

0

2

)k(n
k4

2/3
)

(

k

C

a b

FIG. 1. Extracting the contact from the momentum distribution
and rf line shape. (a) Measured momentum distribution for a
Fermi gas at 1

kFa
¼ #0:08$ 0:04. Here, the wave number k is

given in units of kF, and we plot the normalized nðkÞ multiplied
by k4. The dashed line corresponds to 2:2, which is the average
of k4nðkÞ for k > 1:85. (Inset) The measured value for C depends
on the rate of the magnetic-field sweep that turns off the
interactions before time-of-flight expansion. (b) rf line shape
measured for a Fermi gas at 1

kFa
¼ #0:03$ 0:04. Here, " is the

rf detuning from the single-particle Zeeman resonance, given in
units of EF=h. We plot the normalized rf line shape multiplied by
23=2#2"3=2, which is predicted to asymptote to C for large ".
Here, the dashed line corresponds to 2:1, from an average of the
data for "> 5.

(k )F a -1

C

-3 -2 -1 0
0

1

2

3

4

5
Momentum
rf lineshape
PES

FIG. 2. The contact. We measure the contact, C, as a function
of ðkFaÞ#1 using three different methods. Filled circles corre-
spond to direct measurements of the fermion momentum distri-
bution nðkÞ using a ballistic expansion, in which a fast magnetic-
field sweep projects the many-body state onto a noninteracting
state. Open circles correspond to nðkÞ obtained using atom
photoemission spectroscopy measurements. Stars correspond to
the contact obtained from rf spectroscopy. The values obtained
with these different methods show good agreement. The contact
is nearly zero for a weakly interacting Fermi gas with attractive
interactions (left hand side of plot) and then increases as the
interaction strength increases to the unitarity regime where
ðkFaÞ#1 ¼ 0. The line is a theory curve obtained from Ref. [5].
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light for the imaging propagates along the axial direction
of the trap, and thus we measure the radial momentum
distribution. Assuming the momentum distribution is
spherically symmetric, we obtain nðkÞ with an inverse
Abel transform.
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of k4nðkÞ for k > kC, where we use kC ¼ 1:85 for
ðkFaÞ#1 >#0:5 and kC ¼ 1:55 for ðkFaÞ#1 <#0:5.
These values for kC are chosen empirically such that for
k & kC, the momentum distributions are in the asymptotic
limit to within our statistical measurement uncertainties.
One issue for this measurement is whether or not the
interactions are switched off sufficiently quickly to accu-
rately measure nðkÞ. The data in Fig. 1(a) were taken using
a magnetic-field sweep rate of _B ¼ 1:2 G

!s to turn off the

interactions for the expansion. In the inset to Fig. 1a, we
show the dependence of the measured C on _B. Using an
empirical exponential fit [line in Fig. 1(a) inset], we esti-
mate that for our typical _B of 1.2 to 1:4 G

!s , C is system-

atically low by about 10%. We have therefore scaled C
measured with this method by 1:1.

The contact is also manifest in rf spectroscopy, where
one applies a pulsed rf field and counts the number of
atoms that are transferred from one of the two original
spin states into a third, previously unoccupied, spin state
[11]. We transfer atoms from the j9=2;#7=2i state to the
j9=2;#5=2i state. It is predicted that the number of atoms
transferred as a function of the rf frequency, ", scales as
"#3=2 for large ", and that the amplitude of this high
frequency tail is C

23=2#2 [12–14]. Here, " ¼ 0 is the single-

particle spin-flip resonance, and " is given in units of
EF=h. This prediction requires that atoms transferred to
the third spin-state have only weak interactions with the
other atoms so that ‘‘final-state effects’’ are small [14–21],
as is the case for 40K atoms. In Fig. 1(b), we plot a
measured rf spectrum, !ð"Þ, multiplied by 23=2#2"3=2.
The rf spectrum is normalized so that its integral equals
0:5. We observe the predicted 1="3=2 behavior for large ",
and obtain C by averaging 23=2#2"3=2!ð"Þ for "> "C,
where we use "C ¼ 5 for ðkFaÞ#1 >#0:5 and "C ¼ 3
for ðkFaÞ#1 <#0:5. These values for "C are chosen such
that for " & "C, !ð"Þ is in its asymptotic limit.
The connection between !ð"Þ and the high-k tail of nðkÞ

can be seen in the Fermi spectral function, which can be
probed using photoemission spectroscopy for ultra cold
atoms [8]. Recent photoemission spectroscopy results on
a strongly interacting Fermi gas [22] revealed a weak,
negatively dispersing feature at high k that persists to
temperatures well above TF. This feature was attributed
to the effect of interactions, or the contact, consistent with
a recent prediction [23]. Atom photoemission spectros-
copy, which is based upon momentum-resolved rf spec-
troscopy, also provides a method for measuring nðkÞ. By
integrating over the energy axis, or equivalently, summing
data taken for different rf frequencies, we obtain nðkÞ. This
alternative method for measuring nðkÞ yields results similar
to the ballistic expansion technique, but avoids the issue of
magnetic-field sweep rates.
In Fig. 2, we show the measured contact for different

values of 1=kFa. We restrict the data to values of 1=kFa
where our magnetic-field sweeps are adiabatic [24].
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and rf line shape. (a) Measured momentum distribution for a
Fermi gas at 1

kFa
¼ #0:08$ 0:04. Here, the wave number k is

given in units of kF, and we plot the normalized nðkÞ multiplied
by k4. The dashed line corresponds to 2:2, which is the average
of k4nðkÞ for k > 1:85. (Inset) The measured value for C depends
on the rate of the magnetic-field sweep that turns off the
interactions before time-of-flight expansion. (b) rf line shape
measured for a Fermi gas at 1

kFa
¼ #0:03$ 0:04. Here, " is the

rf detuning from the single-particle Zeeman resonance, given in
units of EF=h. We plot the normalized rf line shape multiplied by
23=2#2"3=2, which is predicted to asymptote to C for large ".
Here, the dashed line corresponds to 2:1, from an average of the
data for "> 5.
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FIG. 2. The contact. We measure the contact, C, as a function
of ðkFaÞ#1 using three different methods. Filled circles corre-
spond to direct measurements of the fermion momentum distri-
bution nðkÞ using a ballistic expansion, in which a fast magnetic-
field sweep projects the many-body state onto a noninteracting
state. Open circles correspond to nðkÞ obtained using atom
photoemission spectroscopy measurements. Stars correspond to
the contact obtained from rf spectroscopy. The values obtained
with these different methods show good agreement. The contact
is nearly zero for a weakly interacting Fermi gas with attractive
interactions (left hand side of plot) and then increases as the
interaction strength increases to the unitarity regime where
ðkFaÞ#1 ¼ 0. The line is a theory curve obtained from Ref. [5].
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FIGURE 9. Gauche : variation de k4 n(k) en fonction de k pour (kFa)−1 =
−0.08 (4). Le plateau aux grandes valeurs de k permet d’extraire la valeur du
contact C pour cette valeur de a. La figure de droite montre l’importance d’avoir
une bascule très rapide de la longueur de diffusion depuis la valeur d’intérêt jus-
qu’à la valeur nulle utilisée pour le temps de vol. Pour les mesures données sur
la figure de gauche, cette bascule est effectuée avec un taux de 1.4 G/µs. Figures
extraites de STEWART, GAEBLER et al. (2010).

faites sur des systèmes complexes comme le gaz de Fermi autour de la
limite unitaire ou le gaz de Bose en interaction forte (STEWART, GAEBLER

et al. 2010 ; SAGI, DRAKE et al. 2012 ; WILD, MAKOTYN et al. 2012). Nous
allons nous concentrer ici sur les résultats obtenus sur le gaz de Fermi.

Les expériences décrites par STEWART, GAEBLER et al. (2010) ont été
menées sur un gaz de potassium 40 (un fermion), préparé dans un mélange
équilibré de ses deux états Zeeman de plus basse énergie, | ↓〉 ≡ |F =
9/2,mF = −9/2〉 et | ↑〉 ≡ |F = 9/2,mF = −7/2〉. Le gaz contient N =
2 105 atomes au total, il est confiné dans un piège lumineux et refroidi
par évaporation à une température T = 0.11TF avec kBTF = EF. À la fin
de l’évaporation, la force des interactions entre les deux états de spin est
ajustée à la valeur désirée en modifiant lentement le champ magnétique
extérieur grâce à une résonance de Fano–Feshbach.

Intéressons-nous ici à la mesure de la distribution en impulsion. Une
fois que le régime stationnaire était atteint pour la longueur de diffusion
souhaitée, STEWART, GAEBLER et al. (2010) ont basculé très rapidement le
champ magnétique vers la valeur pour laquelle a = 0, puis mesuré l’éta-
lement du nuage atomique dans un temps de vol. Comme l’énergie d’in-
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teraction est nulle pendant le temps de vol, cet étalement donne accès à
la distribution en impulsion initiale. Il est essentiel que la modification du
champ magnétique soit très rapide, pour éviter une conversion significa-
tive de l’énergie d’interaction initiale en énergie cinétique supplémentaire.
Les résultats de cette mesure d’impulsion sont montrés en figure 9. On
constate que l’aile varie effectivement comme k−4, et on obtient ainsi une
première détermination du contact proche de résonance C ≈ 2.2NkF.

Nous reviendrons au chapitre suivant sur d’autres caractérisations du
contact faites par le groupe de Boulder, une fois que nous aurons décrit un
autre outil d’étude, la spectroscopie radio-fréquence.

4-2 Lois d’échelle pour le contact

Dans le cas d’un gaz de Fermi à deux composantes, on peut don-
ner quelques éléments sur la valeur du contact dans les régimes asymp-
totiques. Nous allons distinguer les trois cas rencontrés successivement
quand on balaye une résonance de Fano–Feshbach. Nous nous limitons
ici au cas de la température nulle (figure 10) de sorte que toutes les phases
envisagées ci-dessous sont superfluides.

— Du côté a < 0 et relativement loin de la résonance, on trouve le régime
BCS avec kF|a| � 1. L’énergie d’interaction dans l’état fondamental se
calcule simplement dans une approche champ moyen 4

Eint ≈
1

L3

(
N

2

)2
4π~2a

m
(82)

ce qui conduit pour ce régime à :

a < 0 : C ≈ 4π2a2nN ⇔ C

NkF
≈ 4

3
(kFa)2 (83)

On retrouve un résultat similaire à celui de l’approche de Bogoliubov
pour des bosons (31), à un facteur 4 près.

4. Les corrections issues de la théorie BCS sont exponentiellement petites et sont donc
négligées ici.

0
0

BCS crossover BEC (dimères)

∝ a2 ∝ 1/a2πη

1/kFa

C

NkF

FIGURE 10. Variation "schématique" du contact C avec la longueur de diffusion
pour un gaz de Fermi à deux composantes. Le trait en pointillé montre la prédiction
(86) pour une longueur de diffusion a petite et positive, le gaz consistant alors en
une assemblée de dimères. Le trait en tirets bleus représente la prédiction (83)
pour la limite BCS, pour une longueur de diffusion a négative et petite en valeur
absolue. Le but de la courbe en trait continu rouge est simplement de donner une
idée de la variation de C/NkF dans les différents régimes de valeurs de kFa, mais
elle ne fournit pas de valeur précise.

— À résonance, c’est-à-dire au seuil d’apparition de l’état lié à deux
corps, la longueur de diffusion devient infinie. Il n’y a alors plus
d’échelle de longueur associée aux interactions et on trouve la situa-
tion invariante d’échelle mentionnée plus haut ; par simple analyse di-
mensionnelle et dans le cas T = 0, on s’attend à ce que l’énergie en ce
point s’écriveE = 3

5NEF ξ où ξ est un paramètre sans dimension (uni-
versel) qui doit être calculé numériquement ou mesuré expérimenta-
lement. Au voisinage de ce point, on attend une première correction
linéaire en 1/a et l’énergie doit se mettre sous la forme (toujours par
analyse dimensionnelle) :

E ≈ NEF

(
3

5
ξ − η

kFa

)
(84)

où η est un autre paramètre universel sans dimension. Le contact vaut
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alors

a = ±∞ :
C

NkF
= 2πη (85)

Il n’y a pas d’expression analytique connue pour ce coefficient η et sa
détermination théorique est un problème théorique ardu. En pratique,
un calcul numérique (Monte Carlo quantique) donne 2πη = 2.95 (10)
(DRUT, LÄHDE et al. 2011), en bon accord avec les résultats expéri-
mentaux de LAURENT, PIERCE et al. (2017) que nous discuterons au
chapitre suivant, et ceux encore plus récents de MUKHERJEE, PATEL

et al. (2019) et CARCY, HOINKA et al. (2019).

— Dans le cas où l’état lié à deux corps est apparu 5, la longueur de dif-
fusion a est positive. Cet état lié concerne un atome ↑ et un atome
↓, et il a pour énergie ≈ −~2/(ma2). Comme le nombre d’atomes est
supposé ici être le même pour les deux états de spin, le gaz contient
N↑ = N↓ = N/2 dimères et l’énergie de son état fondamental vaut
E = −N~2/(2ma2), ce qui conduit à :

a > 0 : C ≈ 4π

a
N ⇔ C

NkF
≈ 4π

kFa
(86)

La contribution de l’interaction dimère-dimère, caractérisée par la lon-
gueur de diffusion add ≈ 0.6 a (PETROV, SALOMON et al. 2004), s’écrit
dans l’approximation du champ moyen

Edd =
π~2add

4m
nN (87)

et sa contribution au contact est d’ordre supérieur à ce qui est donné
en (86).

4-3 Études numériques

Pour tester les prédictions que nous avons décrites, BLUME & DAILY

(2009) et YIN & BLUME (2015) ont calculé numériquement l’énergie et les
distributions en position et en impulsion d’un petit nombre de particules

5. Nous admettons ici qu’il n’ya pas formation d’agrégats plus gros que ces dimères, voir
par exemple PETROV (2003) et CASTIN, MORA et al. (2010) et ENDO & CASTIN (2015).
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Etudes numériques
Blume & Daily (2009), Yin & Blume (2015)

  à  fermions confinés dans un piège harmonique, avec un potentiel d’interaction gaussienN = 4 10

Diagonalisation de l’hamiltonien à  corpsN

Energie totale

Distribution en impulsion

Fonction de corrélation spatiale à deux corps{

!i" The amplitude at large r decreases with increasing as
−1,

reflecting the fact that the four-fermion system becomes
more compact with increasing attraction. !ii" As as

−1 increases
from −10aho

−1 to 0 !and to even larger values", the scaled pair
distribution functions develop a two peak structure that re-
flects the formation of pairs. The peak at smaller interparticle
up-down distances r corresponds to the formation of a pair,
while the peak at larger r values !r#1aho–1.5aho" reflects
the fact that the second up-atom and the second down-atom
are pushed away from the first pair due to the Pauli exclusion
principle !i.e., the formation of self-bound trimers and tet-
ramers is prohibited". !iii" The scaled pair distribution func-
tions vanish at r=0 for all s-wave scattering lengths; for
numerical reasons, the first point of Ppair!r" is not calculated
at r=0 but at r=0.005aho. The vanishing of Ppair!r"r2 at r
=0 is accompanied by a sharp drop of Ppair!r"r2 at r values of
the order of a few times the range r0. The scaled pair distri-

bution functions behave universally when r is larger than a
few times the range r0; for smaller r, the pair distribution
functions acquire nonuniversal behavior.

To illustrate the universal range independent behavior of
the scaled pair distribution functions, Fig. 5 shows the quan-
tity !4!"2Ppair!r"r2 for a number of different r0 but fixed
s-wave scattering length, i.e., for aho /as=−10 !corresponding
to as=−0.1aho". For this scattering length, the condition r0
" $as$ is approximately fulfilled if r0#0.02aho. In agreement
with this condition, the universal part of the pair distribution
functions Ppair!r", i.e., the part where Ppair!r" is independent

-10 -5 0 5 10
aho / as

-0.008

-0.004

0

0.004

0.008

(I
vi

ri
al

-I
ad

ia
)/

I ad
ia

FIG. 3. !Color online" Fractional difference %Ivirial!as"
− Iadia!as"& / Iadia!as" as a function of the inverse s-wave scattering
length as
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FIG. 4. !Color online" Scaled pair distribution functions
!4!"2Ppair!r"r2 as a function of r for r0=0.005aho. Panel !a" shows
the scaled pair distribution functions for aho /as=−10, −5, −2.5,
−1.5, −1, −0.5, and 0 !from bottom to top at r=0.25aho". Panels !b"
and !c" show the scaled pair distribution functions for r$0.3aho and
r%0.3aho, respectively, for aho /as=0.5, 1, 1.5, 2.5, 5, and 10 %from
!b" bottom to top at r=0.05aho and !c" top to bottom at r=2aho&.
Note the different scales of the axes in panels !a"–!c".

-10 -5 0 5 10
aho / as

0.1

1

10

100

1000

Ia
ho

-10 -7.5 -5 -2.5 0
aho / as

0

20

40

Ia
ho

0 5 10
aho / as

0

200

400

600

Ia
ho

(a)

(b)

(c)

FIG. 2. !Color online" Integrated contact intensities Iadia!as",
Ivirial!as", Ipair!as", and Ik!as" as a function of the inverse s-wave
scattering length as

−1. Solid and dotted lines show the integrated
contact intensities Iadia!as" and Ivirial!as" calculated according to
Eqs. !2" and !3", respectively, using the extrapolated zero-range
quantities as input !the two data sets are nearly indistinguishable on
the scale shown and compared in more detail in Fig. 3". Circles and
squares show the integrated contact intensities Ipair!as" and Ik!as",
respectively, determined from the pair distribution functions and the
momentum distributions for r0=0.005aho !see text for details".
Panel !a" shows the entire crossover region on a logarithmic scale,
while panels !b" and !c" show the negative and positive scattering
length regions on a linear scale.
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TABLE IV. Zero-range contact C(0) at unitarity for N = 3 − 10.
Column 2 reports the zero-range contact C(0) determined using
the adiabatic energy relation. C(0) for the (1,1) system, obtained
analytically from the implicit eigenequation derived in Ref. [33],
is 4

√
2πa−1

ho = 10.026513a−1
ho . C(0) for the (2,1) system, obtained

semianalytically using the hyperspherical coordinate framework
[31,34,35], is 10.468967a−1

ho .

(N1,N2) C(0)aho

(2,1) 10.469(1)
(2,2) 25.74(1)
(3,2) 25.20(1)
(3,3) 40.39(8)
(3,4) 38.2(2)
(4,4) 55.4(5)
(5,4) 56.9(9)
(5,5) 72.3(8)

In addition to the energies, we calculate the contact at
unitarity. To remove the leading-order range dependence, we
analyze the quantities CZRA,0(r0) and CZRA,1(r0). While the
energies EZRA,0(r0) and EZRA,1(r0) approach the r0 = 0 limit
from above and below, respectively, for all N considered, the
contacts CZRA,0(r0) and CZRA,1(r0) approach the r0 = 0 limit
from either above or below. Specifically, fitting CZRA,0(r0) to
a function of the form c0 + c1r0 + c2r

2
0 , we find that c1 is

positive for N = 4, very close to zero for N = 6, negative
for N = 8, and again positive for N = 10. For the odd-N
systems, c1 is always positive. The pair distribution functions
exhibit an analogous range dependence in the r0 # r # aho
region (see Figs. 9 and 10 of the Supplemental Material for
the N = 5 and 8 systems), suggesting that the intricate N
and r0 dependence of the contact is a real effect and not an
artifact of our numerics. Our convergence studies support this
interpretation. Table IV reports the zero-range contact C(0) for
N = 3 − 10 at unitarity obtained by extrapolating CZRA,1(r0)
to the zero-range limit. The error bars in parentheses account
for the zero-range extrapolation error and the basis set error.
The r0 = 0 extrapolations of CZRA,0(r0) and of the contact
extracted from the pair distribution functions agree with the
values reported in Table IV but have larger error bars. The
contact exhibits an interesting even-odd pattern. Specifically,
for the N = 4 and 5 systems (and the 6 and 7 systems and
the 8 and 9 systems), the contacts are roughly equal, reflecting
the fact that these neighboring even-odd systems contain the
same number of pairs. To zeroth order, the contact scales as N2
times the contact of the two-body system, i.e., linearly with the
number of pairs. Since C(0) scales with N2, the r0 # r # aho
region of the scaled pair distribution functions 4πP12(r)r2

approximately collapse to a single curve if multiplied by N1.
This approximate collapse is illustrated in Figs. 4(c) and 4(d).

Figure 5 shows the radial density P1(r) of the ground state
at unitarity for even N and r0 = 0.06aho. We note that the
convergence of the radial density in the small-r regime is not
as good as that of the pair distribution function, especially
for large N and small r0. P1(r) peaks at r = 0 for the (2,2)
system, is relatively flat in the small-r region for the (3,3)
and (5,5) systems, and peaks around 0.6aho for the (4,4)
system. To estimate the range dependence, we calculate P1(r)
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FIG. 4. (Color online) Panels (a) and (c) show the scaled pair
distribution functions 4πP12(r)r2 and 4πN1P12(r)r2, respectively, of
the ground state at unitarity for the (2,2) system (solid line), (3,3)
system (dashed line), (4,4) system (dotted line), and (5,5) system
(dash-dotted line). Panels (b) and (d) show the scaled pair distribution
functions 4πP12(r)r2 and 4πN1P12(r)r2, respectively, of the ground
state at unitarity for the (2,1) system (solid line), (3,2) system (dashed
line), (4,3) system (dotted line), and (5,4) system (dash-dotted line).
The calculations are performed for r0 = 0.06aho.

for different r0 for the (2,2), (3,3), and (4,4) systems. For a
given system, the r ! 0.5aho region of P1(r) increases with
decreasing two-body range r0 (see Fig. 8 of the Supplemental
Material [27]). The changes with r0 are relatively small and
the densities displayed in Fig. 5 show the generic behavior of
trapped Fermi gases with short-range interactions. Figure 6
shows Pj (r), j = 1 and 2, for the odd-N systems at unitarity
for r0 = 0.06aho. P1(r) and P2(r) peak at r = 0 for the (2,1)
system, are relatively flat in the small-r region for the (3,2) and
(5,4) systems, and peak around 0.5aho for the (4,3) system.
We find that the range dependence of the radial density for
the odd-N systems is similar to that for the even-N systems
(see Fig. 7 of the Supplemental Material [27]).

To gain insights into the pairing of the particles, Fig. 7
shows the integrated quantities N̄j (r),

N̄j (r) = 4πNj

∫ r

0
Pj (r ′)r ′2dr ′, (14)
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FIG. 5. (Color online) Radial density P1(r) of the ground state at
unitarity for the (2,2) system (solid line), (3,3) system (dashed line),
(4,4) system (dotted line), and (5,5) system (dash-dotted line). The
calculations are performed for r0 = 0.06aho.
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FIGURE 11. Variation du contact avec 1/a calculée par BLUME & DAILY (2009).
La ligne continue rouge représente la valeur déduite de la dérivée de l’énergie totale
par rapport à 1/a [eq. (47)]. Les valeurs indiquées par des cercles verts [resp.
carrés bleus] sont obtenues à partir de la distribution de paires G2(r) [resp. la
distribution en impulsion n(k)]. La variation de C avec 1/a est conforme à ce que
nous avons montré en figure 10.

confinées dans un piège harmonique isotrope. L’article initial de BLUME &
DAILY (2009) portait sur N = 4 particules, 2 en ↑ et 2 en ↓. YIN & BLUME

(2015) ont ensuite pu mener les calculs jusqu’à N = 10.

Le potentiel de confinement harmonique de pulsation ω fournit
l’échelle de longueur naturelle pour le problème, aho =

√
~/mω. Pour ces

calculs, le potentiel d’interaction entre deux atomes est choisi gaussien de
portée b : V (r) = −V0 e−r

2/2r20 avec V0 > 0, i.e. une portée b ∼ 2r0. Pour
une valeur donnée de r0, la profondeur V0 est ajustée pour être proche
d’une résonance à énergie nulle ; rappelons qu’il s’agit du point où un état
lié est sur le point d’apparaître ou vient d’apparaître, la longueur de diffu-
sion a divergeant en ce point. Le paramètre r0 est choisi petit devant aho,
avec typiquement r0/aho = 10−2 à 10−1. La limite du pseudo-potentiel est
obtenue en prenant la limite r0 → 0, pour une longueur de diffusion a
constante.

BLUME & DAILY (2009) ont vérifié numériquement que les différentes
manières de calculer le contact, à partir de (i) l’énergie totale, (ii) la fonc-
tion de corrélation spatiale à deux corps et (iii) de la distribution en impul-
sion conduisaient à des valeurs très proches de C. Les différents résultats
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Etudes numériques
Blume & Daily (2009), Yin & Blume (2015)

  à  fermions confinés dans un piège harmonique, avec un potentiel d’interaction gaussienN = 4 10

Diagonalisation de l’hamiltonien à  corpsN

Energie totale

Distribution en impulsion

Fonction de corrélation spatiale à deux corps{

!i" The amplitude at large r decreases with increasing as
−1,

reflecting the fact that the four-fermion system becomes
more compact with increasing attraction. !ii" As as

−1 increases
from −10aho

−1 to 0 !and to even larger values", the scaled pair
distribution functions develop a two peak structure that re-
flects the formation of pairs. The peak at smaller interparticle
up-down distances r corresponds to the formation of a pair,
while the peak at larger r values !r#1aho–1.5aho" reflects
the fact that the second up-atom and the second down-atom
are pushed away from the first pair due to the Pauli exclusion
principle !i.e., the formation of self-bound trimers and tet-
ramers is prohibited". !iii" The scaled pair distribution func-
tions vanish at r=0 for all s-wave scattering lengths; for
numerical reasons, the first point of Ppair!r" is not calculated
at r=0 but at r=0.005aho. The vanishing of Ppair!r"r2 at r
=0 is accompanied by a sharp drop of Ppair!r"r2 at r values of
the order of a few times the range r0. The scaled pair distri-

bution functions behave universally when r is larger than a
few times the range r0; for smaller r, the pair distribution
functions acquire nonuniversal behavior.

To illustrate the universal range independent behavior of
the scaled pair distribution functions, Fig. 5 shows the quan-
tity !4!"2Ppair!r"r2 for a number of different r0 but fixed
s-wave scattering length, i.e., for aho /as=−10 !corresponding
to as=−0.1aho". For this scattering length, the condition r0
" $as$ is approximately fulfilled if r0#0.02aho. In agreement
with this condition, the universal part of the pair distribution
functions Ppair!r", i.e., the part where Ppair!r" is independent
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FIG. 3. !Color online" Fractional difference %Ivirial!as"
− Iadia!as"& / Iadia!as" as a function of the inverse s-wave scattering
length as
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FIG. 4. !Color online" Scaled pair distribution functions
!4!"2Ppair!r"r2 as a function of r for r0=0.005aho. Panel !a" shows
the scaled pair distribution functions for aho /as=−10, −5, −2.5,
−1.5, −1, −0.5, and 0 !from bottom to top at r=0.25aho". Panels !b"
and !c" show the scaled pair distribution functions for r$0.3aho and
r%0.3aho, respectively, for aho /as=0.5, 1, 1.5, 2.5, 5, and 10 %from
!b" bottom to top at r=0.05aho and !c" top to bottom at r=2aho&.
Note the different scales of the axes in panels !a"–!c".
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FIG. 2. !Color online" Integrated contact intensities Iadia!as",
Ivirial!as", Ipair!as", and Ik!as" as a function of the inverse s-wave
scattering length as

−1. Solid and dotted lines show the integrated
contact intensities Iadia!as" and Ivirial!as" calculated according to
Eqs. !2" and !3", respectively, using the extrapolated zero-range
quantities as input !the two data sets are nearly indistinguishable on
the scale shown and compared in more detail in Fig. 3". Circles and
squares show the integrated contact intensities Ipair!as" and Ik!as",
respectively, determined from the pair distribution functions and the
momentum distributions for r0=0.005aho !see text for details".
Panel !a" shows the entire crossover region on a logarithmic scale,
while panels !b" and !c" show the negative and positive scattering
length regions on a linear scale.
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TABLE IV. Zero-range contact C(0) at unitarity for N = 3 − 10.
Column 2 reports the zero-range contact C(0) determined using
the adiabatic energy relation. C(0) for the (1,1) system, obtained
analytically from the implicit eigenequation derived in Ref. [33],
is 4

√
2πa−1

ho = 10.026513a−1
ho . C(0) for the (2,1) system, obtained

semianalytically using the hyperspherical coordinate framework
[31,34,35], is 10.468967a−1

ho .

(N1,N2) C(0)aho

(2,1) 10.469(1)
(2,2) 25.74(1)
(3,2) 25.20(1)
(3,3) 40.39(8)
(3,4) 38.2(2)
(4,4) 55.4(5)
(5,4) 56.9(9)
(5,5) 72.3(8)

In addition to the energies, we calculate the contact at
unitarity. To remove the leading-order range dependence, we
analyze the quantities CZRA,0(r0) and CZRA,1(r0). While the
energies EZRA,0(r0) and EZRA,1(r0) approach the r0 = 0 limit
from above and below, respectively, for all N considered, the
contacts CZRA,0(r0) and CZRA,1(r0) approach the r0 = 0 limit
from either above or below. Specifically, fitting CZRA,0(r0) to
a function of the form c0 + c1r0 + c2r

2
0 , we find that c1 is

positive for N = 4, very close to zero for N = 6, negative
for N = 8, and again positive for N = 10. For the odd-N
systems, c1 is always positive. The pair distribution functions
exhibit an analogous range dependence in the r0 # r # aho
region (see Figs. 9 and 10 of the Supplemental Material for
the N = 5 and 8 systems), suggesting that the intricate N
and r0 dependence of the contact is a real effect and not an
artifact of our numerics. Our convergence studies support this
interpretation. Table IV reports the zero-range contact C(0) for
N = 3 − 10 at unitarity obtained by extrapolating CZRA,1(r0)
to the zero-range limit. The error bars in parentheses account
for the zero-range extrapolation error and the basis set error.
The r0 = 0 extrapolations of CZRA,0(r0) and of the contact
extracted from the pair distribution functions agree with the
values reported in Table IV but have larger error bars. The
contact exhibits an interesting even-odd pattern. Specifically,
for the N = 4 and 5 systems (and the 6 and 7 systems and
the 8 and 9 systems), the contacts are roughly equal, reflecting
the fact that these neighboring even-odd systems contain the
same number of pairs. To zeroth order, the contact scales as N2
times the contact of the two-body system, i.e., linearly with the
number of pairs. Since C(0) scales with N2, the r0 # r # aho
region of the scaled pair distribution functions 4πP12(r)r2

approximately collapse to a single curve if multiplied by N1.
This approximate collapse is illustrated in Figs. 4(c) and 4(d).

Figure 5 shows the radial density P1(r) of the ground state
at unitarity for even N and r0 = 0.06aho. We note that the
convergence of the radial density in the small-r regime is not
as good as that of the pair distribution function, especially
for large N and small r0. P1(r) peaks at r = 0 for the (2,2)
system, is relatively flat in the small-r region for the (3,3)
and (5,5) systems, and peaks around 0.6aho for the (4,4)
system. To estimate the range dependence, we calculate P1(r)
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FIG. 4. (Color online) Panels (a) and (c) show the scaled pair
distribution functions 4πP12(r)r2 and 4πN1P12(r)r2, respectively, of
the ground state at unitarity for the (2,2) system (solid line), (3,3)
system (dashed line), (4,4) system (dotted line), and (5,5) system
(dash-dotted line). Panels (b) and (d) show the scaled pair distribution
functions 4πP12(r)r2 and 4πN1P12(r)r2, respectively, of the ground
state at unitarity for the (2,1) system (solid line), (3,2) system (dashed
line), (4,3) system (dotted line), and (5,4) system (dash-dotted line).
The calculations are performed for r0 = 0.06aho.

for different r0 for the (2,2), (3,3), and (4,4) systems. For a
given system, the r ! 0.5aho region of P1(r) increases with
decreasing two-body range r0 (see Fig. 8 of the Supplemental
Material [27]). The changes with r0 are relatively small and
the densities displayed in Fig. 5 show the generic behavior of
trapped Fermi gases with short-range interactions. Figure 6
shows Pj (r), j = 1 and 2, for the odd-N systems at unitarity
for r0 = 0.06aho. P1(r) and P2(r) peak at r = 0 for the (2,1)
system, are relatively flat in the small-r region for the (3,2) and
(5,4) systems, and peak around 0.5aho for the (4,3) system.
We find that the range dependence of the radial density for
the odd-N systems is similar to that for the even-N systems
(see Fig. 7 of the Supplemental Material [27]).

To gain insights into the pairing of the particles, Fig. 7
shows the integrated quantities N̄j (r),

N̄j (r) = 4πNj

∫ r

0
Pj (r ′)r ′2dr ′, (14)
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FIG. 5. (Color online) Radial density P1(r) of the ground state at
unitarity for the (2,2) system (solid line), (3,3) system (dashed line),
(4,4) system (dotted line), and (5,5) system (dash-dotted line). The
calculations are performed for r0 = 0.06aho.
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Ḡ2(r) r2 aho

C̄aho
2πN

FIGURE 12. Fonction r2G2(r)/N donnant la corrélation spatiale de paires ↑↓ à
la limite unitaire a =∞ pour différents nombres de particules. Figure extraite de
YIN & BLUME (2015).

sont reportés en figure 11. BLUME & DAILY (2009) ont par ailleurs testé
le théorème du viriel généralisé démontré par WERNER (2008), qui donne
également accès à la valeur du contact.

YIN & BLUME (2015) ont élargi ce calcul à un nombre de particules pou-
vant aller jusqu’à N = 10. Cela permet d’avoir une première intuition de
ce que serait la limite thermodynamique pour ce système. Nous avons re-
porté sur la figure 12 les résultats obtenus pour la fonction r2G2(r)/N pour
N = 4, 6, 8 et 10 dans le régime unitaire a =∞. On constate que les courbes
obtenues pour différentes valeurs de N se regroupent entre elles dans le
domaine de distance b . r � aho (avec ici r0 = 0.06 aho), comme attendu.

4-4 Résonance de Fano–Feshbach et fraction moléculaire

Comme expliqué en détail dans le cours de l’an passé, les résonances de
Fano–Feshbach sont un outil extrêmement puissant pour modifier la lon-
gueur de diffusion décrivant la collision en onde s de deux atomes. Nous
partons d’un gaz d’atomes d’hamiltonien Ĥat conduisant à la longueur de
diffusion abg. Nous supposons qu’en plus des interactions standard dé-
crites par abg, une paire d’atomes entrant en collision (canal "ouvert") peut
former de manière temporaire un état |φ0〉 d’un canal fermé, correspondant
à une molécule di-atomique, avant de se séparer (figure 13). L’énergie de
|φ0〉 peut être ajustée par rapport à la référence d’énergie E = 0 du canal

0
Canal d’entrée ouvert

Canal fermé

|φ0〉Ef

distance entre atomes r

E
n
er

g
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FIGURE 13. Principe d’une résonance de Fano–Feshbach.

ouvert en variant par exemple le champ magnétique B ambiant.

On suppose connue la loi donnant la longueur de diffusion a(B), loi
généralement mise sous la forme :

a(B) = abg

(
1− B1

B −B0

)
, (88)

qui traduit un comportement résonnant autour de B = B0. Quand |B −
B0| � B1, le couplage entre les deux canaux n’a plus d’effet significatif
et la longueur de diffusion reprend sa valeur de fond abg. La loi (88) est
donnée par la résolution du problème à deux corps (cf. cours 2021) et on
cherche à relier cette loi à la valeur du contactC (WERNER, TARRUELL et al.
2009).

Pour un gaz d’atomes de spin 1/2, l’hamiltonien décrivant le gaz peut
se mettre sous la forme

Ĥ = Ĥat +
∑

K

(
~2K2

4m
+ Edim(B)

)
b†KbK + V̂at,dim (89)

où b̂†K crée une molécule |φ0〉 d’impulsion ~K et de masse 2m.

Plaçons-nous à température nulle pour simplifier et notons E l’énergie
de l’état fondamental du gaz. Considérons la dérivée ∂E

∂B prise à volume
et nombre de particules constants. Le théorème de Hellmann–Feynman
donne

∂E

∂B
= 〈∂Ĥ

∂B
〉 = µ〈Nφ0〉 (90)
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Contact et résonance de Fano-Feshbach

Werner, Tarruell, Castin

Données expérimentales de Partridge et al., 2005 sur un gaz de 6Li
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exponential decay, followed by a much slower two-body
process. As the temperature of the cloud is T ’ 0:75TF,
this initial fast decay may indicate the presence of uncon-
densed paired fermions [12] or finite-lifetime molecules.
The slower (two-body) process is ascribed to free-bound
photoassociation, which is supported by the fact that the
extracted two-body rate coefficient, K2 ! 4:9"3:3# $
10%10 "cm3 s%1#="Wcm%2#, agrees well with the calcu-
lated value of 9:8"2:6# $ 10%10 "cm3 s%1#="Wcm%2# ob-
tained using the expression forK2 given in Ref. [11], where
the uncertainties arise mainly from the temperature
determination.

Figure 4 shows the extracted values of Z for fields
between 600 and 920 G. Below 600 G, the dressed mole-
cule lifetime is too short to obtain a reliable measurement
of Z. Also shown in Fig. 4 are the results of a coupled
channels calculation, which represents an exact two-body
theory. An analytic expression for Z on the BEC side of the
resonance has been given in Ref. [13] and is in good
agreement with our calculation. While the two-body theory
accurately represents the data for fields below resonance,
there is complete disagreement above resonance. Two-
body theory predicts that Z goes to zero as the resonance
is approached, since the size of the dressed molecules
diverges at resonance and produces a vanishing overlap
with the excited molecules. The measured quantity, how-
ever, continues smoothly through resonance, decreasing
exponentially with increasing field. Although the closed-
channel fraction is finite and measurable, its magnitude
above resonance is sufficiently small, & 10%5, that the
expectation of the number of closed-channel molecules is
less than one.

The small closed-channel fraction suggests comparison
with a single-channel model. We note that ! is proportional

to the integral over volume of the local pair correlation
function G2"r; r# ! h ̂y

# "r# ̂y
" "r# ̂""r# ̂#"r#i, where  ̂" and

 ̂# are the fermionic field operators for atoms in different
internal states. In the mean-field approximation G2 may be
factorized as G2"r; r# ! n2"r# & h ̂y

# "r# ̂y
" "r#ih ̂""r# ̂#"r#i,

where the first term is the Hartree term with atom density
n"r# ! n""r# ! n#"r#. This term gives rise to a slow two-
body photoassociation process as was observed in the high-
temperature data of Fig. 3. The second term is nonzero only
for correlated pairs and is proportional to j"j2, the square
of the order parameter. In the BCS limit, j"j2 /
!2Fe

%"="kFjaj#, whereas in the BEC limit, j"j2 / !2F="kFa#
[14], which is simply proportional to n"r#, and produces a
rapid one-body loss. In Fig. 5 the data are compared with
these functional forms. The fact that the data have the
correct dependence on "kFa#%1 in the BEC and BCS limits
is suggestive that such an approach has captured the essen-
tial physics. Note that noncondensed pairs [12] will give
rise to a similar factorization of G2 but it is not expected to
have the same dependence on kFa. Although the order
parameter presented in Fig. 5 comes from a single-channel
model, it is the underlying closed-channel part, albeit
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FIG. 4. Z vs B. The closed circles represent the value of Z
extracted from measured values of !. In the case of the 920 G
point, the loss is not exponential, but the value of ! is taken to be
the initial loss rate. The uncertainty in Z is approximately equal
to the size of the closed circles, and is due mainly to uncertainty
in the probe laser intensity. The dotted line shows a comparison
with results obtained from a coupled channels calculation [15].
The vertical dashed lines represent the boundaries of the strongly
interacting regime, kFjaj> 1, where kF is evaluated using
typical values of N at the low- and high-field extremes.
Although shot-to-shot variations in N are 30%, the average value
of N at each field is between 13000 and 90000 due to day to day
variations. TF is between 200 and 600 nK due to differences in N
as well as the trap frequencies. For all the data, T < Tc and for
the points above 850 G, T < 0:5Tc, where Tc refers to the critical
temperature at 695 G. The gas is expected to be adiabatically
cooled by the increasing field ramp for fields above 755 G [16].
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FIG. 3. Same as for Fig. 2, except at 865 G. The dashed line in
the case of the full trap depth data (closed circles) is a fit to a
‘‘two-fluid’’ model where one component decays via a rapid
one-body loss process and the other via a slower two-body loss
process. Approximately 75% of the gas is lost by the initial fast
process.
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Z = ⟨Nϕ0⟩
N/2

Les dimères  sont excités optiquement par un laser 
auxiliaire et on détecte les pertes correspondantes

|ϕ0⟩

⟨Nϕ0⟩ = ℏ2

4πma2μ
da
dB

C
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the (fermionic) Lee-Huang-Yang correction. This leads to4

F
(

1

kF a

)
=

512

945π2
(kF a)2

×
[
1 +

(
256

35π2
− 63 + 189 ln2

1024

)
kF a + . . .

]
. (23)

Around the unitary limit 1/(kF a) → 0 we use the expan-
sion

f

(
1

khom
F a

)
= ξ − ζ

khom
F a

+ . . . , (24)

which gives for the trapped gas:

F(0) =
27

52 × 7π

ζ

ξ1/4
$ 0.28 (25)

where we took the estimates

ξ $ 0.41 (26)

ζ $ 0.95 . (27)

The estimate for ξ is obtained by averaging the predic-
tions of [32] (ξ = 0.42(1)), of [26] (ξ = 0.449(9)), of [33]
(ξ = 0.42(1)) and of [27] (ξ = 0.37(5)). The estimate for
ζ is obtained from the calculation of the short range pair
correlation of [34], see Section 3.1, and is close to the value
ζ $ 1.0 that may be extracted directly from the values of
f in [32] by approximating the derivative by a two-point
formula5.

2.3 Comparison to Rice experiment

At Rice [5] the quantity Z = Nb/(N/2) was measured for
a lithium gas, by resonantly exciting the closed-channel
molecules with a laser that transfers them to another,
short-lived molecular state; the molecule depletion reflects
into a reduction of the atom number that can be measured.

We now compare the Rice results to our prediction (8).
We first insert (9,10) into (8) which gives

Nb = NkF R∗F
(

1

kF a

) (
1 − abg

a

)2

(28)

4 For a small positive scattering length 0 < kF a ! 1, equa-
tions (22,23) also apply to the atomic gas state; since the inter-
action potentials considered here have a two-body bound state
for a > 0, this atomic gas state is only metastable [49], the
ground state being the BEC of dimers considered previously
(cf. Eq.(21)).

5 The values (26,27) of ξ and ζ can be inserted into the ex-
pressions [50,51] for the derivatives of the frequencies of the
hydrodynamic collective modes with respect to 1/(kF a) taken
at unitarity. The resulting slope is compatible with the exper-
imental data for the radial mode [12,52], while the agreement
with the data for the axial mode [53] is only marginal. The
data from [12] agree very well for all positive values of a with
the theoretical result [54] obtained from the fixed-node Monte
Carlo equation of state [32], while in [52,53] finite-temperature
effects may play a role [12,54,55].
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Fig. 1. Derivative −dE/d(1/a) of the energy E of a trapped
two-component Fermi gas, where a is the s-wave scatter-
ing length. Solid line: theoretical prediction combining the
Lee-Huang-Yang formulas (19, 22) in the weakly interacting
regimes with an interpolation of the fixed-node Monte Carlo
results of [32,34] in the strongly interacting regime (see
Appendix D). Dashed lines: analytical predictions in the
weakly interacting regimes, on the BEC side (21) and on the
BCS side (23). Cross: result (25) at unitarity. Circles (with
error bars): experimental measurement of the number Nb of
closed-channel molecules in a lithium gas at Rice [5], com-
bined with the present theory linking dE/d(1/a) to Nb, see
(28). (a): linear scale on the vertical axis. (b): logarithmic scale.
−dE/d(1/a) is expressed in units of N!2kF /m. All the theo-
retical predictions are obtained in the local-density approxi-
mation.

where the function F is defined in (15). The length R∗
depends on the interchannel coupling and is related to
the width of the Feshbach resonance as:

R∗ =
!2

mabgµb∆B
. (29)

For the B0 $ 834 G Feshbach resonance in 6Li, we
have µb $ 2µB where µB is the Bohr magneton [21],
∆B = −300 G, abg = −1405a0 where a0 = 0.0529177 nm
is the Bohr radius [56]; this gives R∗ = 0.0269 nm. From
the Rice data for Nb/N , using (28), we thus get values
of F , i.e. of dE/d(1/a), that we compare in Figure 1 to
theoretical predictions, given in the local-density approxi-
mation either by the expansions (21,23) in the weakly in-
teracting regime, or by (25) at the unitary limit, or by an
interpolation of the Monte Carlo results of [32,34] in the
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FIGURE 14. Variation de la fraction Z de molécules du canal fermé |φ0〉 dans
un gaz de 6Li autour de la résonance de Fano–Feshbach située à B0 = 834 G. Le
régime de condensat de dimères faiblement liés correspond à la région B < B0.
Figure extraite de PARTRIDGE, STRECKER et al. (2005)

où µ = dEdim

dB représente le moment magnétique 6 de |φ0〉 et où Nφ0
=∑

K b†KbK est l’opérateur donnant le nombre de molécules |φ0〉 présentes.
Par ailleurs, cette dérivée peut être reliée au contact puisque

∂E

∂B
=
∂E

∂a

da

dB
=

~2C

4πma2

da

dB
(91)

la quantité da
dB se déduisant directement de (88). On obtient ainsi la relation

recherchée entre population de l’état dimère et contact :

〈Nφ0
〉 =

~2

4πma2µ

da

dB
C (92)

Ce résultat, dû à WERNER, TARRUELL et al. (2009), se généralise au cas
de la température non nulle, la dérivée de l’énergie du gaz étant dans ce
cas prise à entropie constante. Il a été testé par WERNER, TARRUELL et al.
(2009) sur les résultats expérimentaux obtenus par PARTRIDGE, STRECKER

et al. (2005) (groupe de Rice University) bien avant que la théorie ne soit
développée.

6. On a supposé ici implicitement que le moment magnétique des atomes libres était nul.
Si ce n’est pas le cas, il suffit de remplacer dans ce qui suit µ par δµ, c’est-à-dire la différence
entre le moment magnétique de |φ0〉 et celui de la paire d’atomes du canal ouvert.
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Données expérimentales de Partridge et al., 2005 sur un gaz de 6Li

0
Canal d’entrée ouvert

Canal fermé
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exponential decay, followed by a much slower two-body
process. As the temperature of the cloud is T ’ 0:75TF,
this initial fast decay may indicate the presence of uncon-
densed paired fermions [12] or finite-lifetime molecules.
The slower (two-body) process is ascribed to free-bound
photoassociation, which is supported by the fact that the
extracted two-body rate coefficient, K2 ! 4:9"3:3# $
10%10 "cm3 s%1#="Wcm%2#, agrees well with the calcu-
lated value of 9:8"2:6# $ 10%10 "cm3 s%1#="Wcm%2# ob-
tained using the expression forK2 given in Ref. [11], where
the uncertainties arise mainly from the temperature
determination.

Figure 4 shows the extracted values of Z for fields
between 600 and 920 G. Below 600 G, the dressed mole-
cule lifetime is too short to obtain a reliable measurement
of Z. Also shown in Fig. 4 are the results of a coupled
channels calculation, which represents an exact two-body
theory. An analytic expression for Z on the BEC side of the
resonance has been given in Ref. [13] and is in good
agreement with our calculation. While the two-body theory
accurately represents the data for fields below resonance,
there is complete disagreement above resonance. Two-
body theory predicts that Z goes to zero as the resonance
is approached, since the size of the dressed molecules
diverges at resonance and produces a vanishing overlap
with the excited molecules. The measured quantity, how-
ever, continues smoothly through resonance, decreasing
exponentially with increasing field. Although the closed-
channel fraction is finite and measurable, its magnitude
above resonance is sufficiently small, & 10%5, that the
expectation of the number of closed-channel molecules is
less than one.

The small closed-channel fraction suggests comparison
with a single-channel model. We note that ! is proportional

to the integral over volume of the local pair correlation
function G2"r; r# ! h ̂y

# "r# ̂y
" "r# ̂""r# ̂#"r#i, where  ̂" and

 ̂# are the fermionic field operators for atoms in different
internal states. In the mean-field approximation G2 may be
factorized as G2"r; r# ! n2"r# & h ̂y

# "r# ̂y
" "r#ih ̂""r# ̂#"r#i,

where the first term is the Hartree term with atom density
n"r# ! n""r# ! n#"r#. This term gives rise to a slow two-
body photoassociation process as was observed in the high-
temperature data of Fig. 3. The second term is nonzero only
for correlated pairs and is proportional to j"j2, the square
of the order parameter. In the BCS limit, j"j2 /
!2Fe

%"="kFjaj#, whereas in the BEC limit, j"j2 / !2F="kFa#
[14], which is simply proportional to n"r#, and produces a
rapid one-body loss. In Fig. 5 the data are compared with
these functional forms. The fact that the data have the
correct dependence on "kFa#%1 in the BEC and BCS limits
is suggestive that such an approach has captured the essen-
tial physics. Note that noncondensed pairs [12] will give
rise to a similar factorization of G2 but it is not expected to
have the same dependence on kFa. Although the order
parameter presented in Fig. 5 comes from a single-channel
model, it is the underlying closed-channel part, albeit
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FIG. 4. Z vs B. The closed circles represent the value of Z
extracted from measured values of !. In the case of the 920 G
point, the loss is not exponential, but the value of ! is taken to be
the initial loss rate. The uncertainty in Z is approximately equal
to the size of the closed circles, and is due mainly to uncertainty
in the probe laser intensity. The dotted line shows a comparison
with results obtained from a coupled channels calculation [15].
The vertical dashed lines represent the boundaries of the strongly
interacting regime, kFjaj> 1, where kF is evaluated using
typical values of N at the low- and high-field extremes.
Although shot-to-shot variations in N are 30%, the average value
of N at each field is between 13000 and 90000 due to day to day
variations. TF is between 200 and 600 nK due to differences in N
as well as the trap frequencies. For all the data, T < Tc and for
the points above 850 G, T < 0:5Tc, where Tc refers to the critical
temperature at 695 G. The gas is expected to be adiabatically
cooled by the increasing field ramp for fields above 755 G [16].
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FIG. 3. Same as for Fig. 2, except at 865 G. The dashed line in
the case of the full trap depth data (closed circles) is a fit to a
‘‘two-fluid’’ model where one component decays via a rapid
one-body loss process and the other via a slower two-body loss
process. Approximately 75% of the gas is lost by the initial fast
process.
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Z = ⟨Nϕ0⟩
N/2

Les dimères  sont excités optiquement par un laser 
auxiliaire et on détecte les pertes correspondantes

|ϕ0⟩

⟨Nϕ0⟩ = ℏ2

4πma2μ
da
dB

C
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the (fermionic) Lee-Huang-Yang correction. This leads to4

F
(

1

kF a

)
=

512

945π2
(kF a)2

×
[
1 +

(
256

35π2
− 63 + 189 ln2

1024

)
kF a + . . .

]
. (23)

Around the unitary limit 1/(kF a) → 0 we use the expan-
sion

f

(
1

khom
F a

)
= ξ − ζ

khom
F a

+ . . . , (24)

which gives for the trapped gas:

F(0) =
27

52 × 7π

ζ

ξ1/4
$ 0.28 (25)

where we took the estimates

ξ $ 0.41 (26)

ζ $ 0.95 . (27)

The estimate for ξ is obtained by averaging the predic-
tions of [32] (ξ = 0.42(1)), of [26] (ξ = 0.449(9)), of [33]
(ξ = 0.42(1)) and of [27] (ξ = 0.37(5)). The estimate for
ζ is obtained from the calculation of the short range pair
correlation of [34], see Section 3.1, and is close to the value
ζ $ 1.0 that may be extracted directly from the values of
f in [32] by approximating the derivative by a two-point
formula5.

2.3 Comparison to Rice experiment

At Rice [5] the quantity Z = Nb/(N/2) was measured for
a lithium gas, by resonantly exciting the closed-channel
molecules with a laser that transfers them to another,
short-lived molecular state; the molecule depletion reflects
into a reduction of the atom number that can be measured.

We now compare the Rice results to our prediction (8).
We first insert (9,10) into (8) which gives

Nb = NkF R∗F
(

1

kF a

) (
1 − abg

a

)2

(28)

4 For a small positive scattering length 0 < kF a ! 1, equa-
tions (22,23) also apply to the atomic gas state; since the inter-
action potentials considered here have a two-body bound state
for a > 0, this atomic gas state is only metastable [49], the
ground state being the BEC of dimers considered previously
(cf. Eq.(21)).

5 The values (26,27) of ξ and ζ can be inserted into the ex-
pressions [50,51] for the derivatives of the frequencies of the
hydrodynamic collective modes with respect to 1/(kF a) taken
at unitarity. The resulting slope is compatible with the exper-
imental data for the radial mode [12,52], while the agreement
with the data for the axial mode [53] is only marginal. The
data from [12] agree very well for all positive values of a with
the theoretical result [54] obtained from the fixed-node Monte
Carlo equation of state [32], while in [52,53] finite-temperature
effects may play a role [12,54,55].
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Fig. 1. Derivative −dE/d(1/a) of the energy E of a trapped
two-component Fermi gas, where a is the s-wave scatter-
ing length. Solid line: theoretical prediction combining the
Lee-Huang-Yang formulas (19, 22) in the weakly interacting
regimes with an interpolation of the fixed-node Monte Carlo
results of [32,34] in the strongly interacting regime (see
Appendix D). Dashed lines: analytical predictions in the
weakly interacting regimes, on the BEC side (21) and on the
BCS side (23). Cross: result (25) at unitarity. Circles (with
error bars): experimental measurement of the number Nb of
closed-channel molecules in a lithium gas at Rice [5], com-
bined with the present theory linking dE/d(1/a) to Nb, see
(28). (a): linear scale on the vertical axis. (b): logarithmic scale.
−dE/d(1/a) is expressed in units of N!2kF /m. All the theo-
retical predictions are obtained in the local-density approxi-
mation.

where the function F is defined in (15). The length R∗
depends on the interchannel coupling and is related to
the width of the Feshbach resonance as:

R∗ =
!2

mabgµb∆B
. (29)

For the B0 $ 834 G Feshbach resonance in 6Li, we
have µb $ 2µB where µB is the Bohr magneton [21],
∆B = −300 G, abg = −1405a0 where a0 = 0.0529177 nm
is the Bohr radius [56]; this gives R∗ = 0.0269 nm. From
the Rice data for Nb/N , using (28), we thus get values
of F , i.e. of dE/d(1/a), that we compare in Figure 1 to
theoretical predictions, given in the local-density approxi-
mation either by the expansions (21,23) in the weakly in-
teracting regime, or by (25) at the unitary limit, or by an
interpolation of the Monte Carlo results of [32,34] in the
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FIGURE 15. Points : données de PARTRIDGE, STRECKER et al. (2005) réexpri-
mées en fonction du contact par l’intermédiaire de (92). Courbe continue : prédic-
tion pour le contact d’un gaz de Fermi de spin 1/2. Figure extraite de WERNER,
TARRUELL et al. (2009).

L’expérience de Rice avait été menée sur un gaz de 6Li, préparé initia-
lement dans le régime de dimères faiblement liés d’énergie ∼ −~2/ma2,
en se plaçant sur le côté a > 0 de la résonance de Fano–Feshbach située à
B = 834 G. Rappelons que pour une résonance de Fano–Feshbach large, un
dimère d’énergie −~2/ma2 n’a qu’un faible recouvrement avec l’état mo-
léculaire |φ0〉 du canal fermé : la principale contribution à ce dimère vient
du canal ouvert.

On balaye ensuite lentement le champ magnétique pour amener le gaz
dans le régime que l’on souhaite étudier. On mesure la fraction d’atomes
dans le canal "fermé" de la résonance de Feshbach, l’état moléculaire |φ0〉,
grâce à un laser qui porte cette molécule dans un état excité. Il en résulte
un processus d’émission spontanée de photons et une perte de particules
que l’on détecte.

Les résultats de cette mesure de la fraction Z = 2〈Nφ0〉/N d’atomes
dans l’état moléculaire |φ0〉 sont montrés en figure 14. On constate que cette
fraction est toujours petite devant 1, comme attendu pour une résonance
de Fano–Feshbach large. WERNER, TARRUELL et al. (2009) ont utilisé ces
données pour en déduire la valeur du contact grâce à (92). Le résultat est
montré en figure 15 : l’accord entre les données de PARTRIDGE, STRECKER

et al. (2005) et la modélisation théorique est remarquable.
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Chapitre VI

Les différentes facettes du contact à deux corps

Nous continuons dans ce dernier chapitre notre étude du contact com-
mencée au chapitre 5. Rappelons que le contact C est une quantité qui per-
met, pour un système dilué, de relier les aspects de la physique à deux
corps, comme la fonction de distribution de pairesG2(r), à la thermodyna-
mique à l’équilibre du gaz, son énergie interne E par exemple (voir figure
1). Pour un gaz de fermions de spin 1/2, ce lien entre propriétés microsco-
pique et macroscopiques est a priori possible quelle que soit la force des
interactions – caractérisée par la longueur de diffusion a– et la dégénéres-
cence du gaz – caractérisée par la densité dans l’espace des phases nλ3.
Pour un gaz de bosons, des restrictions sont à apporter sur la densité et la
longueur de diffusion pour éviter que des processus à plus de deux corps
ne viennent jouer un rôle significatif.

Notre but dans ce chapitre est de présenter une série de mesures du
contact mettant en jeu des techniques spectroscopiques ou l’étude des
pertes induites par les collisions entre atomes. Pour mettre en place le for-
malisme permettant de décrire ces mesures, il est utile de reformuler les
résultats du chapitre précédent en terme du pseudo-potentiel V̂pp, c’est-
à-dire un potentiel de portée b = 0. Cette reformulation n’est pas ano-
dine : elle s’accompagne d’une divergence de certaines quantités caractéri-
sant le système, son énergie cinétique par exemple. Nous montrerons que
cette divergence est compensée par la divergence de l’autre composante
de l’énergie du fluide, l’énergie d’interaction, la somme des deux énergies,
c’est-à-dire la fonction thermodynamique énergie interne E étant quant à
elle convergente, comme il se doit.

4

Le contact à deux corps

Contact
C

Fonction de corrélation  
à deux corps  ∝ C/r2

Variable thermodynamique  

 C ∝ ∂E
∂a

Théorème du viriel  

 PL3 − 2
3 E ∝ C

Distribution en  
impulsion  ∝ C/k4

Une notion qui relie microscopique (observables à un ou deux corps) et macroscopique

Valable pour tout système dilué, en interaction faible ou forte (au moins pour les fermions)
FIGURE 1. Les différents liens établis par le contact à deux corps introduit au
chapitre 5.

Une fois mis en place le formalisme pour décrire un potentiel de portée
nulle, nous passerons à la modélisation d’une expérience de spectroscopie
radio-fréquence et nous montrerons comment les corrélations à courte por-
tée étudiées au chapitre précédent se traduisent sur la forme de la raie de
résonance, en particulier son aile. Nous décrirons les observations expéri-
mentales de cette aile, ainsi que d’autres manifestations du contact pour
un gaz de fermions, comme les pertes d’atomes induites par la présence
d’impuretés au sein du gaz.

La dernière partie de ce chapitre sera consacrée au gaz de Bose. Nous
y expliquerons brièvement pourquoi les processus à trois corps de type
Efimov rendent la situation plus complexe que pour les fermions. Nous
décrirons des expériences mettant en évidence le contact à deux corps dans
différents régimes de densité, en nous limitant à des situations où les effets
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CHAPITRE VI. LES DIFFÉRENTES FACETTES DU CONTACT À DEUX CORPS § 1. Contact et pseudo-potentiel

à trois corps ne jouent pas de rôle significatif.

1 Contact et pseudo-potentiel

1-1 Rappels sur la définition du contact

Au chapitre précédent, partant d’une fonction d’onde Φ(r1, . . . , rN )
pour N particules, nous avons défini le contact C à partir de la fonction
de corrélation à deux corps. Nous nous sommes intéressés en particulier
au cas d’une résonance de diffusion, quand la longueur de diffusion a de-
vient beaucoup plus grande que la portée du potentiel b.

Rappelons la démarche suivie dans le cas d’un gaz de fermions de spin
1/2. Supposons ce gaz équilibré, c’est-à-dire N↑ = N↓ = N/2 et affectons
les indices impairs (resp. pairs) aux particules de spin ↑ (resp. ↓). La fonc-
tion Φ(r1, . . . , rN ) est donc antisymétrique par tout échange d’indices im-
pairs, et également antisymétrique par tout échange d’indices pairs.

Nous avons introduit la fonction de corrélation à deux corps

G2,↑↓(r
′,0; r,0) = 〈Ψ̂†↑(r′)Ψ̂

†
↓(0)Ψ̂↓(0)Ψ̂↑(r)〉 (1)

=
N2

4

∫
d3r3 . . . d

3rN Φ∗(r′,0, r3, . . . , rN )

× Φ(r, 0, r3, . . . , rN ),

puis, en utilisant la fonction d’onde d’énergie nulle ψ0(r) décrivant l’état
de la variable relative dans une collision entre deux particules, nous avons
expliqué que la fonction de corrélation à deux corps pouvait se mettre sous
la forme

r, r′ � d, a : G2,↑↓(r
′,0; r,0) ≈ C

(4π)2a2
ψ0(r′) ψ0(r) (2)

où d = n−1/3 est la distance moyenne entre particules et où le contactC dé-
crit l’effet des N − 2 corps restants. Nous avons écrit une relation similaire
pour une assemblée de bosons sans spin ou polarisés.

Nous nous sommes également intéressés à la distribution en impulsion

n(k) associée et nous avons montré pour des fermions de spin 1/2 que :

Fermions :
1

a
� k � 1

b
: n↑(k) = n↓(k) ≈ C

k4
. (3)

Une question naturelle à ce stade concerne l’extension de ces résultats
au cas d’un potentiel de portée b = 0, c’est-à-dire le pseudo-potentiel V̂pp.
L’utilisation du pseudo-potentiel permet de simplifier notablement les cal-
culs et de dégager d’autres lois d’échelle remarquables, comme nous le
verrons à propos de la spectroscopie radio-fréquence.

Rappelons qu’en réalité, les potentiels inter-atomiques ont une portée
b non nulle, de l’ordre de la longueur de van der Waals RvdW. Si l’utili-
sation du pseudo-potentiel conduit à une expression divergente pour une
certaine quantité physique, il est important de garder en mémoire cette
limitation naturelle aux courtes distances (RvdW . r) ou, de manière équi-
valent, aux grandes impulsions (k . R−1

vdW).

1-2 La limite d’une portée b nulle

Dans le cas limite d’un potentiel de portée nulle, la queue de la distri-
bution en impulsion n(k) = C/k4 donnée en (3) s’étend jusqu’à l’infini. On
en déduit immédiatement que l’énergie cinétique

Ecin =
1

(2π)3

∫
~2k2

2m
[n↑(k) + n↓(k)] d3k (4)

diverge puisque l’intégrande tend vers une constante à l’infini :

1

(2π)3

~2k2

2m

2C

k4
4πk2 =

~2C

2π2m
. (5)

Le remède habituel à ce type de divergence "ultra-violette" est de pla-
cer une coupure dans l’espace des impulsions. Si on note kmax la borne
supérieure de l’intégrale sur k, l’énergie cinétique s’écrit donc :

Fermions : Ecin =
~2Ckmax

2π2m
+ . . . (6)
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où ". . . " représente une contribution finie et régulière. On remarquera
que la présence de termes en k−5 pourrait invalider cette affirmation, en
conduisant à une divergence en log(kmax). Heureusement, on peut mon-
trer que la présence de tels termes est exclue dans le cas du gaz de Fermi
considéré ici (TAN 2008c).

Pour rendre plus quantitative cette limite de portée nulle, nous allons
maintenant aborder le problème en modélisant l’interaction entre atomes
par le pseudo-potentiel.

1-3 L’approche pseudo-potentiel

Dans le cas d’une interaction binaire décrite par le pseudo-potentiel

V̂pp [ψ(r)] = g δ(r)
∂

∂r
[rψ(r)]

∣∣∣∣
r=0

avec g =
4π~2a

m
, (7)

on peut déterminer de manière exacte les états de diffusion ψk(r) et l’éven-
tuel état lié ψlie(r) (cf. cours 2020-21). Un état de diffusion d’énergie E =
~2k2/2mr (mr = m/2 est la masse réduite) s’écrit

ψk(r) = eik·r − a

1 + ika

eikr

r
(8)

avec notamment pour l’énergie nulle, la fonction d’onde normalisée :

ψ0(r) =
a

L3

(
1

r
− 1

a

)
. (9)

L’état lié existe si et seulement si a > 0 et s’écrit :

ψlie(r) =
1√
2πa

e−r/a

r
(10)

d’énergie E = −~2/ma2.

Rappelons également l’action du pseudo-potentiel sur une fonction
présentant une divergence en 1/r :

ψ(r) =
α

r
+ ψreg(r) ⇒ Vpp [ψ(r)] = g ψreg(0) δ(r) (11)

Chaque état propre (8,9,10) a le même comportement au voisinage de
l’origine :

ψ(r) ∝ 1

r
− 1

a
+ O(r) (12)

et ce comportement, qui lie les coefficients du terme en r−1 et du terme
en r0, est donc partagé par toutes les fonctions physiquement acceptables
en présence du pseudo-potentiel ; il constitue le domaine de l’hamiltonien
faisant intervenir ce pseudo-potentiel.

Ce comportement se généralise à un système à N corps, si les inter-
actions binaires sont décrites par le pseudo-potentiel. La fonction d’onde
fermionique Φ(r1, r2, r3, . . . , rN ) introduite plus haut vérifie dans ce cas :

Φ(r1, r2, r3, . . . , rN ) ∝
(

1

r12
− 1

a

)
Φ̃(R, r3, . . . , rN ) (13)

quand la distance r12 tend vers 0. On a posé ici R = (r1 +r2)/2 et supposé
que R était différent de tous les rj , j = 3, . . . , N . La fonction de corrélation
à deux corps vaut aux courtes distances 1 :

G2,↑↓(r
′,0; r,0) ≈ C

(4π)2L3

(
1

r′
− 1

a
+O(r′)

)(
1

r
− 1

a
+O(r)

)
. (14)

Considérons maintenant l’énergie d’interaction. Nous prenons là en-
core le cas de N fermions de spin 1/2. Cette énergie d’interaction s’évalue
à partir de

Eint =
N2

4

∫
Φ∗(r1, r2, . . . , rN )

{
V̂pp(r12) [Φ(r1, r2, . . . , rN )]

}
d3r1 . . . d

3rN

(15)
En utilisant (14), on trouve

Eint =
C

(4π)2

∫ (
1

r
− 1

a

) [
V̂pp

(
1

r
− 1

a

)]
d3r

= − ~2C

4πm

∫ (
1

r
− 1

a

)
δ(r) d3r, (16)

1. Le comportement indiqué en (14) est une conséquence directe de l’argument présenté
au chapitre précédent, selon lequel G2,↑↓(r′,0; r,0) peut être vu comme l’élément de ma-
trice en point de vue position d’un opérateur hermitien. Cet opérateur peut être mis sous la
forme diagonale

∑
γjφ
∗
j (r
′)φj(r) et chaque fonction φj vérifie (12) puisqu’elle appartient

au domaine de l’hamiltonien.
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avec une contribution manifestement divergente puisqu’on doit faire agir
la distribution de Dirac sur la fonction 1/r.

Comme pour le calcul de l’énergie cinétique, mettons une coupure en
k à une valeur kmax, ce qui revient à lisser la divergence de 1/r en r = 0
sur un domaine d’extension k−1

max. On peut alors calculer l’intégrale (16) en
utilisant

1

r
=

1

2π2

∫
eik·r

k2
d3k (17)

de sorte que

1

r
δ(r) =

1

2π2

∫
eik·r

k2
δ(r) d3k =

2kmax

π
δ(r) (18)

d’où

Fermions : Eint =
~2C

4πm

(
−2kmax

π
+

1

a

)
(19)

Les deux contributions linéairement divergentes en kmax de l’énergie
cinétique et de l’énergie d’interaction sont donc égales en valeur absolue
et de signes opposés. Elles se compensent exactement quand on calcule
l’énergie totale, c’est-à-dire la fonction thermodynamique considérée au
chapitre précédent : cette fonction est donc finie, même pour un potentiel
de portée b = 0. Une forme commode pour cette énergie totale est

Fermions : E =
∑

σ=↑↓

1

(2π)3

∫
~2k2

2m

[
nσ(k)− C

k4

]
d3k +

~2C

4πma

(20)
où les termes divergents de l’énergie cinétique et de l’énergie d’interaction
ont été isolés et se sont compensés.

Pour les bosons, si on oublie les effets à trois corps, on trouve de même

Bosons sans Efimov : E =
1

(2π)3

∫
~2k2

2m

[
n(k)− C

k4

]
d3k +

~2C

8πma

(21)
Les états d’Efimov qui apparaissent au voisinage d’une résonance de dif-
fusion viennent compliquer la situation en introduisant une autre compo-
sante dans la distribution en impulsion, variant comme k−5 (CASTIN &

WERNER 2011). La divergence induite pour l’énergie cinétique n’est que
logarithmique et elle est compensée par un terme supplémentaire prove-
nant des effets à trois corps dans l’énergie d’interaction (BRAATEN, KANG

et al. 2011).

1-4 Le cas d’un potentiel en "vrai" Dirac

Une méthode communément utilisée (cf. chapitre 3) pour décrire un
potentiel de portée négligeable consiste à utiliser une véritable distribution
de Dirac ḡ δ(r), associée à la coupure kmax dans l’espace des moments, et à
choisir

1

g
=

1

ḡ
+
mkmax

2π2~2
,

1

a
=

1

ā
+

2kmax

π
, (22)

où g = 4π~2a/m est la constante de couplage "physique" et ḡ = 4π~2ā/m
la constante de couplage "nue".

La contrainte (22) s’obtient en imposant à la fonction propre ψ0(r) =
1
r − 1

a d’énergie nulle pour p̂2/2mr + V̂pp d’être également fonction propre
d’énergie nulle pour p̂2/2mr + ḡδ(r) :

−~2

m
∇2

(
1

r
− 1

a

)
+ ḡδ(r)

(
1

r
− 1

a

)
= 0 (23)

soit

δ(r)

[
4π~2

m
+ ḡ

(
2

kmax
− 1

a

)]
= 0 (24)

où l’on a utilisé ∇2(1/r) = −4πδ(r) et 1
r

∣∣
0

= 2kmax/π [cf. (18)].

Dans un calcul, les résultats intermédiaires peuvent faire intervenir la
constante de couplage "nue" ḡ et/ou la coupure kmax, mais les quantités
physiques doivent être calculées en prenant la limite kmax → ∞ et elles
doivent s’exprimer à l’aide de g uniquement. Quand ce n’est pas possible,
cela signifie que l’on est en présence d’un problème dont la réponse dé-
pend explicitement de la portée b du potentiel.

On constate que l’énergie d’interaction (19) s’écrit dans ces conditions

Fermions : Eint =
~4C

m2ḡ
(25)

106



CHAPITRE VI. LES DIFFÉRENTES FACETTES DU CONTACT À DEUX CORPS § 2. Contact et spectroscopie radio-fréquence

et une expression similaire pour des bosons hors effet Efimov :

Bosons sans Efimov : Eint =
~4C

2m2ḡ
(26)

Ce n’est donc pas une quantité physique, tout comme l’énergie cinétique
(6) qui fait explicitement intervenir kmax. En revanche, l’énergie totale ne
fait intervenir que la constante de couplage physique g.

Vérifions maintenant que l’on peut retrouver directement le résultat
(25-26) pour un potentiel en "vrai" Dirac. Considérons des bosons sans spin
pour simplifier les notations. L’hamiltonien s’écrit dans ces conditions

Ĥ = Ĥcin + Ĥint (27)

avec

Ĥint =
ḡ

2
K̂ et K̂ =

∫
ψ̂†(r)ψ̂†(r)ψ̂(r)ψ̂(r) d3r (28)

d’où l’énergie d’interaction

Eint = 〈Ĥint〉 =
ḡ

2
〈K̂〉. (29)

La quantité 〈K̂〉 fait intervenir la valeur de la fonction G2(r′1, r
′
2; r1, r2)

quand les quatre points sont identiques, soit pour un système uniforme :

〈K̂〉 = L3 G2(0, 0; 0, 0). (30)

Reprenons l’expression (14) de G2 aux courtes distances. On voit apparaître
de nouveau la "valeur en 0" de la fonction 1/r, que nous avons donnée en
(18). Reportons cette valeur dans l’expression (2) de G2 :

G2(0, 0) =
C

(4π)2L3

(
2kmax

π
− 1

a

)2

=
~4C

L3m2

1

ḡ2
. (31)

La fonction de corrélation G2 prise en r1 = r2 n’est donc pas une quantité
physique pour un gaz en interaction, puisqu’elle fait intervenir le couplage
nu ḡ et non le couplage physique g. Elle diverge quand on prend la limite
kmax → ∞. La situation pour un gaz en interaction est donc radicalement
différente du cas du gaz parfait (NARASCHEWSKI & GLAUBER 1999).

Revenons maintenant à l’énergie d’interaction (29)

Eint =
ḡ

2
〈K̂〉 =

ḡ

2
L3 ~4C

L3m2

1

ḡ2
. (32)

Ce résultat coïncide bien avec celui annoncé en (26).

Pour résumer, l’utilisation du couple (ḡ, kmax), suivi de la limite kmax →
∞ sous la condition (22) reliant ḡ, kmax au couplage réel g permet donc
de mener les calculs de manière relativement simple et transparente. C’est
la méthode que nous allons utiliser dans la partie suivante consacrée à la
spectroscopie radio-fréquence.

2 Contact et spectroscopie radio-fréquence

2-1 Position du problème

La spectroscopie radio-fréquence est un moyen puissant pour analyser
les propriétés d’un gaz quantique. Alors que pour un atome isolé, le spectre
d’absorption n’est composé que de raies discrètes, le spectre d’un gaz en
interaction est généralement un continuum dont la forme de raie, le centre
de gravité et les ailes renseignent sur la nature des états à N particules
pouvant exister au sein du fluide.

Nous allons nous intéresser ici au cas d’un gaz de fermions de spin 1/2.
L’idée est d’éclairer le gaz avec une onde électromagnétique de pulsation
ω qui peut induire une transition depuis un des deux états internes ato-
miques, ↑ par exemple, vers un troisième état que nous noterons e (figure
2). Le fait de choisir une onde "radio-fréquence", donc de grande longueur
d’onde, entraîne que le passage de ↑ vers e ne s’accompagne d’aucun trans-
fert d’impulsion, contrairement à ce qui se passerait si on utilisait un fais-
ceau lumineux (spectroscopie de Bragg). Les classes d’impulsion dont nous
allons parler dans la suite sont celles qui sont naturellement peuplées dans
l’état stationnaire du gaz, en particulier lors de l’interaction entre deux
atomes proches.

Nous allons étudier ici la variation avec ω du taux de transfert Γ(ω), et
nous allons regarder deux grandeurs :
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Position du problème 

↑
↓

e

ω0 ω

} Gaz en interaction 
faible ou forte  a↑↓

On peut ajuster l’interaction 
  et   entre    et  ,ae↑ ae↓ e ↑ ↓

Spectroscopie radiofréquence : sonde sans transfert d’impulsion (contrairement à la diffraction de Bragg)

Centre de gravité du spectre

⟨ω⟩ ≡ ∫ ω Γ(ω) dω
∫ Γ(ω) dω

≈ ω0 + ( 1
a↑↓

− 1
ae↓ ) ℏ

4πm
C
N↑

FIGURE 2. Principe de la spectroscopie radio-fréquence pour un gaz de Fermi à
deux composantes. Une onde radio-fréquence couple un des deux états de spin, ici
↑, à un troisième état interne noté e.

— La position moyenne de la résonance fait intervenir le contact et s’écrit
dans la limite des grandes longueurs de diffusion |a↑↓|, |ae↓| � b :

〈ω〉 ≡
∫
ω Γ(ω) dω∫
Γ(ω) dω

≈ ω0 +

(
1

a↑↓
− 1

ae↓

)
~C

4πmN↑
(33)

où ω0 désigne la fréquence de transition ↑e d’un atome isolé (on sup-
posera ici ω0 > 0 pour fixer les idées).

— Quand les atomes dans l’état e n’interagissent pas avec les atomes ↓
(ae↓=0), le déplacement moyen (33) diverge. On peut montrer que cela
est dû à l’apparition d’une aile à grand désaccord de Γ(ω), qui fait elle
aussi intervenir le contact :

Γ(ω)∫
Γ(ω) dω

≈ 1

4π2N↑

√
~
m

C

(ω − ω0)3/2
(34)

Nous verrons que cette aile est étroitement liée à la décroissance en
1/k4 de la distribution en impulsion.

Ces résultats ont été obtenus à la suite d’une succession de travaux décrits
dans YU & BAYM (2006), BAYM, PETHICK et al. (2007), PUNK & ZWERGER

(2007), HAUSSMANN, PUNK et al. (2009) et PIERI, PERALI et al. (2009) et
BRAATEN, KANG et al. (2010).

2-2 Le centre de gravité du spectre

Le calcul du taux Γ(ω) se fait en utilisant la règle d’or de Fermi, ou d’une
manière équivalente, la théorie de la réponse linéaire. La perturbation créée
par l’onde radio fréquence se décrit par l’opérateur

Ĥrf(t) =
~Ω

2
e−iωt Ŷ + H.c. avec Ŷ =

∫
Ψ̂†e(r) Ψ̂↑(r) d3r, (35)

où Ω est la fréquence de Rabi de la radio-fréquence, proportionnelle à son
champ électromagnétique oscillant. Nous avons fait ici l’approximation
RWA ("champ tournant") en ne gardant que la partie quasi-résonnante (en
e−iωt avec ω > 0) pour le passage de ↑ vers e.

Le taux de transfert s’écrit alors [voir par exemple COHEN-TANNOUDJI,
DIU et al. (1973), XIII-C-3]

Γ(ω) =
π

2
Ω2
∑

Φf

|〈Φf |Ŷ |Φi〉|2 δ[ω − (Ef − Ei)/~]. (36)

Dans cette expression, l’état |Φi〉, d’énergie Ei, représente l’état initial avec
N↑ et N↓ particules dans les deux états de spin ↑ et ↓, et aucune particule
dans l’état e. La somme porte sur tous les états |Φf 〉 (d’énergie Ef ) pos-
sibles. Ces états ont N↑− 1 particules dans l’état ↑, 1 particule dans l’état e,
et toujours N↓ particules dans l’état ↓.

Pour montrer (33), intéressons-nous d’abord au dénominateur∫
Γ(ω) dω. L’intégrale sur ω de la distribution de Dirac donne 1 ; en utili-

sant la relation de fermeture 1̂ =
∑

Φf
|Φf 〉〈Φf |, nous arrivons à :

∫
Γ(ω) dω =

π

2
Ω2 〈Φi| Ŷ † Ŷ |Φi〉 (37)

=
π

2
Ω2

∫
〈Φi|Ψ̂†↑(r) Ψ̂e(r) Ψ̂†e(r

′) Ψ̂↑(r
′)|Φi〉 d3r d3r′.

Pour des fermions, on a la relation d’anti-commutation [Ψ̂e(r), Ψ̂†e(r
′)]+ =

δ(r−r′). Comme l’état |Φi〉 ne contient pas de particule dans l’état e, on en
déduit :

∫
Γ(ω) dω =

π

2
Ω2

∫
〈Φi|Ψ̂†↑(r) Ψ̂↑(r)|Φi〉 d3r =

π

2
Ω2N↑. (38)
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Le calcul du numérateur de (33),
∫
ω Γ(ω) dω, est légèrement plus com-

pliqué. On utilise la présence de δ[ω − (Ef − Ei)/~] pour établir

~ω〈Φi|Ŷ †|Φf 〉 = (Ef − Ei)〈Φi|Ŷ †|Φf 〉 = 〈Φi|[Ŷ †, Ĥ]|Φf 〉, (39)

où Ĥ désigne l’hamiltonien en absence de couplage radio-fréquence. Cela
conduit à (toujours en utilisant une relation de fermeture sur |Φf 〉) :
∫
ω Γ(ω) dω =

π

2~
Ω2

∫
〈Φi|

[
Ψ̂†↑(r) Ψ̂e(r), Ĥ

]
Ψ̂†e(r

′) Ψ̂↑(r
′)|Φi〉 d3r d3r′,

(40)
où l’hamiltonien contient l’énergie interne ~ω0 de l’état e, les termes d’éner-
gie cinétique pour les trois composantes ↑, ↓ et e, et les trois termes d’inter-
action ↑↓, e↓ et e↑.

Constatons pour commencer que les commutateurs de Ψ̂†↑(r)Ψ̂e(r) avec
les termes d’énergie cinétique ainsi qu’avec le couplage e↑ ont une contri-
bution nulle pour l’état initial considéré.

Nous allons traiter ici les termes d’interaction en utilisant de "vrais" po-
tentiels en Dirac, selon la procédure expliquée en § 1-4. Nous introduisons
pour cela les couplages nus ḡ↑↓, ḡe↓, ḡe↑ associés à la même coupure kmax

dans l’espace des impulsions. Dans le calcul du commutateur intervenant
dans (40), les seules contributions non nulles viennent de l’énergie interne
~ω0 de e et des couplages e↓ et ↑↓. On arrive alors à

〈ω〉 = ω0 +
1

~N↑
(ḡe↓ − ḡ↑↓) 〈K̂int〉. (41)

L’opérateur K̂, défini par :

K̂ =

∫
ψ̂†↑(r)ψ̂†↓(r)ψ̂↓(r)ψ̂↑(r) d3r (42)

est la version fermionique de l’opérateur introduit en (28) pour des bosons.
Il a pour moyenne ~4C/(m2ḡ2

↑↓) [cf. (30,31)], ce qui conduit à :

〈ω〉 = ω0 +
āe↓
ā↑↓

(
1

ā↑↓
− 1

āe↓

)
~C

4πmN↑
. (43)

En utilisant l’identité entre couplages nus (ḡ, ā) et couplages physiques
(g, a) :

1

ā↑↓
− 1

āe↓
=

1

a↑↓
− 1

ae↓
, (44)

cette relation peut encore s’écrire :

〈ω〉 = ω0 +
āe↓
ā↑↓

(
1

a↑↓
− 1

ae↓

)
~C

4πmN↑
(45)

Finalement, nous pouvons écrire le rapport āe↓/ā↑↓ comme :

āe↓
ā↑↓

=
kmax − π

2a↑↓

kmax − π
2ae↓

→ 1 quand kmax →∞. (46)

On arrive alors au résultat annoncé en (33). Rappelons que la limite kmax →
∞ doit être comprise physiquement comme kmax ∼ 1/b puisqu’au delà de
cette valeur, la portée du potentiel doit être prise en compte. Le résultat (46)
n’est donc physiquement pertinent que si les longueurs de diffusion sont
telles que |a↑↓|, |ae↓| � b. On pourra consulter l’article de BAYM, PETHICK

et al. (2007) pour une discussion des situations où cette inégalité n’est pas
satisfaite.

On pourrait s’étonner de ne pas voir apparaître de terme d’interaction
proportionnel à ge↑ dans ce qui précède. La raison en est que l’action de
la radio-fréquence consiste à faire basculer chacun des N↑ atomes depuis
l’état | ↑〉 vers l’état cos θ | ↑〉+sin θ |e〉 (avec θ � 1 dans notre approche per-
turbative). Ces N↑ atomes restent tous dans le même état interne, ce sont
donc des fermions polarisés et ils n’interagissent pas entre eux (GUPTA,
HADZIBABIC et al. 2003). La situation serait bien sûr différente si on consi-
dérait des bosons.

2-3 L’aile du spectre radio-fréquence

Nous considérons dans ce paragraphe le cas où les atomes dans l’état e
n’interagissent pas avec les atomes en ↑ et ↓. En particulier, le fait de poser
ae↓ = 0 entraîne la divergence de (33). Nous voulons montrer ici que cette
divergence de l’intégrale

∫
ω Γ(ω) dω provient de l’apparition d’une aile en

(ω − ω0)−3/2, dont l’expression est donnée en (34).

Puisque les atomes dans l’état e évoluent librement, la forme des états
finaux possibles Φf intervenant dans la règle d’or de Fermi (36) est simple :
ce sont des états produits |e : k〉⊗ |Φ(N−1)

f 〉, d’énergie Ef = ~2k2

2m +E
(N−1)
f .
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L’aile du spectre radio-fréquence (suite) 

1 2

photon r.f.

Energie initiale totale de la paire (libre ou liée) 
négligeable devant ω − ω0

+k
−k

Etat initial Etat final

δ[Ef − Ei − ℏω] ⟶ δ [ℏω0 + 2 ℏ2k2

2m
− ℏω]

Taux de transition  aux grands désaccords :Γ(ω) Γ(ω) ≈ πℏΩ2

2
1

(2π)3 ∫ n↑(k) δ [ℏω0 + ℏ2k2

m
− ℏω] d3k

Il suffit d’injecter     pour arriver à : n↑(k) ≈ C
k4

Γ(ω) ≈ Ω2

8π
ℏ
m

C
(ω − ω0)3/2 accès “direct” au contact

FIGURE 3. Processus contribuant à l’aile en (ω − ω0)3/2 du spectre radio-
fréquence.

Un élément de matrice générique intervenant dans (36) s’écrit alors :

〈Φf |Ŷ |Φi〉 =

∫
e−ik·r
√
L3
〈Φ(N−1)

f |Ψ̂↑(r)|Φi〉 d3r. (47)

Quand ω − ω0 est grand, un atome isolé ↑ est quasiment insensible
à la radio-fréquence. Les états finaux dominants sont ceux où la radio-
fréquence fait basculer l’état interne d’un atome ↑, initialement très proche
d’un atome ↓. Selon la valeur de a, ces deux atomes pouvaient, avant la
bascule, former un état lié ou alors être dans un état de collision. Dans les
deux cas, l’impulsion du centre de masse de cette paire était faible, alors
que les distributions en impulsion de chacun des deux partenaires (ou de
manière équivalente, la distribution en impulsion de la variable relative)
pouvaient être larges.

Lors de la bascule de ↑ vers e, l’impulsion totale de la paire est inchan-
gée et reste donc négligeable. L’énergie initiale totale de la paire, Ei, est
supposée faible devant le désaccord ~(ω − ω0), même si ses deux compo-
santes, cinétique et interaction (qui sont de signes opposés), sont chacune
comparables à ce désaccord 2. Une fois le photon radio-fréquence absorbé
et l’atome ↑ passé dans l’état e, les deux atomes n’interagissent plus (fi-
gure 3). Ils se partagent de manière égale l’excès d’énergie ~(ω − ω0), cha-
cun des deux atomes gagnant l’énergie cinétique ~2k2/2m. La distribution
δ[ω − (Ef − Ei)/~] peut alors être approchée par δ(ω − ω0 − ~k2/m).

2. Un raisonnement voisin apparaît dans l’analyse de l’augmentation d’énergie induite
par des pertes d’atomes dans un gaz en interaction (BOUCHOULE, DUBOIS et al. 2021). La
perte d’atomes membres de paires de courte élongation conduit à une divergence du taux
d’accroissement de l’énergie pour un potentiel de portée nulle.

Une fois cette approximation faite, on peut utiliser de nouveau une rela-
tion de fermeture sur les états |Φ(N−1)

f 〉. La somme des carrés des éléments
de matrice du type (47) fait apparaître

Γ(ω) ≈ πΩ2

2

∑

k

∑

Φ
(N−1)
f

|〈e : k| ⊗ 〈Φ(N−1)
f |Ŷ |Φi〉|2 δ

(
ω − ω0 −

~k2

m

)
(48)

ou encore

Γ(ω) ≈ πΩ2

2

∑

k

∫
eik·(r′−r)

L3
〈Φi|Ψ̂†↑(r′) Ψ̂↑(r)|Φi〉

× δ
(
ω − ω0 −

~k2

m

)
d3r d3r′. (49)

On reconnaît la distribution en impulsion pour l’état ↑ :

n↑(k) =

∫
eik·(r′−r) 〈Φi|Ψ̂†↑(r′) Ψ̂↑(r)|Φi〉 d3r d3r′ (50)

de sorte que Γ(ω) s’écrit :

Γ(ω) ≈ πΩ2

2

1

(2π)3

∫
n↑(k) δ

(
ω − ω0 −

~k2

m

)
d3k. (51)

Il suffit alors d’insérer la loi asymptotique n↑(k) ≈ C/k4 pour arriver à
∫
n↑(k) δ

(
ω − ω0 −

~k2

m

)
d3k = 2πC

√
~
m

1

(ω − ω0)3/2
(52)

et

Γ(ω) ≈ Ω2

8π

√
~
m

C

(ω − ω0)3/2
(53)

ce qui correspond à la prédiction (34).

Notons qu’en pratique, ae↓ n’est jamais rigoureusement nulle.
BRAATEN, KANG et al. (2010) montrent que pour ω & ~/ma2

e↓, la décrois-
sante lente en (ω − ω0)−3/2 bascule vers une décroissance plus rapide en
(ω − ω0)−5/2, qui assure la convergence de l’intégrale donnant le déplace-
ment moyen de la raie [voir aussi CHIN & JULIENNE (2005)]. Les correc-
tions liées à la portée b ∼ RvdW du potentiel peuvent aussi jouer un rôle
dans ce domaine des très grands désaccords.
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Les premiers spectres radio-fréquences

Boulder 2010 : gaz de 2 105 atomes de potassium 40 (fermion), avec  pour le niveau fondamental F = 9/2
| ↓ ⟩ ≡ |F = 9/2,mF = − 9/2⟩ | ↑ ⟩ ≡ |F = 9/2,mF = − 7/2⟩

Confinement dans un piège optique et refroidissement par évaporation jusqu’à     ( )T ≈ 0.1 TF a = 40 nm
Rampe adiabatique de  jusqu’à une valeur proche de résonance  ( ), puis mesure du spectrea 1/kFa = − 0.08

Stewart et al., PRL 104 235301

|e⟩ ≡ |F = 9/2,mF = − 5/2⟩

light for the imaging propagates along the axial direction
of the trap, and thus we measure the radial momentum
distribution. Assuming the momentum distribution is
spherically symmetric, we obtain nðkÞ with an inverse
Abel transform.

Figure 1(a) shows an example nðkÞ for a strongly inter-
acting gas with a dimensionless interaction strength
ðkFaÞ#1 of #0:08$ 0:04. The measured nðkÞ exhibits a
1=k4 tail at large k, and we extractC from the average value
of k4nðkÞ for k > kC, where we use kC ¼ 1:85 for
ðkFaÞ#1 >#0:5 and kC ¼ 1:55 for ðkFaÞ#1 <#0:5.
These values for kC are chosen empirically such that for
k & kC, the momentum distributions are in the asymptotic
limit to within our statistical measurement uncertainties.
One issue for this measurement is whether or not the
interactions are switched off sufficiently quickly to accu-
rately measure nðkÞ. The data in Fig. 1(a) were taken using
a magnetic-field sweep rate of _B ¼ 1:2 G

!s to turn off the

interactions for the expansion. In the inset to Fig. 1a, we
show the dependence of the measured C on _B. Using an
empirical exponential fit [line in Fig. 1(a) inset], we esti-
mate that for our typical _B of 1.2 to 1:4 G

!s , C is system-

atically low by about 10%. We have therefore scaled C
measured with this method by 1:1.

The contact is also manifest in rf spectroscopy, where
one applies a pulsed rf field and counts the number of
atoms that are transferred from one of the two original
spin states into a third, previously unoccupied, spin state
[11]. We transfer atoms from the j9=2;#7=2i state to the
j9=2;#5=2i state. It is predicted that the number of atoms
transferred as a function of the rf frequency, ", scales as
"#3=2 for large ", and that the amplitude of this high
frequency tail is C

23=2#2 [12–14]. Here, " ¼ 0 is the single-

particle spin-flip resonance, and " is given in units of
EF=h. This prediction requires that atoms transferred to
the third spin-state have only weak interactions with the
other atoms so that ‘‘final-state effects’’ are small [14–21],
as is the case for 40K atoms. In Fig. 1(b), we plot a
measured rf spectrum, !ð"Þ, multiplied by 23=2#2"3=2.
The rf spectrum is normalized so that its integral equals
0:5. We observe the predicted 1="3=2 behavior for large ",
and obtain C by averaging 23=2#2"3=2!ð"Þ for "> "C,
where we use "C ¼ 5 for ðkFaÞ#1 >#0:5 and "C ¼ 3
for ðkFaÞ#1 <#0:5. These values for "C are chosen such
that for " & "C, !ð"Þ is in its asymptotic limit.
The connection between !ð"Þ and the high-k tail of nðkÞ

can be seen in the Fermi spectral function, which can be
probed using photoemission spectroscopy for ultra cold
atoms [8]. Recent photoemission spectroscopy results on
a strongly interacting Fermi gas [22] revealed a weak,
negatively dispersing feature at high k that persists to
temperatures well above TF. This feature was attributed
to the effect of interactions, or the contact, consistent with
a recent prediction [23]. Atom photoemission spectros-
copy, which is based upon momentum-resolved rf spec-
troscopy, also provides a method for measuring nðkÞ. By
integrating over the energy axis, or equivalently, summing
data taken for different rf frequencies, we obtain nðkÞ. This
alternative method for measuring nðkÞ yields results similar
to the ballistic expansion technique, but avoids the issue of
magnetic-field sweep rates.
In Fig. 2, we show the measured contact for different

values of 1=kFa. We restrict the data to values of 1=kFa
where our magnetic-field sweeps are adiabatic [24].
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FIG. 1. Extracting the contact from the momentum distribution
and rf line shape. (a) Measured momentum distribution for a
Fermi gas at 1

kFa
¼ #0:08$ 0:04. Here, the wave number k is

given in units of kF, and we plot the normalized nðkÞ multiplied
by k4. The dashed line corresponds to 2:2, which is the average
of k4nðkÞ for k > 1:85. (Inset) The measured value for C depends
on the rate of the magnetic-field sweep that turns off the
interactions before time-of-flight expansion. (b) rf line shape
measured for a Fermi gas at 1

kFa
¼ #0:03$ 0:04. Here, " is the

rf detuning from the single-particle Zeeman resonance, given in
units of EF=h. We plot the normalized rf line shape multiplied by
23=2#2"3=2, which is predicted to asymptote to C for large ".
Here, the dashed line corresponds to 2:1, from an average of the
data for "> 5.
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FIG. 2. The contact. We measure the contact, C, as a function
of ðkFaÞ#1 using three different methods. Filled circles corre-
spond to direct measurements of the fermion momentum distri-
bution nðkÞ using a ballistic expansion, in which a fast magnetic-
field sweep projects the many-body state onto a noninteracting
state. Open circles correspond to nðkÞ obtained using atom
photoemission spectroscopy measurements. Stars correspond to
the contact obtained from rf spectroscopy. The values obtained
with these different methods show good agreement. The contact
is nearly zero for a weakly interacting Fermi gas with attractive
interactions (left hand side of plot) and then increases as the
interaction strength increases to the unitarity regime where
ðkFaÞ#1 ¼ 0. The line is a theory curve obtained from Ref. [5].

PRL 104, 235301 (2010) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
week ending
11 JUNE 2010

235301-2

ν = ℏ(ω − ω0)
EF

light for the imaging propagates along the axial direction
of the trap, and thus we measure the radial momentum
distribution. Assuming the momentum distribution is
spherically symmetric, we obtain nðkÞ with an inverse
Abel transform.

Figure 1(a) shows an example nðkÞ for a strongly inter-
acting gas with a dimensionless interaction strength
ðkFaÞ#1 of #0:08$ 0:04. The measured nðkÞ exhibits a
1=k4 tail at large k, and we extractC from the average value
of k4nðkÞ for k > kC, where we use kC ¼ 1:85 for
ðkFaÞ#1 >#0:5 and kC ¼ 1:55 for ðkFaÞ#1 <#0:5.
These values for kC are chosen empirically such that for
k & kC, the momentum distributions are in the asymptotic
limit to within our statistical measurement uncertainties.
One issue for this measurement is whether or not the
interactions are switched off sufficiently quickly to accu-
rately measure nðkÞ. The data in Fig. 1(a) were taken using
a magnetic-field sweep rate of _B ¼ 1:2 G

!s to turn off the

interactions for the expansion. In the inset to Fig. 1a, we
show the dependence of the measured C on _B. Using an
empirical exponential fit [line in Fig. 1(a) inset], we esti-
mate that for our typical _B of 1.2 to 1:4 G

!s , C is system-

atically low by about 10%. We have therefore scaled C
measured with this method by 1:1.

The contact is also manifest in rf spectroscopy, where
one applies a pulsed rf field and counts the number of
atoms that are transferred from one of the two original
spin states into a third, previously unoccupied, spin state
[11]. We transfer atoms from the j9=2;#7=2i state to the
j9=2;#5=2i state. It is predicted that the number of atoms
transferred as a function of the rf frequency, ", scales as
"#3=2 for large ", and that the amplitude of this high
frequency tail is C

23=2#2 [12–14]. Here, " ¼ 0 is the single-

particle spin-flip resonance, and " is given in units of
EF=h. This prediction requires that atoms transferred to
the third spin-state have only weak interactions with the
other atoms so that ‘‘final-state effects’’ are small [14–21],
as is the case for 40K atoms. In Fig. 1(b), we plot a
measured rf spectrum, !ð"Þ, multiplied by 23=2#2"3=2.
The rf spectrum is normalized so that its integral equals
0:5. We observe the predicted 1="3=2 behavior for large ",
and obtain C by averaging 23=2#2"3=2!ð"Þ for "> "C,
where we use "C ¼ 5 for ðkFaÞ#1 >#0:5 and "C ¼ 3
for ðkFaÞ#1 <#0:5. These values for "C are chosen such
that for " & "C, !ð"Þ is in its asymptotic limit.
The connection between !ð"Þ and the high-k tail of nðkÞ

can be seen in the Fermi spectral function, which can be
probed using photoemission spectroscopy for ultra cold
atoms [8]. Recent photoemission spectroscopy results on
a strongly interacting Fermi gas [22] revealed a weak,
negatively dispersing feature at high k that persists to
temperatures well above TF. This feature was attributed
to the effect of interactions, or the contact, consistent with
a recent prediction [23]. Atom photoemission spectros-
copy, which is based upon momentum-resolved rf spec-
troscopy, also provides a method for measuring nðkÞ. By
integrating over the energy axis, or equivalently, summing
data taken for different rf frequencies, we obtain nðkÞ. This
alternative method for measuring nðkÞ yields results similar
to the ballistic expansion technique, but avoids the issue of
magnetic-field sweep rates.
In Fig. 2, we show the measured contact for different

values of 1=kFa. We restrict the data to values of 1=kFa
where our magnetic-field sweeps are adiabatic [24].

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0

2

4

6

8

0 2 4 6 8 10 12
0

2

4

6

0 0.5 1.0 1.5

0

2

)k(n
k4

2/3
)

(

k

C

a b

FIG. 1. Extracting the contact from the momentum distribution
and rf line shape. (a) Measured momentum distribution for a
Fermi gas at 1

kFa
¼ #0:08$ 0:04. Here, the wave number k is

given in units of kF, and we plot the normalized nðkÞ multiplied
by k4. The dashed line corresponds to 2:2, which is the average
of k4nðkÞ for k > 1:85. (Inset) The measured value for C depends
on the rate of the magnetic-field sweep that turns off the
interactions before time-of-flight expansion. (b) rf line shape
measured for a Fermi gas at 1

kFa
¼ #0:03$ 0:04. Here, " is the

rf detuning from the single-particle Zeeman resonance, given in
units of EF=h. We plot the normalized rf line shape multiplied by
23=2#2"3=2, which is predicted to asymptote to C for large ".
Here, the dashed line corresponds to 2:1, from an average of the
data for "> 5.
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FIG. 2. The contact. We measure the contact, C, as a function
of ðkFaÞ#1 using three different methods. Filled circles corre-
spond to direct measurements of the fermion momentum distri-
bution nðkÞ using a ballistic expansion, in which a fast magnetic-
field sweep projects the many-body state onto a noninteracting
state. Open circles correspond to nðkÞ obtained using atom
photoemission spectroscopy measurements. Stars correspond to
the contact obtained from rf spectroscopy. The values obtained
with these different methods show good agreement. The contact
is nearly zero for a weakly interacting Fermi gas with attractive
interactions (left hand side of plot) and then increases as the
interaction strength increases to the unitarity regime where
ðkFaÞ#1 ¼ 0. The line is a theory curve obtained from Ref. [5].
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FIGURE 4. Variation de ν3/2 Γ(ν), où Γ(ν) est le taux de transfert de | ↑〉 vers
|e〉 par une radio-fréquence désaccordée de ν par rapport à la résonance, ν étant
exprimé ici en unité de EF/2π~. Le plateau observé pour les grandes valeurs de
ν permet de déterminer le contact pour la valeur de a choisie [(kFa)−1 = −0.03
pour ces données].Figure extraite de STEWART, GAEBLER et al. (2010).

3 Études expérimentales sur le gaz de Fermi

3-1 Spectroscopie radio-fréquence

Nous avons présenté au chapitre précédent une première partie des ré-
sultats obtenus par le groupe de Boulder en 2010, à partir de la distribution
en impulsion d’un gaz de fermions de 40K avec | ↓〉 ≡ |F = 9/2,mF =
−9/2〉 et | ↑〉 ≡ |F = 9/2,mF = −7/2〉 (STEWART, GAEBLER et al. 2010).
Décrivons maintenant la deuxième étude menée par ce groupe au moyen
de la spectroscopie radio-fréquence, effectuée depuis l’état | ↑〉 vers l’état
|e〉 ≡ |F = 9/2,mF = −5/2〉. Le taux de transfert d’atomes en fonction
du désaccord ω − ω0 est montré en figure 4. On constate que ce taux va-
rie bien comme (ω − ω0)−3/2 aux grands désaccords, et le coefficient de
proportionnalité fournit une autre détermination du contact.

La figure 5 regroupe les deux jeux de données pour le contact, obte-
nus à partir de la distribution en impulsion et de la spectroscopie radio-
fréquence. Un troisième jeu de données a été obtenu avec la technique de

FIGURE 5. Récapitulation des valeurs obtenues pour le contact (en unité deNkF)
par la mesure de la distribution en impulsion (points noirs) et de la spectroscopie
radio-fréquence (étoiles). Le troisième jeu de données utilise la spectroscopie de
photo-émission (PES). La courbe continue est la prédiction théorique de WERNER,
TARRUELL et al. (2009). Figure extraite de STEWART, GAEBLER et al. (2010).

spectroscopie de photo-émission que nous ne décrirons pas ici. Toutes ces
données sont compatibles entre elles et leur variation avec 1/a est en bon
accord avec la discussion qualitative du chapitre précédent.

Récemment, le groupe du MIT dirigé par M. Zwierlein a approfondi
l’étude du contact au point unitaire a = ±∞ par spectroscopie radio-
fréquence (MUKHERJEE, PATEL et al. 2019). Les chercheurs du MIT ont va-
rié la température du gaz pour étudier le comportement du contact quand
on croise la transition entre l’état superfluide et l’état normal (Tc ≈ 0.17TF).
Ces mesures, tracées en figure 6 (haut), ont été effectuées dans un gaz
uniforme, confiné dans un potentiel lumineux en forme de boîte, ce qui
permet d’éviter l’élargissement du spectre dû aux variations de densité
dans un piège harmonique. Les spectres obtenus fournissent de nombreux
renseignements sur la physique en jeu. Par exemple, le déplacement du
maximum de la raie donne accès à l’énergie des paires de Cooper dont
la formation devient énergétiquement favorable pour T . 0.5TF. Pour le
spectre obtenu à la plus basse température, on voit clairement une aile en
(ω − ω0)−3/2 (figure 6, bas), avec aux très grands désaccords une décrois-
sance un peu plus rapide liée aux interactions non nulles entre les atomes
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Expérience du MIT (2019) 

Gaz de 6Li à résonance , confiné dans un piège à fond plat (densité spatiale uniforme)|a↑↓ | = + ∞

Mukherjee et al., PRL 122, 203402

ν = ℏ(ω − ω0)
EF

contact [48]. A recent advance has been the creation of
uniform box potentials [49–51]. These are ideal for rf
spectroscopy and precision measurements of the contact:
since the entire cloud is at a constant density, global probes
such as rf address all atoms, andbenefit froma stronger signal.
In this Letter, we report on rf spectroscopy of the

homogeneous unitary Fermi gas in a box potential. A
single peak is observed for all temperatures from the
superfluid regime into the high temperature Boltzmann
gas. The tails of the rf spectra reveal the contact, which
shows a rapid rise as the temperature is reduced below Tc.
We prepare 6Li atoms in two of the three lowest hyper-

fine states j↓i ¼ j1i and j↑i ¼ j3i at a magnetic field of
690 G, where interspin interactions are resonant. A uniform
optical box potential with cylindrical symmetry is loaded
with N ∼ 106 atoms per spin state (with Fermi energies
EF ∼ h × 10 kHz), creating spin-balanced homogeneous
gases at temperatures ranging from T=TF ¼ 0.10 to 3.0
[50]. A square rf pulse transfers atoms from state j↓i
into state jfi ¼ j2i. Final state interactions between
atoms in state jfi and atoms in states j↑i and j↓i are
small (kFaf ≲ 0.2, where af is the scattering length
characterizing collisions between atoms in the final and
initial states, and ℏkF ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2mEF

p
is the Fermi momentum)

[26]. After the rf pulse, we measure the atom numbers
N↓ and Nf in the initial and final states. Within linear
response, according to Fermi’s golden rule, Nf is propor-
tional to the pulse time TPulse, the square of the single-
particle Rabi frequencyΩR, and an energy density of states.
Thus, we define a normalized, dimensionless rf spectrum as
IðωÞ ¼ ½NfðωÞ=N↓%ðEF=ℏΩ2

RTPulseÞ [52,57]. Because of
the scale invariance of the balanced unitary Fermi gas,
this dimensionless function can only depend on T=TF
and ℏω=EF.
For thermometry, we release the cloud from the uniform

potential into a harmonic trap along one direction [57].
Since the cloud expands isoenergetically, the resulting
spatial profile after thermalization provides the energy
per particle, which can be related to the reduced temper-
ature, T=TF, using a virial relation and the measured
equation of state [14]. To clearly identify the superfluid
transition, we measure the pair momentum distribution by
a rapid ramp of the magnetic field to the molecular side of
the Feshbach resonance before releasing the gas into a
harmonic trap for a quarter period [50,52].
Initially, we focus on changes in the line shape for rf

frequencies within ∼EF=ℏ of the bare (single-particle)
resonance [see Fig. 1(a)], and follow the changes in

(a) (b)

(c)

FIG. 1. (a) Thermal evolution of rf spectra. The Rabi frequency is ΩR ¼ 2π × 0.5 kHz and the pulse duration is TPulse ¼ 1 ms. The
solid lines are guides to the eye. (b) Frequency of the peak (Ep ¼ −ℏω) of the rf spectra as a function of temperature shown as white dots
on an intensity plot of the rf response. The grey solid line is a solution to the Cooper problem at nonzero temperature [52]. (c) The full
width at half maximum Γ of the rf peak as a function of T=TF. The black dotted-dashed line Γ=EF ¼ 1.2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
TF=T

p
shows the temperature

dependence of the width due to scattering in the high-temperature gas [32,60]. The grey triangles are the corresponding width
measurements of a highly spin-imbalanced gas [57]. The horizontal black dotted line represents the Fourier broadening of 0.1EF [52].
The vertical dashed red line in both (b) and (c) marks the superfluid transition [14].
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au contact

the peak position Ep [shown in Fig. 1(b)]. As the hot spin-
balanced Fermi gas is cooled below the Fermi temperature,
the peak shift decreases from roughly zero for temperatures
T ≳ TF, to Ep ≈ −0.8EF for temperatures below the super-
fluid transition temperature [see Fig. 1(b)]. At high temper-
atures, one might naïvely expect a shift on the order of
Ep ∼ ℏnλT=m due to unitarity-limited interactions in the
gas. However, there exists both an attractive and a repulsive
energy branch, which are symmetric about zero at unitarity
[58], and when T ≫ TF, their contributions to the shift
cancel [32,59,60]. As to the interpretation of the peak shift at
degenerate temperatures, a solution to the Cooper problem in
the presence of a T > 0 Fermi sea shows that it is
energetically favorable to form pairs when T ≲ 0.5TF
[52], and the resulting pair energy agrees qualitatively
with the observed shifts [grey line in Fig. 1(b)]. However,
it is known that fluctuations suppress the onset of pair
condensation and superfluidity to 0.167ð13ÞTF [5,11,14,61].
In a zero-temperature superfluid, BCS theory would
predict a peak shift given by the pair binding energy
EB ¼ Δ2=2EF, where Δ is the pairing gap [3]. Including
Hartree terms is found to result in an additional shift of the
peak [27,47].
Now, we turn to the widths, Γ, defined as the full width at

half maximum of the rf spectra [see Fig. 1(c)]. As the gas is
cooled from the Boltzmann regime, the width gradually
increases, and attains a maximum of Γ ¼ 1.35ð5ÞEF near
T ¼ 0.44ð4ÞTF. For temperatures much higher than TF,
the system is a Boltzmann gas of atoms scattering with a
unitarity limited cross section σ ∼ λ2T . Transport properties
and short-range pair correlations are governed by the scatter-
ing rate Γ ¼ n↓σhvreli ∼ ℏn↓λT=m and a mean-free path
l ¼ ðn↓σÞ−1 ∼ ðn↓λ2TÞ−1, where n↓ is the density of atoms in
j↓i, and hvreli ∼ ℏ=mλT is the thermally averaged relative
velocity. This leads to a width that scales as Γ ∝ 1=

ffiffiffiffi
T

p
,

shown as the dotted-dashed line in Fig. 1(c) [32].
As the cloud is cooled below T ≈ 0.5TF, the width

decreases linearly with temperature to Γ ∼ 0.52EF=ℏ in the
coldest gases measured [T ¼ 0.10ð1ÞTF]. For temperatures
below Tc, we expect the gas to consist of pairs of size ξ.
The rf spectrum will be broadened by the distribution of
momenta ∼ℏ=ξ inside each pair, leading to a spread of
possible final kinetic energies ℏ2k2=m ∼ ℏ2=mξ2 and a
corresponding spectral width ℏ=mξ2. At unitarity and at
T ¼ 0, the pair size is set by the interparticle spacing λF
[3,5,26]. Thus, the rf width at low temperatures
is Γ ∼ ℏnλF=m.
For temperatures above Tc, it has been suggested that

the normal fluid can be described as a Fermi liquid
[15,62]. This would imply a quadratic relation between
the peak width and the temperature [63], as observed in the
widths of the rf spectra of Fermi polarons at unitarity [57].
However, the measured width of the spin-balanced Fermi
gas changes linearly in temperature, implying non-Fermi

liquid behavior in the normal fluid. In addition, Γ > EF=ℏ
for 0.3≲ T=TF ≲ 1.2, indicating a breakdown of well-
defined quasiparticles over a large range of temperatures
near the quantum critical regime [10,12,13].
We now consider the rf spectrum at frequencies much

larger than EF=ℏ, where the rf-coupled high-momentum
tails reveal information about the short-range pair correla-
tions between atoms. In a gas with contact interactions,
the pair correlation function at short distances is
limr→0hn↑ðr0 þ r=2Þn↓ðr0 − r=2Þi ¼ C=ð4πrÞ2. The con-
tact C connects a number of fundamental relations, inde-
pendent of the details of the short-range interaction
potential [28]. In particular, the contact governs the
momentum distribution at large momenta: limk→∞nðkÞ ¼
C=k4. For rf spectroscopy, the density of final states scales
as

ffiffiffiffi
ω

p
, and the energy cost to flip a spin at high momenta is

limk→∞ℏω ¼ ℏ2k2=m. Thus, the number of atoms trans-
ferred by the rf pulse at high frequencies in linear response
is ∝ C=ω3=2 [5,27]. Including final state interactions, the
general expression for the rf transfer rate in a gas with
unitarity-limited initial state interactions is [64]
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FIG. 2. Rf spectrum at high frequencies. Here, the temperature
of the gas is T=TF ¼ 0.10ð1Þ, the pulse duration is TPulse ¼ 1 ms,
and the Rabi frequencies are 2π × 536 Hz (light blue circles),
2π × 1.20 kHz (medium blue triangles), and 2π × 3.04 kHz
(dark blue squares). The black solid line shows a fit of Eq. (1)
to the data, while the grey dashed line shows the fit neglecting
final state interactions. The contact can be directly obtained from
the transfer rate at a fixed detuning of 60 kHz (ℏω=EF ∼ 7.1)
(dotted-dashed vertical line). Inset: we vary the pulse time at this
fixed detuning, and extract the initial slope (dashed line) of the
exponential saturating fit (solid line). The rf transfer rate obtained
from the initial linear slope is shown as the red diamond in the
main plot. Here, ΩR ¼ 2π × 1.18 kHz.
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ν = ℏ(ω − ω0)
EF

contact [48]. A recent advance has been the creation of
uniform box potentials [49–51]. These are ideal for rf
spectroscopy and precision measurements of the contact:
since the entire cloud is at a constant density, global probes
such as rf address all atoms, andbenefit froma stronger signal.
In this Letter, we report on rf spectroscopy of the

homogeneous unitary Fermi gas in a box potential. A
single peak is observed for all temperatures from the
superfluid regime into the high temperature Boltzmann
gas. The tails of the rf spectra reveal the contact, which
shows a rapid rise as the temperature is reduced below Tc.
We prepare 6Li atoms in two of the three lowest hyper-

fine states j↓i ¼ j1i and j↑i ¼ j3i at a magnetic field of
690 G, where interspin interactions are resonant. A uniform
optical box potential with cylindrical symmetry is loaded
with N ∼ 106 atoms per spin state (with Fermi energies
EF ∼ h × 10 kHz), creating spin-balanced homogeneous
gases at temperatures ranging from T=TF ¼ 0.10 to 3.0
[50]. A square rf pulse transfers atoms from state j↓i
into state jfi ¼ j2i. Final state interactions between
atoms in state jfi and atoms in states j↑i and j↓i are
small (kFaf ≲ 0.2, where af is the scattering length
characterizing collisions between atoms in the final and
initial states, and ℏkF ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2mEF

p
is the Fermi momentum)

[26]. After the rf pulse, we measure the atom numbers
N↓ and Nf in the initial and final states. Within linear
response, according to Fermi’s golden rule, Nf is propor-
tional to the pulse time TPulse, the square of the single-
particle Rabi frequencyΩR, and an energy density of states.
Thus, we define a normalized, dimensionless rf spectrum as
IðωÞ ¼ ½NfðωÞ=N↓%ðEF=ℏΩ2

RTPulseÞ [52,57]. Because of
the scale invariance of the balanced unitary Fermi gas,
this dimensionless function can only depend on T=TF
and ℏω=EF.
For thermometry, we release the cloud from the uniform

potential into a harmonic trap along one direction [57].
Since the cloud expands isoenergetically, the resulting
spatial profile after thermalization provides the energy
per particle, which can be related to the reduced temper-
ature, T=TF, using a virial relation and the measured
equation of state [14]. To clearly identify the superfluid
transition, we measure the pair momentum distribution by
a rapid ramp of the magnetic field to the molecular side of
the Feshbach resonance before releasing the gas into a
harmonic trap for a quarter period [50,52].
Initially, we focus on changes in the line shape for rf

frequencies within ∼EF=ℏ of the bare (single-particle)
resonance [see Fig. 1(a)], and follow the changes in

(a) (b)

(c)

FIG. 1. (a) Thermal evolution of rf spectra. The Rabi frequency is ΩR ¼ 2π × 0.5 kHz and the pulse duration is TPulse ¼ 1 ms. The
solid lines are guides to the eye. (b) Frequency of the peak (Ep ¼ −ℏω) of the rf spectra as a function of temperature shown as white dots
on an intensity plot of the rf response. The grey solid line is a solution to the Cooper problem at nonzero temperature [52]. (c) The full
width at half maximum Γ of the rf peak as a function of T=TF. The black dotted-dashed line Γ=EF ¼ 1.2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
TF=T

p
shows the temperature

dependence of the width due to scattering in the high-temperature gas [32,60]. The grey triangles are the corresponding width
measurements of a highly spin-imbalanced gas [57]. The horizontal black dotted line represents the Fourier broadening of 0.1EF [52].
The vertical dashed red line in both (b) and (c) marks the superfluid transition [14].
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the peak position Ep [shown in Fig. 1(b)]. As the hot spin-
balanced Fermi gas is cooled below the Fermi temperature,
the peak shift decreases from roughly zero for temperatures
T ≳ TF, to Ep ≈ −0.8EF for temperatures below the super-
fluid transition temperature [see Fig. 1(b)]. At high temper-
atures, one might naïvely expect a shift on the order of
Ep ∼ ℏnλT=m due to unitarity-limited interactions in the
gas. However, there exists both an attractive and a repulsive
energy branch, which are symmetric about zero at unitarity
[58], and when T ≫ TF, their contributions to the shift
cancel [32,59,60]. As to the interpretation of the peak shift at
degenerate temperatures, a solution to the Cooper problem in
the presence of a T > 0 Fermi sea shows that it is
energetically favorable to form pairs when T ≲ 0.5TF
[52], and the resulting pair energy agrees qualitatively
with the observed shifts [grey line in Fig. 1(b)]. However,
it is known that fluctuations suppress the onset of pair
condensation and superfluidity to 0.167ð13ÞTF [5,11,14,61].
In a zero-temperature superfluid, BCS theory would
predict a peak shift given by the pair binding energy
EB ¼ Δ2=2EF, where Δ is the pairing gap [3]. Including
Hartree terms is found to result in an additional shift of the
peak [27,47].
Now, we turn to the widths, Γ, defined as the full width at

half maximum of the rf spectra [see Fig. 1(c)]. As the gas is
cooled from the Boltzmann regime, the width gradually
increases, and attains a maximum of Γ ¼ 1.35ð5ÞEF near
T ¼ 0.44ð4ÞTF. For temperatures much higher than TF,
the system is a Boltzmann gas of atoms scattering with a
unitarity limited cross section σ ∼ λ2T . Transport properties
and short-range pair correlations are governed by the scatter-
ing rate Γ ¼ n↓σhvreli ∼ ℏn↓λT=m and a mean-free path
l ¼ ðn↓σÞ−1 ∼ ðn↓λ2TÞ−1, where n↓ is the density of atoms in
j↓i, and hvreli ∼ ℏ=mλT is the thermally averaged relative
velocity. This leads to a width that scales as Γ ∝ 1=

ffiffiffiffi
T

p
,

shown as the dotted-dashed line in Fig. 1(c) [32].
As the cloud is cooled below T ≈ 0.5TF, the width

decreases linearly with temperature to Γ ∼ 0.52EF=ℏ in the
coldest gases measured [T ¼ 0.10ð1ÞTF]. For temperatures
below Tc, we expect the gas to consist of pairs of size ξ.
The rf spectrum will be broadened by the distribution of
momenta ∼ℏ=ξ inside each pair, leading to a spread of
possible final kinetic energies ℏ2k2=m ∼ ℏ2=mξ2 and a
corresponding spectral width ℏ=mξ2. At unitarity and at
T ¼ 0, the pair size is set by the interparticle spacing λF
[3,5,26]. Thus, the rf width at low temperatures
is Γ ∼ ℏnλF=m.
For temperatures above Tc, it has been suggested that

the normal fluid can be described as a Fermi liquid
[15,62]. This would imply a quadratic relation between
the peak width and the temperature [63], as observed in the
widths of the rf spectra of Fermi polarons at unitarity [57].
However, the measured width of the spin-balanced Fermi
gas changes linearly in temperature, implying non-Fermi

liquid behavior in the normal fluid. In addition, Γ > EF=ℏ
for 0.3≲ T=TF ≲ 1.2, indicating a breakdown of well-
defined quasiparticles over a large range of temperatures
near the quantum critical regime [10,12,13].
We now consider the rf spectrum at frequencies much

larger than EF=ℏ, where the rf-coupled high-momentum
tails reveal information about the short-range pair correla-
tions between atoms. In a gas with contact interactions,
the pair correlation function at short distances is
limr→0hn↑ðr0 þ r=2Þn↓ðr0 − r=2Þi ¼ C=ð4πrÞ2. The con-
tact C connects a number of fundamental relations, inde-
pendent of the details of the short-range interaction
potential [28]. In particular, the contact governs the
momentum distribution at large momenta: limk→∞nðkÞ ¼
C=k4. For rf spectroscopy, the density of final states scales
as

ffiffiffiffi
ω

p
, and the energy cost to flip a spin at high momenta is

limk→∞ℏω ¼ ℏ2k2=m. Thus, the number of atoms trans-
ferred by the rf pulse at high frequencies in linear response
is ∝ C=ω3=2 [5,27]. Including final state interactions, the
general expression for the rf transfer rate in a gas with
unitarity-limited initial state interactions is [64]

lim
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FIG. 2. Rf spectrum at high frequencies. Here, the temperature
of the gas is T=TF ¼ 0.10ð1Þ, the pulse duration is TPulse ¼ 1 ms,
and the Rabi frequencies are 2π × 536 Hz (light blue circles),
2π × 1.20 kHz (medium blue triangles), and 2π × 3.04 kHz
(dark blue squares). The black solid line shows a fit of Eq. (1)
to the data, while the grey dashed line shows the fit neglecting
final state interactions. The contact can be directly obtained from
the transfer rate at a fixed detuning of 60 kHz (ℏω=EF ∼ 7.1)
(dotted-dashed vertical line). Inset: we vary the pulse time at this
fixed detuning, and extract the initial slope (dashed line) of the
exponential saturating fit (solid line). The rf transfer rate obtained
from the initial linear slope is shown as the red diamond in the
main plot. Here, ΩR ¼ 2π × 1.18 kHz.
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FIGURE 6. Haut : série de spectres radio-fréquence mesurés sur un gaz de Fermi
unitaire (|a| = +∞) pour différentes températures. Bas : spectre mesuré à basse
température avec l’aile en (ω − ω0)−3/2, et des corrections liées aux interactions
résiduelles entre e et ↓. L’analyse de ces données donne C = 3.07 (6). Figures
extraites de MUKHERJEE, PATEL et al. (2019).
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Variation du contact à résonance ( ) avec la température|a↑↓ | = + ∞where N ¼ N↑ þ N↓ is the total number of atoms, and the
final state molecular binding energy is Eb ¼ ℏ2=ma2f ≈
h × 433 kHz ≈ 40EF. Figure 2 shows a typical rf spectrum
at T=TF ¼ 0.10, with a fit of Eq. (1) to data with detunings
ℏω > 3EF, using the dimensionless contact C̃ ¼ C=NkF as
the only free parameter. At detunings larger than about
10 EF, the data deviate from a typical ω−3=2 tail, and are
better described by the full expression Eq. (1) including
final state interactions. Here, the Rabi frequency was varied
across the plot to ensure small transfers near the peak and a
high signal-to-noise ratio at detunings up to ℏω=EF ¼ 31.
The fit of Eq. (1) to the data gives a low-temperature
contact of C̃ ¼ 3.07ð6Þ, consistent with a quantum
Monte Carlo result C̃ ¼ 2.95ð10Þ [65], the Luttinger-
Ward (LW) calculation C̃ ¼ 3.02 [27], as well as previous
measurements using losses C̃ ¼ 3.1ð3Þ [66] and Bragg
spectroscopy C̃ ¼ 3.06ð8Þ [46].
For a more efficient measurement of the contact

across a range of temperatures, we vary the pulse time
at a fixed detuning of 60 kHz (ℏω=EF ≳ 6) that is large
compared to the Fermi energy and temperature. [52].
Deviations from linear response are observed for transfers
as small as 5% (see inset of Fig. 2). We fit the transfers to an
exponentially saturating function A½1 − expð−TPulse=τÞ&,
and find the initial linear slope A=τ in order to extract
the contact for each temperature using Eq. (1). This ensures
that every measurement is taken in the linear response
regime.
In Fig. 3(a), we show the temperature dependence of the

contact. As the gas is cooled, the contact shows a gradual
increase down to the superfluid transition Tc. Entering the
superfluid transition, the contact rapidly rises by approx-
imately 15%. The changes in the contact reveal the
temperature dependence of short-range pair correlations
in the spin-balanced Fermi gas. At temperatures far above
TF, the contact reflects the inverse mean free path in the gas
1=l ∼ 1=T. At lower temperatures, the behavior of the
contact is better described by a third-order virial expansion
[see inset of 3(a)] [36]. Near Tc, predictions of the contact
vary considerably. In the quantum critical regime, a
leading-order 1=N calculation (equivalent to a Gaussian
pair fluctuation or Nozières–Schmitt-Rink method) results
in a prediction C̃ðμ ¼ 0; T ≈ 0.68TFÞ ¼ 2.34 [10], which
is consistent with our measurement of C̃½T¼0.65ð4ÞTF&¼
2.29ð13Þ. For temperatures above the superfluid transition,
our data agree well with both a bold diagrammatic
Monte Carlo calculation [38], and, especially near Tc,
the LW calculation [32]. The contact rises as the temper-
ature is decreased below Tc, a feature captured by the LW
formalism, in which the contact is directly sensitive to
pairing: C̃ ∼ ðΔ=EFÞ2 [27,33]. While short-range pair
correlations do not necessarily signify pairing [35], the
rapid rise of the contact below Tc is strongly indicative of
an additional contribution from fermion pairs, as predicted

by LW. At temperatures T ≪ Tc, below the reach of our
experiment, phonons are likely the only remaining excita-
tions in the unitary Fermi gas, and are expected to contribute
to the contact by an amount that scales as T4 [67].
In conclusion, rf spectroscopy of the homogeneous

unitary Fermi gas reveals strong attractive interactions,
the non-Fermi-liquid nature of excitations in the gas across
the quantum critical regime, and a rapid increase in short-
range pair correlations upon entering the superfluid regime.
The strong variation with temperature of the position
of the spectral peak may serve as a local thermometer in
future studies of heat transport in ultracold Fermi gases.
Furthermore, these measurements of the contact provide
a benchmark for many-body theories of the unitary
Fermi gas. The uniform trap enables direct access to
homogeneous measurements of thermodynamic quantities,

(a)

(b)

FIG. 3. The dimensionless contact C=NkF (a) and condensate
fraction N0=N (b) of the unitary Fermi gas as a function of the
reduced temperature T=TF. Our measurements of the contact
(red points) are compared with a number of theoretical estimates:
bold-diagrammatic Monte Carlo (BDMC) [38], quantum
Monte Carlo (QMC) [37], Luttinger-Ward (LW) [32], large N
[10], and Gaussian pair fluctuations (GPF) [36]. Also shown is
the homogeneous contact obtained from the equation of state at
the École normale supérieure (ENS-EOS) [62], from loss rate
measurements (ENS-L) [66], and from rf spectroscopy by the
JILA group [18] across a range of temperatures. The vertical
blue dotted lines and light blue shaded vertical regions mark
Tc=TF ¼ 0.167ð13Þ [14]. The inset of (a) shows the contact over
a wider range of temperatures and marks the high-temperature
agreement with the third order virial expansion. The error bars
account for the statistical uncertainties in the data.
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where N ¼ N↑ þ N↓ is the total number of atoms, and the
final state molecular binding energy is Eb ¼ ℏ2=ma2f ≈
h × 433 kHz ≈ 40EF. Figure 2 shows a typical rf spectrum
at T=TF ¼ 0.10, with a fit of Eq. (1) to data with detunings
ℏω > 3EF, using the dimensionless contact C̃ ¼ C=NkF as
the only free parameter. At detunings larger than about
10 EF, the data deviate from a typical ω−3=2 tail, and are
better described by the full expression Eq. (1) including
final state interactions. Here, the Rabi frequency was varied
across the plot to ensure small transfers near the peak and a
high signal-to-noise ratio at detunings up to ℏω=EF ¼ 31.
The fit of Eq. (1) to the data gives a low-temperature
contact of C̃ ¼ 3.07ð6Þ, consistent with a quantum
Monte Carlo result C̃ ¼ 2.95ð10Þ [65], the Luttinger-
Ward (LW) calculation C̃ ¼ 3.02 [27], as well as previous
measurements using losses C̃ ¼ 3.1ð3Þ [66] and Bragg
spectroscopy C̃ ¼ 3.06ð8Þ [46].
For a more efficient measurement of the contact

across a range of temperatures, we vary the pulse time
at a fixed detuning of 60 kHz (ℏω=EF ≳ 6) that is large
compared to the Fermi energy and temperature. [52].
Deviations from linear response are observed for transfers
as small as 5% (see inset of Fig. 2). We fit the transfers to an
exponentially saturating function A½1 − expð−TPulse=τÞ&,
and find the initial linear slope A=τ in order to extract
the contact for each temperature using Eq. (1). This ensures
that every measurement is taken in the linear response
regime.
In Fig. 3(a), we show the temperature dependence of the

contact. As the gas is cooled, the contact shows a gradual
increase down to the superfluid transition Tc. Entering the
superfluid transition, the contact rapidly rises by approx-
imately 15%. The changes in the contact reveal the
temperature dependence of short-range pair correlations
in the spin-balanced Fermi gas. At temperatures far above
TF, the contact reflects the inverse mean free path in the gas
1=l ∼ 1=T. At lower temperatures, the behavior of the
contact is better described by a third-order virial expansion
[see inset of 3(a)] [36]. Near Tc, predictions of the contact
vary considerably. In the quantum critical regime, a
leading-order 1=N calculation (equivalent to a Gaussian
pair fluctuation or Nozières–Schmitt-Rink method) results
in a prediction C̃ðμ ¼ 0; T ≈ 0.68TFÞ ¼ 2.34 [10], which
is consistent with our measurement of C̃½T¼0.65ð4ÞTF&¼
2.29ð13Þ. For temperatures above the superfluid transition,
our data agree well with both a bold diagrammatic
Monte Carlo calculation [38], and, especially near Tc,
the LW calculation [32]. The contact rises as the temper-
ature is decreased below Tc, a feature captured by the LW
formalism, in which the contact is directly sensitive to
pairing: C̃ ∼ ðΔ=EFÞ2 [27,33]. While short-range pair
correlations do not necessarily signify pairing [35], the
rapid rise of the contact below Tc is strongly indicative of
an additional contribution from fermion pairs, as predicted

by LW. At temperatures T ≪ Tc, below the reach of our
experiment, phonons are likely the only remaining excita-
tions in the unitary Fermi gas, and are expected to contribute
to the contact by an amount that scales as T4 [67].
In conclusion, rf spectroscopy of the homogeneous

unitary Fermi gas reveals strong attractive interactions,
the non-Fermi-liquid nature of excitations in the gas across
the quantum critical regime, and a rapid increase in short-
range pair correlations upon entering the superfluid regime.
The strong variation with temperature of the position
of the spectral peak may serve as a local thermometer in
future studies of heat transport in ultracold Fermi gases.
Furthermore, these measurements of the contact provide
a benchmark for many-body theories of the unitary
Fermi gas. The uniform trap enables direct access to
homogeneous measurements of thermodynamic quantities,
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FIG. 3. The dimensionless contact C=NkF (a) and condensate
fraction N0=N (b) of the unitary Fermi gas as a function of the
reduced temperature T=TF. Our measurements of the contact
(red points) are compared with a number of theoretical estimates:
bold-diagrammatic Monte Carlo (BDMC) [38], quantum
Monte Carlo (QMC) [37], Luttinger-Ward (LW) [32], large N
[10], and Gaussian pair fluctuations (GPF) [36]. Also shown is
the homogeneous contact obtained from the equation of state at
the École normale supérieure (ENS-EOS) [62], from loss rate
measurements (ENS-L) [66], and from rf spectroscopy by the
JILA group [18] across a range of temperatures. The vertical
blue dotted lines and light blue shaded vertical regions mark
Tc=TF ¼ 0.167ð13Þ [14]. The inset of (a) shows the contact over
a wider range of temperatures and marks the high-temperature
agreement with the third order virial expansion. The error bars
account for the statistical uncertainties in the data.
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MIT : contact déduit de l’aile du spectre r.f.

temperatures, the fitted amplitudes, aðexÞ, generally lie
below the values derived from the measured contact (see
below), Eq. (4), aðCÞ ≡ ð16

ffiffiffi
2

p
=45π2ÞðC=nkÞ, dashed-

dotted lines in Fig. 2(b). Nonetheless, this approximate
Z−7=2 dependence suggests universal short-range correla-
tions begin to appear in this energy range.
Energy-weighted moments of the dynamic structure

factor

mi ¼ ℏiþ1

Z
∞

−∞
ωiSðk;ωÞdω; ð5Þ

provide additional constraints on the bulk properties of
the gas through sum rules [46]. We utilize the zeroth, first,
and second moments, that define the static structure factor,
f-sum rule, and kinetic sum rule, respectively. For frequen-
cies higher than 2.5ωr the Bragg response falls below
our measurement sensitivity; however, for higher order
moments (i ≥ 1) the tail can carry significant weight.
To include this, we assume Sðk;ωÞ ¼ aðexÞ=Z7=2 for
2ωr < ω < ∞ in Eq. (5).
The f-sum rule, m1 ¼ nϵr, valid for all k [46,50], allows

a convenient normalization of the Bragg spectra yielding
the dynamic structure factor in units of nϵr, as in Fig. 2(a)
[18]. In the large-k limit, the static structure factor can be
used to determine the contact [13,16]

m0

m1

¼ SðkÞ
ϵr

¼ 1

ϵr

"
1þ C

4nk

#
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4

πka

$%
: ð6Þ

Using the ratio of the moments, we obtain the dimension-
less contact, C=ðnkFÞ ¼ 4ðk=kFÞ½ϵrðm0=m1Þ − 1&, for all of
our Bragg spectra, as shown in Fig. 3 (blue circles). Also
plotted are various theoretical calculations using a t-matrix
approach [21], self-consistent Luttinger-Ward (LW) theory
[22], Gaussian pair-fluctuation theory (GPF) [23], quantum
Monte Carlo (QMC) [24,25], and bold-diagrammatic
Monte Carlo (BDMC) simulations [26]. Also shown are
previous experimental measurements [32–34] of the homo-
geneous contact. Our data show a clear trend; in the
superfluid phase, the dimensionless contact density
C=ðnkFÞ starts off near 3 at low T and then drops abruptly
to around 2.5 near the critical temperature. Above Tc, the
contact appears to be relatively stable, decreasing slowly up
to T=TF ≈ 1. The error bars on our data are dominated by
systematic uncertainties in the determination of the density
(based on the inverse Abel transform [45]). As such, we
expect the qualitative shape of this curve to be robust and
relatively insensitive to these systematics. Our results are in
reasonable agreement with previous measurements [32–34]
and have a similar shape to the Luttinger-Ward calculation
[22]. At high temperature, our data approach the virial
expansion result (solid dark blue line) [23], albeit with a
relatively large error bar.
At unitarity, a high-k result for the kinetic sum rule was

recently derived in terms of the energy density, E ≡ E=V,
where E is the internal energy and V is the volume [16]
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FIG. 2. (a) Bragg spectra showing the dynamic structure factor
Sðk;ωÞ for a selection of temperatures above and below the
superfluid transition temperature. Relative temperature (T=TF)
and Bragg wave vector (k=kF) for each spectrum are shown in the
inset. (b) The high-frequency tails of the spectra in (a) multiplied
by jω − ωrj−7=2. Solid lines are fits to the tails (filled data points)
and dashed-dotted lines indicate the predicted tail, Eq. (4),
according to the measured contact (displayed in Fig. 3). Dotted
lines show a modified fit to the tail, Eq. (8), that enforces the
expected ω → ∞ behavior, as described in the text.
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FIG. 3. Temperature dependence of the contact parameter
C=ðnkFÞ in a Fermi gas at unitarity. Blue filled circles are our
experimental data, the orange square is obtained from the pressure
equation of state (EOS) [32], grey stars are previous rf spectros-
copy measurements [33], and the light green circle is obtained
from the inelastic loss rate due to impurity scattering (Imp) [34].
Also shown are various theoretical calculations [21–26] (see text
for details).
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Swinburne : contact déduit de l’aile de S(q, ω)

Mukherjee et al., PRL 122, 203402

Carcy et al., PRL 122, 203401

FIGURE 7. Valeurs du contact pour un gaz de Fermi équilibré dans le régime
unitaire, en fonction de la température. Figure de gauche extraite de MUKHERJEE,
PATEL et al. (2019). Figure de droite extraite de CARCY, HOINKA et al. (2019).
Les données théoriques BDMC (bold-diagrammatic Monte Carlo) ont été obtenues
par ROSSI, OHGOE et al. (2018). La valeur de LAURENT, PIERCE et al. (2017)
discutée en § 3-2 est indiquée par un carré orange (point vert) sur le graphe de
gauche (droite).

dans l’état e et les atomes ↓ [voir la discussion après l’équation (53)].

Le contact déduit de l’analyse de l’aile du spectre radio-fréquence par
le groupe du MIT est montré en figure 7, avec les résultats obtenus simul-
tanément par le groupe de Swinburne utilisant la mesure du facteur de
structure dynamique S(q, ω). Les résultats des deux groupes sont en ex-
cellent accord et indiquent en particulier la valeur C/NkF ≈ 3 à la limite
de la température nulle.

3-2 Mesure du contact par pertes d’atomes

LAURENT, PIERCE et al. (2017) ont développé une approche originale
pour mesurer le contact dans un gaz de 6Li de spin 1/2 confiné dans un
piège optique, en y insérant quelques atomes de 7Li jouant le rôle d’impu-
retés (voir aussi voir aussi SPIEGELHALDER, TRENKWALDER et al. (2009b)
et KHRAMOV, HANSEN et al. (2012)). Le principe de la mesure consiste à
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Impuretés et pertes d’atomes
Laurent et al., PRL 113, 220601

Paris, 2017 : gaz de 6Li à résonance + une faible fraction de 7Li 

Un atome de 7Li peut favoriser la formation d’un dimère 6Li2 : il emporte l’énergie libérée lors de cette formation

1
2
7Li

Energie de liaison du dimère     avec comme toujours ∼ − ℏ2

mb2 b ≈ RvdW

• L’étude de ce processus renseigne sur la probabilité d’avoir   et   à une distance de l’ordre de ↑ ↓ b

• Après la formation du dimère, l’impureté a une grande vitesse : elle s’échappe du piège 

FIGURE 8. Processus de formation de dimères assisté par une impureté. À l’issue
du processus, l’énergie libérée est convertie en énergie cinétique. Cette énergie est
suffisamment grande pour que l’impureté s’échappe du piège confinant les parti-
cules.

étudier comment les impuretés favorisent la formation de dimères 6Li2. On
s’intéresse donc au processus à trois corps :

6Li ↑ + 6Li ↓ + 7Li −→ 6Li2 + 7Li, (54)

la présence de l’impureté permettant d’assurer la conservation de l’énergie
et de l’impulsion dans ce processus.

Comme le dimère qui est formé a une extension faible (b ∼ RvdW), le
taux avec lequel ce processus se produit renseigne sur la densité de proba-
bilité pour avoir les deux atomes de 6Li proches, à une distance ∼ b l’un
de l’autre : c’est précisément la quantité à laquelle le contact donne accès.
Comme l’atome de 7Li possède une grande énergie cinétique après la for-
mation du dimère, il s’échappe du piège. Le taux de pertes des atomes de
7Li permet donc de remonter à la valeur du contact dans le gaz de 6Li.

Pour un traitement quantitatif du problème, on introduit l’opérateur à
trois corps :
∫∫∫

g(ri, r↑, r↓) Ψ̂†d

(
r↑ + r↓

2

)
Ψ̂†i (ri) Ψ̂i(ri) Ψ̂↑(r↑) Ψ̂↓(r↓) d3ri d3r↑ d3r↓.

(55)
On voit apparaître dans cet opérateur la densité d’impuretés au point ri,
n̂i(ri) = ψ̂†i (ri)ψ̂i(ri) ; par ailleurs, le dimère est créé au milieu du segment
joignant les deux fermions ↑ et ↓ initialement présents. La fonction g, qui
dépend des détails des potentiels d’interaction entre les trois atomes, ne
prend des valeurs significatives que lorsque les trois atomes sont dans un
même volume d’extension ∼ b.

FIGURE 9. Variation du taux de pertes des impuretés de 7Li en fonction de la
densité du gaz de fermions de 6Li. Ces données ont été prises à résonance (a =∞
pour l’interaction entre fermions ↑ et ↓) et la ligne rouge continue indique la loi de
variation n4/3 attendue. Figure extraite de LAURENT, PIERCE et al. (2017).

Pour calculer le taux de production de dimères (et donc de perte d’im-
puretés), on peut utiliser une approche basée sur la règle d’or de Fermi. Le
traitement est détaillé dans le Supplemental Material de LAURENT, PIERCE

et al. (2017) et il est proche de ce que nous avons développé pour le calcul
du spectre radio-fréquence. On arrive au résultat

Ṅi = −γ(C/L3) Ni, (56)

où le coefficient γ fait intervenir la fonction de couplage g intervenant dans
(55), mais ne dépend pas de la valeur de la longueur de diffusion a pour le
gaz de fermions.

La stratégie adoptée par LAURENT, PIERCE et al. (2017) a consisté à ca-
librer d’abord le coefficient γ en effectuant des mesures du taux de pertes
Ṅi dans un régime où le contact est bien connu. En pratique, ces mesures
de calibration ont été faites pour a petit et positif, favorisant un gaz de di-
mères. La température était choisie nettement au dessus de la température
de dégénérescence, de sorte que la distribution du gaz dans le piège était
bien décrite par une simple loi de Boltzmann.

Une fois le coefficient γ connu, LAURENT, PIERCE et al. (2017) ont placé
leur gaz de 6Li à résonance (a =∞) pour étudier le contact dans un régime
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d’interaction forte à une température aussi basse que possible, en pratique
T/TF ≈ 0.1. Nous avons vu plus haut [voir par exemple la figure 7] que
dans le régime unitaire, on attend pour le contact la loi suivante

C

L3
= 2πη kFn ∝ n4/3. (57)

D’après (56), cette même loi en n4/3 est attendue pour le taux de perte
d’impuretés. On vérifie sur la figure 9 que c’est effectivement le cas. L’ajus-
tement des données expérimentales fournit la valeur 2πη ≈ 3.1(4) pour le
coefficient figurant dans (57), en bon accord avec les résultats montrés en
figure 7.

3-3 Le contact en onde p

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre aux interactions en onde
s, caractérisées par une longueur de diffusion a, et nous avons introduit le
contact comme la quantité thermodynamique conjuguée de a (ou plus pré-
cisément 1/a), à un facteur multiplicatif près. Cet intérêt porté aux inter-
actions en onde s est justifié : que l’on prenne un gaz de bosons polarisés
ou un gaz de fermions de spin 1/2, le canal de moment cinétique ` = 0 est
généralement dominant par rapport à tous les autres à basse température.
Rappelons que cela est dû à la barrière centrifuge ~2`(`+ 1)/mr2 qui existe
dans tous les canaux ` 6= 0. Cette barrière est notablement plus grande
que l’énergie des particules, de sorte que la diffusion dans ces canaux est
généralement négligeable.

Il existe néanmoins des situations où la diffusion dans un canal autre
que l’onde s peut jouer un rôle important. Considérons par exemple un gaz
de Fermi polarisé, de sorte qu’il n’y a pas de collision en onde s. Supposons
de plus que l’on tire parti d’une résonance de diffusion pour le canal en
onde p, c’est-à-dire ` = 1. Une telle résonance peut se produire s’il y a un
état quasi-lié d’énergie proche de 0 dans le puits formé par le potentiel de
van der Waals attractif et la barrière centrifuge répulsive (voir figure 10) :
on parle alors de résonance de forme. Cette résonance peut également être
induite par un couplage entre deux canaux de collision, l’un ouvert, l’autre
fermé, selon le schéma habituel des résonances de Fano–Feshbach.

Nous avons discuté dans le cours 2021 les caractéristiques principales

27

Le contact en onde p

Développement en ondes partielles de l’amplitude de diffusion à deux corps

f(k, θ) = ∑
ℓ

(2ℓ + 1) Pℓ(cos θ) fℓ(k)

k

1

ki

kf

θ

onde , , isotrope, interdite  
pour des fermions polarisés

s ℓ = 0 onde , p ℓ = 1

Pour les ondes partielles avec ,
présence de la barrière centrifuge

ℓ ≠ 0 ` 6= 0

V0

r

V
e↵

(r
)

E = ℏ2k2/2mr

ℏ2ℓ(ℓ + 1)
2mrr2

Diffusion significative uniquement 
en présence d’une résonance

ψki
(r) ∼ eiki⋅r + f(k, θ) eikr

r

FIGURE 10. Résonance pour le canal en onde ` 6= 0 due à la présence d’un état
quasi-lié.

d’un processus de diffusion en onde p :
— Dans la région b � r � 1/k, la forme attendue pour la partie radiale

χ(r) de la fonction d’onde ψ(r, θ, ϕ) = χ(r)Y`,m(θ, ϕ) est une combi-
naison linéaire de r−2 et de r1 (à comparer à la combinaison de r−1 et
r0 pour l’onde s). On introduit le volume de diffusion v pour fixer le
poids relatif de ces deux termes (il joue un rôle similaire à celui de la
longueur de diffusion a pour l’onde s) :

b� r � 1/k : χ(r) ∝ 1

r2
− r

3v
. (58)

— L’amplitude de diffusion en onde p se met sous la forme f(k, θ) =
3 cos(θ) f1(k) avec :

onde p :
1

f1(k)
= − 1

k2v
+
ke
2
− ik + . . . (59)

Le terme dominant fait lui aussi intervenir le volume de diffusion v.
Le terme suivant ke/2 est un terme de portée effective et le dernier
terme écrit ici, l’imaginaire pur−ik, est une conséquence de l’unitarité
du processus de diffusion (théorème optique).

Notons que la situation est notablement différente du cas de l’onde s :

onde s :
1

f0(k)
= −1

a
− ik +

1

2
rek

2 + . . . (60)
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où le terme de portée effective était a priori petit devant −ik, lui-même pe-
tit devant la contribution de la longueur de diffusion. Pour un système en
interaction en onde p, il est préférable de garder les deux paramètres indé-
pendants v et ke pour obtenir une caractérisation fidèle. Notons également
que pour une résonance de Fano–Feshbach induite par un champ magné-
tique extérieur B, ce champ brise l’invariance par rotation du problème ; il
faut alors introduire vm et ke,m avecm = −1, 0,+1 correspondant aux trois
orientations possibles du moment cinétique par rapport à B.

La variation en 1/r2 de la fonction d’onde relative (58) suggère

— que la fonction de corrélation à deux corps sera dominée à courte dis-
tance (tout en respectant b� r) par un terme en 1/r4 ;

— que l’amplitude de probabilité pour trouver l’impulsion k sera pro-
portionnelle à la transformée de Fourier de 1/r2, c’est-à-dire 1/k, soit
une distribution de probabilité en impulsion en 1/k2.

Les analyses détaillées menées par YOSHIDA & UEDA (2015), YU,
THYWISSEN et al. (2015) et YU, THYWISSEN et al. (2016) confirment cette
intuition. En introduisant la variable conjuguée au volume de diffusion

Cv,m = −8πm

~2

(
∂E

∂(1/vm)

)

S,N,V,ke

(61)

on trouve alors pour la distribution de paires à courte distance 3 :

ρ2(r1, r2) =
1

4πL3

1

r4

∑

m

|Y1,m(r̂)|2Cv,m, (63)

où la fonction Y1,m(r̂) est l’harmonique sphérique dépendant des variables
angulaires (θ, ϕ) repérant la direction du vecteur unitaire aligné avec r =
r1 − r2. De même, on trouve pour la distribution en impulsion

n(k) =
4π

k2

∑

m

|Y1,m(k̂)|2Cv,m. (64)

3. Dans le cas où les trois contactsCm sont égaux, la relation suivante sur les harmoniques
sphériques est utile :

∑

m

|Y1,m(u)|2 =
3

4π
. (62)
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Figure 2 | Observation of the p-wave contacts. a, The rf transfer rate e� versus frequency e! at �Bxy =+0.10(2) G and t= 160 µs shows a pronounced tail at
e!> 1 to which a fit can be made to determine Cv and CR. Each point here corresponds to three repetitions of the time sequence shown as an inset. The
transfer fraction is determined from an absorption image after Stern–Gerlach separation of states. b,c, At the same �Bxy and t as used in panel a, the
momentum distributionen() also has a visible  > 1 (that is, k>kF) tail that is not present for a non-interacting gas (red line in c). The black line in c (where
the vertical axis is rescaled by ) corresponds to the best-fit asymptote, Cv,mkF/N=0.028(6) and CR,m=0.00. The distribution shown is the average of
forty images. d, A comparison of contacts determined by e� (e!) and byen(). Circular markers are Cv,mkF/N and square markers are CR,m/kFN; blue markers
have m=xy and red markers have m=z. Values determined at �Bxy =+0.10 are additionally outlined in black. The shaded region shows 1 s.d. uncertainty of
the best-fit line, 0.96(7), and the dashed line has a slope of 1. Error bars in a–d are statistical.

where ! is the detuning of the probe frequency from resonance,
Cv ⌘

P
mCv,m, and CR ⌘

P
mCR,m.

E. Fraction of the closed-channel molecules fc,m. Close to
the Feshbach resonance, where vm � vbg

m , fc,m is proportional
to Cv,m:

fc,m =`�1
c,mCv,m/2N (5)

where `c,m =M�µ vbg
m �m/~2 (ref. 24). In this aspect, Cv,m is similar

to the s-wave contact4,5. In contrast, CR,m is an energy-weighted
quantity that, in the two-channel model, also involves atom–dimer
interactions (see Supplementary Information).

Observation of the p-wave contacts
The primary impediment to the exploration of p-wave many-body
physics in trapped quantum gases has been atom loss that is faster
or comparable to trap-wide equilibration35,41–43. Our experimental
approach is to study the gas after a ‘quench’ that quickly initiates
enhanced p-wave interactions, accomplished with rf pulses. Before
each pulse sequence, 40K atoms are confined in a crossed-beam
optical dipole trap, spin-polarized in the lowest hyperfine-Zeeman
state |1i and cooled to T ⇡250 nK, which is ⇠0.2EF/kB, above the
superfluid critical temperature23,44,45. A uniform magnetic field is
stabilized at B= B0,m + �Bm, in the vicinity of a p-wave Feshbach
resonance for state |2i. A resonant 40-µs ⇡-pulse transfers all atoms
to |2i, initiating tunable p-wave interactions. After a variable hold
time t , the gas is characterized either with rf spectroscopy or with
time-of-flight (TOF) imaging, allowing contacts to be measured
through relations (4) or (3) respectively, as shown in Fig. 2. Losses
restrict t to be short compared to thermalization times of low-
energy or long-wavelength degrees of freedom. However, we find
that spectra reach a quasi-steady-state, which probably reflects a
local equilibrium.

Radiofrequency spectroscopy probes the gas by transferring a
fraction of atoms in |2i to the third-lowest energy state |3i, which

(like |1i) does not have resonantly enhanced interactions. The
fractional transfer to |3i, N3/(N2 +N3) ⌘N3/N , is measured by
state-selective absorption imaging, after a magnetic field jump that
dissociates any Feshbach dimers. Figure 2a shows an rf spectrum
taken at �Bxy = +0.10(2)G. The transfer to |3i is given as a
rescaled rate e� (e!)= (EF/~)(⇡⌦2trf)�1(N3/N ), where e!=~!/EF is
the probe frequency rescaled by EF, ~�/2 is the transition matrix
element and �trf is the pulse area. The latter is chosen to be small
enough to probe the transition in the linear regime for e!�1, where
e� (e!)/ I(e!). The high-frequency tail fits well to equation (4), and
is used to determine Cv and CR (see Methods and Supplementary
Information for details).

Themomentum distribution is measured by resonant absorption
imaging of the cloud after a 5.5ms time-of-flight expansion. For
these measurements, no rf pulse is applied at t ; instead, the field
is rapidly jumped away from the p-wave resonance, preserving
the interacting momentum distribution, which determines the
ballistic flight after release from the trap. Figure 2b shows the
normalized distribution en() observed at �Bxy =+0.10(2)G versus
 = (k2x +k2y)

1/2
/kF, after azimuthal averaging in the image plane.

Inherent to imaging is also a line-of-sight integration of n(k), so that
the high-momentum scaling of en() is /�1 for the Cv,m term and
/�3 for the CR,m term (Methods). Figure 2c shows that the leading
order appears as an asymptotic plateau in  ⇥en(). A full fit with
both terms is used to determine Cv and CR.

Figure 2d compares the p-wave contacts determined from e� (e!)
anden(), across a range of magnetic field values. The dimensionless
CvkF/N and CR/kFN are scaled by kF calculated using the peak
density of a non-interacting gas, but results should be understood as
an average over an inhomogeneous trapped ensemble46. Because the
contacts are revealed only in the asymptotic part of the distribution,
analysis involves a low-energy cuto�, the systematic e�ect of which
is studied in the Supplementary Information. Our analysis also
assumes bothCv andCR are nonnegative, but the possibility ofCR <0
is also discussed in the Supplementary Information.
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FIGURE 11. Distribution en impulsion d’un gaz de fermions polarisés (40K) au
voisinage d’une résonance de Feshbach en onde p pour vm=±1 (B = 198.3 G).
Cette distribution est mesurée par temps de vol, avec intégration le long de l’axe
z d’imagerie (choisi parallèle au champ magnétique). La loi attendue en 1/k2 se
traduit donc ici par une variation en 1/κ, avec κ ∝

(
k2
x + k2

y

)1/2, du fait de
l’intégration le long de l’axe du faisceau imageur. Figure extraite de LUCIUK,
TROTZKY et al. (2016).

YU, THYWISSEN et al. (2015) discutent de plus l’introduction du contactCke
lié au terme de portée effective ke, qui vient par exemple ajouter une com-
posante en r−2 à la fonction de distribution de paires et une composante en
k−4 à la distribution en impulsion [consulter également YU, THYWISSEN et
al. (2016) pour des termes correctifs].

On notera que la distribution en impulsion (64) n’est pas normalisable,
la décroissance en k−2 à l’infini étant trop lente. La prise en compte d’une
coupure en k est donc indispensable pour lui donner un sens. Comme l’ex-
pliquent YOSHIDA & UEDA (2015), cette divergence est liée au fait que
contrairement au cas de l’onde s, il n’existe pas de limite physique de po-
tentiel à portée nulle conduisant à une interaction résonante en onde p (voir
aussi PRICOUPENKO (2006)).

La mise en évidence d’une composante en k−2 dans la distribution en
impulsion a été faite dans le groupe de Toronto dirigé par J. Thywissen
(LUCIUK, TROTZKY et al. 2016) et le résultat est montré sur la figure 11.
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Etudes des contacts en onde p
Luciuk et al., Nature Physics 12, 599 (2016)

ψ(r, θ, φ) = χ(r) Yℓ,m(θ, φ) b ≲ r ≪ 1/k : χ(r) ∝ 1
r2 − r

3v
+ …
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Figure 3 | The p-wave contacts near two Feshbach resonances. CvkF/N (a) and CR/kFN (b) versus magnetic field �Bm (lower axes) or dimer energy Ed,m/EF
(upper axes). Data are shown from both the m=xy (blue) and m=z (red) resonances, from rf spectra (filled) and momentum distributions (open).
Momentum spectroscopy is shown for a smaller range of �Bm, owing to limited signal-to-noise. Most data is taken at t= 160 µs; however, long-time
asymptotes from fits to dynamical data (see Fig. 4) are also shown as smaller filled points. c, Numerical integration of the measured Cv gives the shift of
free energy 1F=F�Fbg due to near-resonant interactions (see Methods for the details of the numerical integration). Data is referenced to Fbg =F(Bmax)
for �Bm>0 and to Fbg =F(Bmin) for �Bm<0. Illustrations depict the dimer energy, compared to the range of collision energies available in the Fermi sea.
Error bars are statistical; see text for a discussion of systematic uncertainty.

The correlation between the two observables is 0.96(7), as
determined by the slope of a best-fit line with no o�set. This
agreement, in addition to the observation of the predicted
asymptotic scaling of equations (3) and (4), is strong evidence that
the p-wave contact relations are valid.

Field dependence of the p-wave contacts
Figure 3a,b shows the p-wave contacts versus �Bm near both
the m=xy and the m= z resonances. The data include contacts
determined at t = 160µs from e� , at t = 160µs from en, and
asymptotic values from e� versus t . The variable-t data (discussed
in more detail below) also identifies a loss-dominated regime
for 0.00(2)G�Bm 0.04(2)G, outside of which contacts reach a
steady-state value despite atom loss of up to 20%. We observe a
pronounced asymmetry about each Feshbach resonance: significant
contacts are only observed for �Bm > 0. Cv is largest close to
resonance, decreases with �Bm, and vanishes beyond �Bm ⇡ 0.3G,
where Ed,m/EF ⇡2. CR instead peaks at �Bm ⇡0.3G, before abruptly
falling to zero for larger fields.

Some of these salient features can be explained by a simple
model, in which Nd =

P
m Nd,m non-interacting closed-channel

dimers are in equilibrium with Nf free fermions. Each dimer
has Cv,m =2Rm and CR,m = �2R2

m/vm, but free fermions make
no contribution to the contacts. Because the m = xy and
m=z resonances are well separated, CvkF/N ⇡ 2kFRm(Nd/N )
and CR/(kFN )⇡2kFRm(Ed,m/EF)(Nd/N ). The assumption of
equilibrium gives Nd = (N/2)(1� (Ed,m/2EF)

3) in a harmonic trap
at zero temperature45. This model would predict that both Cv and
CR are the same near the xy and the z resonances, that Cv ! 0
and CR ! 0 as Ed,m ! 2EF, and that a fully dimerized gas would
have CvkF/N ⇡0.04, because kFRm ⇡0.04 in typical conditions. The

additional factor of (Ed,m/EF) in CR gives CR =0 at resonance and a
peak value CR/(kFN )⇡0.06 at Ed,m/EF ⇡1.6.

Although this model does explain the peak value of Cv and the
range of �Bm at which significant contacts are seen, it does not
explain the peak value or location of CR. A more realistic model
would include finite temperature, and interactions between dimers,
between atoms, and/or between atoms and dimers. For instance,
resonant enhancement of atom–dimer interactions have been seen
in a three-body calculation21,30.

Independent of any particular microscopic model, but assuming
adiabaticity, we can understand the thermodynamic implications of
the observed contacts using equation (1). The change in free energy
F versus �Bm is given by the integral of Cv over v�1

m , assuming all
other variables are constant. The contribution ofCR is not significant
(Methods). The inferred 1F is shown in Fig. 3c. The values shown
have several possible systematic errors. First, some of the other
variables that determine F are varied by �Bm: N decreases owing
to loss, and T increases by ⇠0.05EF/kB near resonance. A second
and more significant error may lie in the calibration of number and
rf power, which combine to give a 30% systematic uncertainty in
1F ⌘ F � Fbg. Finally, equilibration is likely to be only local, and
not trap-wide. Despite these uncertainties, the integrated data is
su�cient to demonstrate several qualitative regimes:

In regime (i), below resonance (Ed < 0), the gas is weakly re-
pulsive, with 01F ⌧EF. Here, resonant scattering is inaccessible
to free particles, and the gas remains on the ‘upper branch’47,48.
Few or no dimers are formed, because energy-conserving two-body
collisions cannot produce a dimer with a finite binding energy.
Instead, the gas has weakly repulsive p-wave interactions.

In regime (ii), at resonance, we do not extract a value for F ,
because a steady-state in CvkF/N is not achieved, as discussed in the
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The correlation between the two observables is 0.96(7), as
determined by the slope of a best-fit line with no o�set. This
agreement, in addition to the observation of the predicted
asymptotic scaling of equations (3) and (4), is strong evidence that
the p-wave contact relations are valid.

Field dependence of the p-wave contacts
Figure 3a,b shows the p-wave contacts versus �Bm near both
the m=xy and the m= z resonances. The data include contacts
determined at t = 160µs from e� , at t = 160µs from en, and
asymptotic values from e� versus t . The variable-t data (discussed
in more detail below) also identifies a loss-dominated regime
for 0.00(2)G�Bm 0.04(2)G, outside of which contacts reach a
steady-state value despite atom loss of up to 20%. We observe a
pronounced asymmetry about each Feshbach resonance: significant
contacts are only observed for �Bm > 0. Cv is largest close to
resonance, decreases with �Bm, and vanishes beyond �Bm ⇡ 0.3G,
where Ed,m/EF ⇡2. CR instead peaks at �Bm ⇡0.3G, before abruptly
falling to zero for larger fields.

Some of these salient features can be explained by a simple
model, in which Nd =

P
m Nd,m non-interacting closed-channel

dimers are in equilibrium with Nf free fermions. Each dimer
has Cv,m =2Rm and CR,m = �2R2

m/vm, but free fermions make
no contribution to the contacts. Because the m = xy and
m=z resonances are well separated, CvkF/N ⇡ 2kFRm(Nd/N )
and CR/(kFN )⇡2kFRm(Ed,m/EF)(Nd/N ). The assumption of
equilibrium gives Nd = (N/2)(1� (Ed,m/2EF)

3) in a harmonic trap
at zero temperature45. This model would predict that both Cv and
CR are the same near the xy and the z resonances, that Cv ! 0
and CR ! 0 as Ed,m ! 2EF, and that a fully dimerized gas would
have CvkF/N ⇡0.04, because kFRm ⇡0.04 in typical conditions. The

additional factor of (Ed,m/EF) in CR gives CR =0 at resonance and a
peak value CR/(kFN )⇡0.06 at Ed,m/EF ⇡1.6.

Although this model does explain the peak value of Cv and the
range of �Bm at which significant contacts are seen, it does not
explain the peak value or location of CR. A more realistic model
would include finite temperature, and interactions between dimers,
between atoms, and/or between atoms and dimers. For instance,
resonant enhancement of atom–dimer interactions have been seen
in a three-body calculation21,30.

Independent of any particular microscopic model, but assuming
adiabaticity, we can understand the thermodynamic implications of
the observed contacts using equation (1). The change in free energy
F versus �Bm is given by the integral of Cv over v�1

m , assuming all
other variables are constant. The contribution ofCR is not significant
(Methods). The inferred 1F is shown in Fig. 3c. The values shown
have several possible systematic errors. First, some of the other
variables that determine F are varied by �Bm: N decreases owing
to loss, and T increases by ⇠0.05EF/kB near resonance. A second
and more significant error may lie in the calibration of number and
rf power, which combine to give a 30% systematic uncertainty in
1F ⌘ F � Fbg. Finally, equilibration is likely to be only local, and
not trap-wide. Despite these uncertainties, the integrated data is
su�cient to demonstrate several qualitative regimes:

In regime (i), below resonance (Ed < 0), the gas is weakly re-
pulsive, with 01F ⌧EF. Here, resonant scattering is inaccessible
to free particles, and the gas remains on the ‘upper branch’47,48.
Few or no dimers are formed, because energy-conserving two-body
collisions cannot produce a dimer with a finite binding energy.
Instead, the gas has weakly repulsive p-wave interactions.

In regime (ii), at resonance, we do not extract a value for F ,
because a steady-state in CvkF/N is not achieved, as discussed in the
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The correlation between the two observables is 0.96(7), as
determined by the slope of a best-fit line with no o�set. This
agreement, in addition to the observation of the predicted
asymptotic scaling of equations (3) and (4), is strong evidence that
the p-wave contact relations are valid.

Field dependence of the p-wave contacts
Figure 3a,b shows the p-wave contacts versus �Bm near both
the m=xy and the m= z resonances. The data include contacts
determined at t = 160µs from e� , at t = 160µs from en, and
asymptotic values from e� versus t . The variable-t data (discussed
in more detail below) also identifies a loss-dominated regime
for 0.00(2)G�Bm 0.04(2)G, outside of which contacts reach a
steady-state value despite atom loss of up to 20%. We observe a
pronounced asymmetry about each Feshbach resonance: significant
contacts are only observed for �Bm > 0. Cv is largest close to
resonance, decreases with �Bm, and vanishes beyond �Bm ⇡ 0.3G,
where Ed,m/EF ⇡2. CR instead peaks at �Bm ⇡0.3G, before abruptly
falling to zero for larger fields.

Some of these salient features can be explained by a simple
model, in which Nd =

P
m Nd,m non-interacting closed-channel

dimers are in equilibrium with Nf free fermions. Each dimer
has Cv,m =2Rm and CR,m = �2R2

m/vm, but free fermions make
no contribution to the contacts. Because the m = xy and
m=z resonances are well separated, CvkF/N ⇡ 2kFRm(Nd/N )
and CR/(kFN )⇡2kFRm(Ed,m/EF)(Nd/N ). The assumption of
equilibrium gives Nd = (N/2)(1� (Ed,m/2EF)

3) in a harmonic trap
at zero temperature45. This model would predict that both Cv and
CR are the same near the xy and the z resonances, that Cv ! 0
and CR ! 0 as Ed,m ! 2EF, and that a fully dimerized gas would
have CvkF/N ⇡0.04, because kFRm ⇡0.04 in typical conditions. The

additional factor of (Ed,m/EF) in CR gives CR =0 at resonance and a
peak value CR/(kFN )⇡0.06 at Ed,m/EF ⇡1.6.

Although this model does explain the peak value of Cv and the
range of �Bm at which significant contacts are seen, it does not
explain the peak value or location of CR. A more realistic model
would include finite temperature, and interactions between dimers,
between atoms, and/or between atoms and dimers. For instance,
resonant enhancement of atom–dimer interactions have been seen
in a three-body calculation21,30.

Independent of any particular microscopic model, but assuming
adiabaticity, we can understand the thermodynamic implications of
the observed contacts using equation (1). The change in free energy
F versus �Bm is given by the integral of Cv over v�1

m , assuming all
other variables are constant. The contribution ofCR is not significant
(Methods). The inferred 1F is shown in Fig. 3c. The values shown
have several possible systematic errors. First, some of the other
variables that determine F are varied by �Bm: N decreases owing
to loss, and T increases by ⇠0.05EF/kB near resonance. A second
and more significant error may lie in the calibration of number and
rf power, which combine to give a 30% systematic uncertainty in
1F ⌘ F � Fbg. Finally, equilibration is likely to be only local, and
not trap-wide. Despite these uncertainties, the integrated data is
su�cient to demonstrate several qualitative regimes:

In regime (i), below resonance (Ed < 0), the gas is weakly re-
pulsive, with 01F ⌧EF. Here, resonant scattering is inaccessible
to free particles, and the gas remains on the ‘upper branch’47,48.
Few or no dimers are formed, because energy-conserving two-body
collisions cannot produce a dimer with a finite binding energy.
Instead, the gas has weakly repulsive p-wave interactions.

In regime (ii), at resonance, we do not extract a value for F ,
because a steady-state in CvkF/N is not achieved, as discussed in the
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The correlation between the two observables is 0.96(7), as
determined by the slope of a best-fit line with no o�set. This
agreement, in addition to the observation of the predicted
asymptotic scaling of equations (3) and (4), is strong evidence that
the p-wave contact relations are valid.

Field dependence of the p-wave contacts
Figure 3a,b shows the p-wave contacts versus �Bm near both
the m=xy and the m= z resonances. The data include contacts
determined at t = 160µs from e� , at t = 160µs from en, and
asymptotic values from e� versus t . The variable-t data (discussed
in more detail below) also identifies a loss-dominated regime
for 0.00(2)G�Bm 0.04(2)G, outside of which contacts reach a
steady-state value despite atom loss of up to 20%. We observe a
pronounced asymmetry about each Feshbach resonance: significant
contacts are only observed for �Bm > 0. Cv is largest close to
resonance, decreases with �Bm, and vanishes beyond �Bm ⇡ 0.3G,
where Ed,m/EF ⇡2. CR instead peaks at �Bm ⇡0.3G, before abruptly
falling to zero for larger fields.

Some of these salient features can be explained by a simple
model, in which Nd =

P
m Nd,m non-interacting closed-channel

dimers are in equilibrium with Nf free fermions. Each dimer
has Cv,m =2Rm and CR,m = �2R2

m/vm, but free fermions make
no contribution to the contacts. Because the m = xy and
m=z resonances are well separated, CvkF/N ⇡ 2kFRm(Nd/N )
and CR/(kFN )⇡2kFRm(Ed,m/EF)(Nd/N ). The assumption of
equilibrium gives Nd = (N/2)(1� (Ed,m/2EF)

3) in a harmonic trap
at zero temperature45. This model would predict that both Cv and
CR are the same near the xy and the z resonances, that Cv ! 0
and CR ! 0 as Ed,m ! 2EF, and that a fully dimerized gas would
have CvkF/N ⇡0.04, because kFRm ⇡0.04 in typical conditions. The

additional factor of (Ed,m/EF) in CR gives CR =0 at resonance and a
peak value CR/(kFN )⇡0.06 at Ed,m/EF ⇡1.6.

Although this model does explain the peak value of Cv and the
range of �Bm at which significant contacts are seen, it does not
explain the peak value or location of CR. A more realistic model
would include finite temperature, and interactions between dimers,
between atoms, and/or between atoms and dimers. For instance,
resonant enhancement of atom–dimer interactions have been seen
in a three-body calculation21,30.

Independent of any particular microscopic model, but assuming
adiabaticity, we can understand the thermodynamic implications of
the observed contacts using equation (1). The change in free energy
F versus �Bm is given by the integral of Cv over v�1

m , assuming all
other variables are constant. The contribution ofCR is not significant
(Methods). The inferred 1F is shown in Fig. 3c. The values shown
have several possible systematic errors. First, some of the other
variables that determine F are varied by �Bm: N decreases owing
to loss, and T increases by ⇠0.05EF/kB near resonance. A second
and more significant error may lie in the calibration of number and
rf power, which combine to give a 30% systematic uncertainty in
1F ⌘ F � Fbg. Finally, equilibration is likely to be only local, and
not trap-wide. Despite these uncertainties, the integrated data is
su�cient to demonstrate several qualitative regimes:

In regime (i), below resonance (Ed < 0), the gas is weakly re-
pulsive, with 01F ⌧EF. Here, resonant scattering is inaccessible
to free particles, and the gas remains on the ‘upper branch’47,48.
Few or no dimers are formed, because energy-conserving two-body
collisions cannot produce a dimer with a finite binding energy.
Instead, the gas has weakly repulsive p-wave interactions.

In regime (ii), at resonance, we do not extract a value for F ,
because a steady-state in CvkF/N is not achieved, as discussed in the
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The correlation between the two observables is 0.96(7), as
determined by the slope of a best-fit line with no o�set. This
agreement, in addition to the observation of the predicted
asymptotic scaling of equations (3) and (4), is strong evidence that
the p-wave contact relations are valid.

Field dependence of the p-wave contacts
Figure 3a,b shows the p-wave contacts versus �Bm near both
the m=xy and the m= z resonances. The data include contacts
determined at t = 160µs from e� , at t = 160µs from en, and
asymptotic values from e� versus t . The variable-t data (discussed
in more detail below) also identifies a loss-dominated regime
for 0.00(2)G�Bm 0.04(2)G, outside of which contacts reach a
steady-state value despite atom loss of up to 20%. We observe a
pronounced asymmetry about each Feshbach resonance: significant
contacts are only observed for �Bm > 0. Cv is largest close to
resonance, decreases with �Bm, and vanishes beyond �Bm ⇡ 0.3G,
where Ed,m/EF ⇡2. CR instead peaks at �Bm ⇡0.3G, before abruptly
falling to zero for larger fields.

Some of these salient features can be explained by a simple
model, in which Nd =

P
m Nd,m non-interacting closed-channel

dimers are in equilibrium with Nf free fermions. Each dimer
has Cv,m =2Rm and CR,m = �2R2

m/vm, but free fermions make
no contribution to the contacts. Because the m = xy and
m=z resonances are well separated, CvkF/N ⇡ 2kFRm(Nd/N )
and CR/(kFN )⇡2kFRm(Ed,m/EF)(Nd/N ). The assumption of
equilibrium gives Nd = (N/2)(1� (Ed,m/2EF)

3) in a harmonic trap
at zero temperature45. This model would predict that both Cv and
CR are the same near the xy and the z resonances, that Cv ! 0
and CR ! 0 as Ed,m ! 2EF, and that a fully dimerized gas would
have CvkF/N ⇡0.04, because kFRm ⇡0.04 in typical conditions. The

additional factor of (Ed,m/EF) in CR gives CR =0 at resonance and a
peak value CR/(kFN )⇡0.06 at Ed,m/EF ⇡1.6.

Although this model does explain the peak value of Cv and the
range of �Bm at which significant contacts are seen, it does not
explain the peak value or location of CR. A more realistic model
would include finite temperature, and interactions between dimers,
between atoms, and/or between atoms and dimers. For instance,
resonant enhancement of atom–dimer interactions have been seen
in a three-body calculation21,30.

Independent of any particular microscopic model, but assuming
adiabaticity, we can understand the thermodynamic implications of
the observed contacts using equation (1). The change in free energy
F versus �Bm is given by the integral of Cv over v�1

m , assuming all
other variables are constant. The contribution ofCR is not significant
(Methods). The inferred 1F is shown in Fig. 3c. The values shown
have several possible systematic errors. First, some of the other
variables that determine F are varied by �Bm: N decreases owing
to loss, and T increases by ⇠0.05EF/kB near resonance. A second
and more significant error may lie in the calibration of number and
rf power, which combine to give a 30% systematic uncertainty in
1F ⌘ F � Fbg. Finally, equilibration is likely to be only local, and
not trap-wide. Despite these uncertainties, the integrated data is
su�cient to demonstrate several qualitative regimes:

In regime (i), below resonance (Ed < 0), the gas is weakly re-
pulsive, with 01F ⌧EF. Here, resonant scattering is inaccessible
to free particles, and the gas remains on the ‘upper branch’47,48.
Few or no dimers are formed, because energy-conserving two-body
collisions cannot produce a dimer with a finite binding energy.
Instead, the gas has weakly repulsive p-wave interactions.

In regime (ii), at resonance, we do not extract a value for F ,
because a steady-state in CvkF/N is not achieved, as discussed in the
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(upper axes). Data are shown from both the m=xy (blue) and m=z (red) resonances, from rf spectra (filled) and momentum distributions (open).
Momentum spectroscopy is shown for a smaller range of �Bm, owing to limited signal-to-noise. Most data is taken at t= 160 µs; however, long-time
asymptotes from fits to dynamical data (see Fig. 4) are also shown as smaller filled points. c, Numerical integration of the measured Cv gives the shift of
free energy 1F=F�Fbg due to near-resonant interactions (see Methods for the details of the numerical integration). Data is referenced to Fbg =F(Bmax)
for �Bm>0 and to Fbg =F(Bmin) for �Bm<0. Illustrations depict the dimer energy, compared to the range of collision energies available in the Fermi sea.
Error bars are statistical; see text for a discussion of systematic uncertainty.

The correlation between the two observables is 0.96(7), as
determined by the slope of a best-fit line with no o�set. This
agreement, in addition to the observation of the predicted
asymptotic scaling of equations (3) and (4), is strong evidence that
the p-wave contact relations are valid.

Field dependence of the p-wave contacts
Figure 3a,b shows the p-wave contacts versus �Bm near both
the m=xy and the m= z resonances. The data include contacts
determined at t = 160µs from e� , at t = 160µs from en, and
asymptotic values from e� versus t . The variable-t data (discussed
in more detail below) also identifies a loss-dominated regime
for 0.00(2)G�Bm 0.04(2)G, outside of which contacts reach a
steady-state value despite atom loss of up to 20%. We observe a
pronounced asymmetry about each Feshbach resonance: significant
contacts are only observed for �Bm > 0. Cv is largest close to
resonance, decreases with �Bm, and vanishes beyond �Bm ⇡ 0.3G,
where Ed,m/EF ⇡2. CR instead peaks at �Bm ⇡0.3G, before abruptly
falling to zero for larger fields.

Some of these salient features can be explained by a simple
model, in which Nd =

P
m Nd,m non-interacting closed-channel

dimers are in equilibrium with Nf free fermions. Each dimer
has Cv,m =2Rm and CR,m = �2R2

m/vm, but free fermions make
no contribution to the contacts. Because the m = xy and
m=z resonances are well separated, CvkF/N ⇡ 2kFRm(Nd/N )
and CR/(kFN )⇡2kFRm(Ed,m/EF)(Nd/N ). The assumption of
equilibrium gives Nd = (N/2)(1� (Ed,m/2EF)

3) in a harmonic trap
at zero temperature45. This model would predict that both Cv and
CR are the same near the xy and the z resonances, that Cv ! 0
and CR ! 0 as Ed,m ! 2EF, and that a fully dimerized gas would
have CvkF/N ⇡0.04, because kFRm ⇡0.04 in typical conditions. The

additional factor of (Ed,m/EF) in CR gives CR =0 at resonance and a
peak value CR/(kFN )⇡0.06 at Ed,m/EF ⇡1.6.

Although this model does explain the peak value of Cv and the
range of �Bm at which significant contacts are seen, it does not
explain the peak value or location of CR. A more realistic model
would include finite temperature, and interactions between dimers,
between atoms, and/or between atoms and dimers. For instance,
resonant enhancement of atom–dimer interactions have been seen
in a three-body calculation21,30.

Independent of any particular microscopic model, but assuming
adiabaticity, we can understand the thermodynamic implications of
the observed contacts using equation (1). The change in free energy
F versus �Bm is given by the integral of Cv over v�1

m , assuming all
other variables are constant. The contribution ofCR is not significant
(Methods). The inferred 1F is shown in Fig. 3c. The values shown
have several possible systematic errors. First, some of the other
variables that determine F are varied by �Bm: N decreases owing
to loss, and T increases by ⇠0.05EF/kB near resonance. A second
and more significant error may lie in the calibration of number and
rf power, which combine to give a 30% systematic uncertainty in
1F ⌘ F � Fbg. Finally, equilibration is likely to be only local, and
not trap-wide. Despite these uncertainties, the integrated data is
su�cient to demonstrate several qualitative regimes:

In regime (i), below resonance (Ed < 0), the gas is weakly re-
pulsive, with 01F ⌧EF. Here, resonant scattering is inaccessible
to free particles, and the gas remains on the ‘upper branch’47,48.
Few or no dimers are formed, because energy-conserving two-body
collisions cannot produce a dimer with a finite binding energy.
Instead, the gas has weakly repulsive p-wave interactions.

In regime (ii), at resonance, we do not extract a value for F ,
because a steady-state in CvkF/N is not achieved, as discussed in the
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The correlation between the two observables is 0.96(7), as
determined by the slope of a best-fit line with no o�set. This
agreement, in addition to the observation of the predicted
asymptotic scaling of equations (3) and (4), is strong evidence that
the p-wave contact relations are valid.

Field dependence of the p-wave contacts
Figure 3a,b shows the p-wave contacts versus �Bm near both
the m=xy and the m= z resonances. The data include contacts
determined at t = 160µs from e� , at t = 160µs from en, and
asymptotic values from e� versus t . The variable-t data (discussed
in more detail below) also identifies a loss-dominated regime
for 0.00(2)G�Bm 0.04(2)G, outside of which contacts reach a
steady-state value despite atom loss of up to 20%. We observe a
pronounced asymmetry about each Feshbach resonance: significant
contacts are only observed for �Bm > 0. Cv is largest close to
resonance, decreases with �Bm, and vanishes beyond �Bm ⇡ 0.3G,
where Ed,m/EF ⇡2. CR instead peaks at �Bm ⇡0.3G, before abruptly
falling to zero for larger fields.

Some of these salient features can be explained by a simple
model, in which Nd =

P
m Nd,m non-interacting closed-channel

dimers are in equilibrium with Nf free fermions. Each dimer
has Cv,m =2Rm and CR,m = �2R2

m/vm, but free fermions make
no contribution to the contacts. Because the m = xy and
m=z resonances are well separated, CvkF/N ⇡ 2kFRm(Nd/N )
and CR/(kFN )⇡2kFRm(Ed,m/EF)(Nd/N ). The assumption of
equilibrium gives Nd = (N/2)(1� (Ed,m/2EF)

3) in a harmonic trap
at zero temperature45. This model would predict that both Cv and
CR are the same near the xy and the z resonances, that Cv ! 0
and CR ! 0 as Ed,m ! 2EF, and that a fully dimerized gas would
have CvkF/N ⇡0.04, because kFRm ⇡0.04 in typical conditions. The

additional factor of (Ed,m/EF) in CR gives CR =0 at resonance and a
peak value CR/(kFN )⇡0.06 at Ed,m/EF ⇡1.6.

Although this model does explain the peak value of Cv and the
range of �Bm at which significant contacts are seen, it does not
explain the peak value or location of CR. A more realistic model
would include finite temperature, and interactions between dimers,
between atoms, and/or between atoms and dimers. For instance,
resonant enhancement of atom–dimer interactions have been seen
in a three-body calculation21,30.

Independent of any particular microscopic model, but assuming
adiabaticity, we can understand the thermodynamic implications of
the observed contacts using equation (1). The change in free energy
F versus �Bm is given by the integral of Cv over v�1

m , assuming all
other variables are constant. The contribution ofCR is not significant
(Methods). The inferred 1F is shown in Fig. 3c. The values shown
have several possible systematic errors. First, some of the other
variables that determine F are varied by �Bm: N decreases owing
to loss, and T increases by ⇠0.05EF/kB near resonance. A second
and more significant error may lie in the calibration of number and
rf power, which combine to give a 30% systematic uncertainty in
1F ⌘ F � Fbg. Finally, equilibration is likely to be only local, and
not trap-wide. Despite these uncertainties, the integrated data is
su�cient to demonstrate several qualitative regimes:

In regime (i), below resonance (Ed < 0), the gas is weakly re-
pulsive, with 01F ⌧EF. Here, resonant scattering is inaccessible
to free particles, and the gas remains on the ‘upper branch’47,48.
Few or no dimers are formed, because energy-conserving two-body
collisions cannot produce a dimer with a finite binding energy.
Instead, the gas has weakly repulsive p-wave interactions.

In regime (ii), at resonance, we do not extract a value for F ,
because a steady-state in CvkF/N is not achieved, as discussed in the
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The correlation between the two observables is 0.96(7), as
determined by the slope of a best-fit line with no o�set. This
agreement, in addition to the observation of the predicted
asymptotic scaling of equations (3) and (4), is strong evidence that
the p-wave contact relations are valid.

Field dependence of the p-wave contacts
Figure 3a,b shows the p-wave contacts versus �Bm near both
the m=xy and the m= z resonances. The data include contacts
determined at t = 160µs from e� , at t = 160µs from en, and
asymptotic values from e� versus t . The variable-t data (discussed
in more detail below) also identifies a loss-dominated regime
for 0.00(2)G�Bm 0.04(2)G, outside of which contacts reach a
steady-state value despite atom loss of up to 20%. We observe a
pronounced asymmetry about each Feshbach resonance: significant
contacts are only observed for �Bm > 0. Cv is largest close to
resonance, decreases with �Bm, and vanishes beyond �Bm ⇡ 0.3G,
where Ed,m/EF ⇡2. CR instead peaks at �Bm ⇡0.3G, before abruptly
falling to zero for larger fields.

Some of these salient features can be explained by a simple
model, in which Nd =

P
m Nd,m non-interacting closed-channel

dimers are in equilibrium with Nf free fermions. Each dimer
has Cv,m =2Rm and CR,m = �2R2

m/vm, but free fermions make
no contribution to the contacts. Because the m = xy and
m=z resonances are well separated, CvkF/N ⇡ 2kFRm(Nd/N )
and CR/(kFN )⇡2kFRm(Ed,m/EF)(Nd/N ). The assumption of
equilibrium gives Nd = (N/2)(1� (Ed,m/2EF)

3) in a harmonic trap
at zero temperature45. This model would predict that both Cv and
CR are the same near the xy and the z resonances, that Cv ! 0
and CR ! 0 as Ed,m ! 2EF, and that a fully dimerized gas would
have CvkF/N ⇡0.04, because kFRm ⇡0.04 in typical conditions. The

additional factor of (Ed,m/EF) in CR gives CR =0 at resonance and a
peak value CR/(kFN )⇡0.06 at Ed,m/EF ⇡1.6.

Although this model does explain the peak value of Cv and the
range of �Bm at which significant contacts are seen, it does not
explain the peak value or location of CR. A more realistic model
would include finite temperature, and interactions between dimers,
between atoms, and/or between atoms and dimers. For instance,
resonant enhancement of atom–dimer interactions have been seen
in a three-body calculation21,30.

Independent of any particular microscopic model, but assuming
adiabaticity, we can understand the thermodynamic implications of
the observed contacts using equation (1). The change in free energy
F versus �Bm is given by the integral of Cv over v�1

m , assuming all
other variables are constant. The contribution ofCR is not significant
(Methods). The inferred 1F is shown in Fig. 3c. The values shown
have several possible systematic errors. First, some of the other
variables that determine F are varied by �Bm: N decreases owing
to loss, and T increases by ⇠0.05EF/kB near resonance. A second
and more significant error may lie in the calibration of number and
rf power, which combine to give a 30% systematic uncertainty in
1F ⌘ F � Fbg. Finally, equilibration is likely to be only local, and
not trap-wide. Despite these uncertainties, the integrated data is
su�cient to demonstrate several qualitative regimes:

In regime (i), below resonance (Ed < 0), the gas is weakly re-
pulsive, with 01F ⌧EF. Here, resonant scattering is inaccessible
to free particles, and the gas remains on the ‘upper branch’47,48.
Few or no dimers are formed, because energy-conserving two-body
collisions cannot produce a dimer with a finite binding energy.
Instead, the gas has weakly repulsive p-wave interactions.

In regime (ii), at resonance, we do not extract a value for F ,
because a steady-state in CvkF/N is not achieved, as discussed in the
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The correlation between the two observables is 0.96(7), as
determined by the slope of a best-fit line with no o�set. This
agreement, in addition to the observation of the predicted
asymptotic scaling of equations (3) and (4), is strong evidence that
the p-wave contact relations are valid.

Field dependence of the p-wave contacts
Figure 3a,b shows the p-wave contacts versus �Bm near both
the m=xy and the m= z resonances. The data include contacts
determined at t = 160µs from e� , at t = 160µs from en, and
asymptotic values from e� versus t . The variable-t data (discussed
in more detail below) also identifies a loss-dominated regime
for 0.00(2)G�Bm 0.04(2)G, outside of which contacts reach a
steady-state value despite atom loss of up to 20%. We observe a
pronounced asymmetry about each Feshbach resonance: significant
contacts are only observed for �Bm > 0. Cv is largest close to
resonance, decreases with �Bm, and vanishes beyond �Bm ⇡ 0.3G,
where Ed,m/EF ⇡2. CR instead peaks at �Bm ⇡0.3G, before abruptly
falling to zero for larger fields.

Some of these salient features can be explained by a simple
model, in which Nd =

P
m Nd,m non-interacting closed-channel

dimers are in equilibrium with Nf free fermions. Each dimer
has Cv,m =2Rm and CR,m = �2R2

m/vm, but free fermions make
no contribution to the contacts. Because the m = xy and
m=z resonances are well separated, CvkF/N ⇡ 2kFRm(Nd/N )
and CR/(kFN )⇡2kFRm(Ed,m/EF)(Nd/N ). The assumption of
equilibrium gives Nd = (N/2)(1� (Ed,m/2EF)

3) in a harmonic trap
at zero temperature45. This model would predict that both Cv and
CR are the same near the xy and the z resonances, that Cv ! 0
and CR ! 0 as Ed,m ! 2EF, and that a fully dimerized gas would
have CvkF/N ⇡0.04, because kFRm ⇡0.04 in typical conditions. The

additional factor of (Ed,m/EF) in CR gives CR =0 at resonance and a
peak value CR/(kFN )⇡0.06 at Ed,m/EF ⇡1.6.

Although this model does explain the peak value of Cv and the
range of �Bm at which significant contacts are seen, it does not
explain the peak value or location of CR. A more realistic model
would include finite temperature, and interactions between dimers,
between atoms, and/or between atoms and dimers. For instance,
resonant enhancement of atom–dimer interactions have been seen
in a three-body calculation21,30.

Independent of any particular microscopic model, but assuming
adiabaticity, we can understand the thermodynamic implications of
the observed contacts using equation (1). The change in free energy
F versus �Bm is given by the integral of Cv over v�1

m , assuming all
other variables are constant. The contribution ofCR is not significant
(Methods). The inferred 1F is shown in Fig. 3c. The values shown
have several possible systematic errors. First, some of the other
variables that determine F are varied by �Bm: N decreases owing
to loss, and T increases by ⇠0.05EF/kB near resonance. A second
and more significant error may lie in the calibration of number and
rf power, which combine to give a 30% systematic uncertainty in
1F ⌘ F � Fbg. Finally, equilibration is likely to be only local, and
not trap-wide. Despite these uncertainties, the integrated data is
su�cient to demonstrate several qualitative regimes:

In regime (i), below resonance (Ed < 0), the gas is weakly re-
pulsive, with 01F ⌧EF. Here, resonant scattering is inaccessible
to free particles, and the gas remains on the ‘upper branch’47,48.
Few or no dimers are formed, because energy-conserving two-body
collisions cannot produce a dimer with a finite binding energy.
Instead, the gas has weakly repulsive p-wave interactions.

In regime (ii), at resonance, we do not extract a value for F ,
because a steady-state in CvkF/N is not achieved, as discussed in the
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FIGURE 12. Contacts Cv et Cke , associés aux paramètres v et ke (Cke est noté
ici CR) mesurés par spectroscopie radio-fréquence et à partir de la distribution en
impulsion. Figure extraite de LUCIUK, TROTZKY et al. (2016).

L’ensemble des données de LUCIUK, TROTZKY et al. (2016), obtenues à
la fois par spectroscopie radio-fréquence et par mesure de n(k), est re-
porté sur la figure 12 pour les deux contacts Cv et Cke . Comme attendu,
on constate que ces contacts prennent des valeurs significatives dans le
cas où un état quasi-lié est proche de l’énergie caractéristique des atomes,
c’est-à-dire l’énergie de Fermi.

4 Contact à deux corps pour le gaz de Bose

4-1 Les différents régimes pour le gaz de Bose

Nous nous intéressons ici au cas d’un gaz de bosons sans spin ou po-
larisés, avec des interactions en onde s caractérisées par la longueur de
diffusion a. Comme toujours pour ce cours, le gaz sera supposé dilué de
sorte que nb3 � 1, où b est la portée du potentiel. L’extension des ré-
sultats de Tan au cas des bosons a été menée dès la fin des années 2000
par COMBESCOT, ALZETTO et al. (2009) (qui ont négligé les effets à trois
corps), puis par BRAATEN, KANG et al. (2011), WERNER & CASTIN (2012a)
et SMITH, BRAATEN et al. (2014) (qui les ont pris en compte). Les premières
expériences sur les gaz de Bose ont été menées dans le groupe de Boulder
par WILD, MAKOTYN et al. (2012) et seront décrites en § 4-3.

Nous allons commencer par récapituler les différents régimes pos-
sibles :

— Le cas d’un gaz en interaction faible, na3 � 1 avec a > 0. À basse tem-
pérature, ce cas peut être décrit par l’approximation de Bogoliubov ;
à plus haute température, la méthode Hartree-Fock ou le développe-
ment du viriel sont utilisables.
Sur le plan théorique, si le potentiel d’interaction entre atomes est
complètement répulsif, avec une portée b ∼ a (c’est le cas pour un
potentiel de sphères dures par exemple), aucune instabilité n’est à
craindre. Sur le plan pratique, il y a toujours des états liés dans le
potentiel interatomique pour les espèces utilisées au laboratoire, ce
qui peut induire des pertes 4 d’atomes qui s’échappent du piège sous
forme de molécules diatomiques. Ces molécules sont formées lors
d’une collision à trois corps, dans laquelle deux partenaires forment
l’état lié et le troisième emporte l’énergie libérée lors de la création
du dimère. Rappelons que ces pertes sont absentes pour le gaz de

4. En fait, ces pertes sont elles-mêmes un processus intéressant, présentant un carac-
tère d’universalité, comme montré théoriquement par BRAATEN & HAMMER (2013a) et
LAURENT, LEYRONAS et al. (2014), et étudié expérimentalement par REM, GRIER et al. (2013),
FLETCHER, GAUNT et al. (2013) et EISMANN, KHAYKOVICH et al. (2016). Par ailleurs, ces
pertes peuvent conduire à une mise en défaut des relations de Tan, comme montré dans le
cas uni-dimensionnel par BOUCHOULE & DUBAIL (2021).
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Fermi de spin 1/2 car le principe de Pauli interdit d’avoir trois fer-
mions proches l’un de l’autre si seulement deux états de spin ↑ et ↓
sont disponibles.

Heureusement, comme expliqué au chapitre 3 (§ 1.1), la condition
na3 � 1 garantit qu’il existe une plage de temps durant laquelle le
gaz a atteint son état d’équilibre sans que les pertes mentionnées ci-
dessus ne jouent un rôle appréciable.

— Le cas d’une interaction faible (n|a|3 � 1) avec a < 0. À basse tempé-
rature et à trois dimensions, l’utilisation de la théorie de champ moyen
conduit à une instabilité dynamique du gaz et à son collapse.

— Le régime d’interaction forte, n|a|3 & 1, a pouvant être positif ou né-
gatif. Dans ce cas, qui nécessite |a| � b, une série d’états faiblement
liés à trois corps peut apparaître, ces états étant en nombre infini pour
a = ±∞ : c’est le problème bien connu d’EFIMOV (1971) [voir NAIDON

& ENDO (2017) pour une revue]. Ces états peuvent avoir une grande
extension et il est facile de les former lors des collisions dans le gaz.
La contribution de ces états doit donc être prise en compte dans la
détermination de l’équilibre thermodynamique du système.

Pour caractériser la thermodynamique du système, il faut alors intro-
duire, en plus du contact à deux corps, un autre paramètre appelé
contact à trois corps (BRAATEN, KANG et al. 2011 ; WERNER & CASTIN

2012a ; SMITH, BRAATEN et al. 2014). La première mesure expérimen-
tale de ce contact à trois corps a été faite par FLETCHER, LOPES et al.
(2017). Nous ne discuterons pas ces expériences ici car leur explica-
tion nécessite la mise en place d’un formalisme spécifique, que nous
reportons à un prochain cours.

Par ailleurs, dans ce régime, la formation de dimères mentionnée plus
haut devient problématique. Dans le régime proche de T = 0, le gaz
n’a pas le temps d’atteindre son état d’équilibre avant d’avoir perdu
une fraction significative de ses constituants. L’étude de l’équilibre
thermodynamique d’un gaz de Bose en interaction forte ne peut donc
se faire que dans le régime non dégénéré (LI & HO 2012 ; FLETCHER,
GAUNT et al. 2013 ; REM, GRIER et al. 2013 ; CHEVY & SALOMON 2016).

T = 0 Non dégénéré nλ3 � 1

Hors résonance (4πna)2 2× (4πna)2

À résonance ∼ n4/3 32π(nλ)2

TABLE 1. Valeurs prédites pour le contact à deux corps par unité de volume C/L3

d’un gaz de Bose.

4-2 Prédictions pour le contact à deux corps

Nous avons reporté dans la table 1 les valeurs attendues pour le contact
à deux corps d’un gaz de Bose dans les régimes mentionnés ci-dessus.
Dans le cas de la température nulle et hors résonance, on a affaire à un
condensat de Bose–Einstein "ordinaire". La valeur du contact se déduit di-
rectement de la prédiction de champ moyen pour l’énergie du condensat :

Echp.moy. =
1

2
gnN avec g =

4π~2a

m
⇒ C = (4πa)2nN. (65)

Restons dans le cas non résonant et passons au cas non dégénéré. En uti-
lisant le développement du viriel, nous avons vu au chapitre 1, § 2.3, que
l’énergie d’interaction est simplement doublée par rapport à la valeur (65).
Le contact est donc lui aussi doublé, cette augmentation étant simplement
une signature de l’effet de groupement découvert par HANBURY-BROWN

& TWISS (1956).

Passons maintenant au cas résonant. La valeur à température nulle est
simplement indiquée ici sous forme de la loi d’échelle ∼ n4/3 (DIEDERIX,
HEIJST et al. 2011 ; SYKES, CORSON et al. 2014 ; SMITH, BRAATEN et al.
2014), mais est difficile à tester expérimentalement. En effet, comme ex-
pliqué en § 4-1, il n’est pas possible de produire le gaz dans un état d’équi-
libre dans ce régime, compte tenu du taux élevé de pertes à trois corps.
En revanche, la prédiction de la dernière case du tableau, correspondant à
un gaz non dégénéré en interaction résonnante, est testable expérimenta-
lement (FLETCHER, LOPES et al. 2017). Nous allons maintenant expliquer
brièvement comment arriver à cette valeur.

Nous utilisons le développement du viriel, déjà abordé au chapitre 1 de
ce cours, qui donne le développement du grand potentiel Ω en puissances
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de la fugacité z = exp(µ/kBT ) :

Ω = −PV = −kBTV

λ3

∞∑

j=1

bj(T )zj (66)

que nous allons tronquer à l’ordre 2 inclus. Nous allons utiliser la défini-
tion thermodynamique du contact (rappellons que b1(T ) = 1 pour toute
température) :

C =
8πa2m

~2

(
∂Ω

∂a

)

T,V,µ

= −16π2nNλa2

(
∂b2
∂a

)

T

(67)

où nous avons utilisé z = nλ3 à cet ordre du calcul.

Reprenons maintenant la partie de b2(T ) liée aux interactions et calculée
au chapitre 1 :

b
(int)
2 =

23/2

π

∫ +∞

0

dδ0
dk

e−~
2k2/mkBT dk + Θ(a) 23/2e−Elie/kBT . (68)

On rappelle que la première contribution provient du continuum formé
par les états de diffusion ; elle fait intervenir le déphasage δ0(k) d’une col-
lision en onde s, donné par :

dδ0
dk

=
−a

1 + k2a2
. (69)

La seconde contribution, due à l’éventuel état lié intervenant dans la ré-
sonance, d’énergie Elie = −~2/ma2, n’est présente que dans le domaine
a > 0, d’où la fonction de Heaviside Θ(a).

Le calcul consiste à prendre la dérivée de b2 par rapport à a, puis consi-
dérer la limite a = ±∞. Il ne pose pas de difficultés de principe, même
s’il est un peu long [voir par exemple BRAATEN & HAMMER (2013b)]. On
arrive à la même valeur dans les deux limites a → −∞ (pas d’état lié) et
a → +∞ (l’état lié contribue). Cette valeur est indiquée dans le tableau
1. Notons que bien que le contact C(a) lui-même soit continu et fini en
1/a = 0, ses dérivées à gauche et à droite ne coïncident pas du fait de la
singularité introduite par la fonction Θ(a). La courbe C(a) présente donc
un point anguleux à résonance.

1

present a measurement of the three-body parameter for
85Rb using trap loss rates for a noncondensed gas, and
look for many-body effects manifested in a three-body
contact for a BEC, C3 [18,28].

The two-body contact, C2, is an extensive thermody-
namic variable that is connected to the derivative of the
total energy of the system, E, with respect to a [8,20,21].

dE

da
¼ @2

8!ma2
C2: (1)

Combining this with the energy density of a BEC in the
perturbative beyond-mean-field regime, the predicted con-
tact for a condensate is

C2 ¼ 16!2na2
!
1þ 5

2

128

15
ffiffiffiffi
!

p
ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
þ . . .

#
N0; (2)

where n is the atom number density, m is the atomic mass,
and N0 is the number of atoms in the BEC. Equation (2)
gives the mean-field contribution followed by the first
order correction derived by Lee, Huang, and Yang
(LHY) [29].

To measure C2 using rf spectroscopy [17,30,31], an rf
pulse drives a Zeeman transition and transfers a small
fraction of spin-polarized bosonic atoms into another
spin state. Interactions give rise to an asymmetric tail in
the rf spectrum, which can be thought as rf ‘‘dissociation’’
of pairs of atoms that happen to be very close to each other.
Ignoring C3, and assuming that the measurement is done in
the linear regime, the rate for transferring atoms to the final
spin state in this tail is given by [32]

lim
!!1

!ð!Þ ¼ "2

4!

ffiffiffiffi@
m

s
"ðaÞ
#ð!Þ

C2

!3=2
; (3)

where
R1
%1 !ð!Þd! ¼ !"2N, " is the Rabi frequency,

and N is the total number of atoms. In Eq. (3), "ðaÞ=#ð!Þ
describe final-state effects; the a-dependent part is "ðaÞ ¼
ða0=a% 1Þ2, where a0 is the scattering length for inter-
actions between atoms in the final spin state and atoms in
the initial spin state, while the frequency-dependent part is
#ð!Þ ¼ 1þ @j!j=E0, where E0 ¼ @2=ma02.

Our experiments probe 4–8& 104 Bose-condensed 85Rb
atoms in a gas with a 60% condensate fraction. The atoms
are in the jF ¼ 2; mF ¼ %2i state, where F is the total
atomic spin and mF is the spin projection. They are con-
fined magnetically in a 10 Hz spherical harmonic trap with
a variable magnetic bias field. We work at magnetic-field
values near a Feshbach resonance at 155.04 G [33], and
during the final stages of evaporation, the field is set to give
a' 100 a0. After evaporation, we ramp the bias field in
order to change a on a time scale that is fast compared to
the trap period, but adiabatic with respect to two-body time
scales, with _a=a never reaching more than 0:01@=ðma2Þ
( _a being the time derivative of a) [34].

An example of rf contact spectroscopy at a ¼ 497( 5
a0, where a0 is the Bohr radius, is shown in Fig. 1(a).

Roughly 1 ms after the magnetic-field ramps, we probe the
BEC using a Gaussian envelope rf pulse to drive the
j2;%2i to j2;%1i transition. We determine !ð!Þ from
the number of atoms transferred to the j2;%1i spin state
divided by the rf pulse duration. We then define our signal,
Sð!Þ, as !ð!Þ normalized by the integrated line shape. We
fit Sð!Þ to a Gaussian line shape [dashed black line in
Fig. 1(a)] and take the center to be the single-particle
transition frequency !0. The center of the rf line shape
will be shifted due to mean-field interactions by an amount
typically less than 2!& 0:5 kHz. For the main line shape,
we use short rf pulses with a Gaussian rms width for the
field amplitude, $, of 5 %s; this sets the observed width of
the line shape. At larger detunings, we use longer pulses,
with an rms width of 25 to 200 %s, and an increased rf
power, "2, such that we outcouple 1%–2% of the gas. We
normalize the signal for the different $ and "2, making
small (5%) corrections for measured nonlinearity in "2$.
For our experiment, the rf drives a transition to a lower

energy spin state and one expects the 1=j!j3=2 interaction-
induced tail on the low frequency side of the line shape.
Consistent with this expectation, we observe a tail for large
negative detunings, while for similar detunings on the
positive side, we find that the signal is consistent with
zero. The solid line in Fig. 1(a) shows a fit to the expected
frequency dependence from Eq. (3), while the dotted line
shows a fit to 1=j!j3=2. For our system, the final-state
effects are characterized by a0 ¼ %565 a0 [35] and
E0=h ¼ 133 kHz.

FIG. 1. Example of rf contact spectroscopy. (a) rf line shape,
Sð!Þ, normalized so that

R1
%1 Sð!Þd! ¼ 1 s%1. The data at

large detunings (circles) are multiplied by a factor of 300 to
make the tail visible. Here the mean BEC density is hni ¼ 4:9&
1012 cm%3. (b) Additional release energy of the outcoupled atom
cloud. We calculate the energy from the width of the expanded

cloud, &, using E ¼ 3
2m

&2%&2
0

#t2
, where #t is the time between the

middle of the rf pulse and the absorption image (4.5 ms) and &0

is the size of the expanded cloud measured at ! ¼ 0. The solid
line is 1

2
j!j
2! .
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present a measurement of the three-body parameter for
85Rb using trap loss rates for a noncondensed gas, and
look for many-body effects manifested in a three-body
contact for a BEC, C3 [18,28].

The two-body contact, C2, is an extensive thermody-
namic variable that is connected to the derivative of the
total energy of the system, E, with respect to a [8,20,21].
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where n is the atom number density, m is the atomic mass,
and N0 is the number of atoms in the BEC. Equation (2)
gives the mean-field contribution followed by the first
order correction derived by Lee, Huang, and Yang
(LHY) [29].

To measure C2 using rf spectroscopy [17,30,31], an rf
pulse drives a Zeeman transition and transfers a small
fraction of spin-polarized bosonic atoms into another
spin state. Interactions give rise to an asymmetric tail in
the rf spectrum, which can be thought as rf ‘‘dissociation’’
of pairs of atoms that happen to be very close to each other.
Ignoring C3, and assuming that the measurement is done in
the linear regime, the rate for transferring atoms to the final
spin state in this tail is given by [32]
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describe final-state effects; the a-dependent part is "ðaÞ ¼
ða0=a% 1Þ2, where a0 is the scattering length for inter-
actions between atoms in the final spin state and atoms in
the initial spin state, while the frequency-dependent part is
#ð!Þ ¼ 1þ @j!j=E0, where E0 ¼ @2=ma02.

Our experiments probe 4–8& 104 Bose-condensed 85Rb
atoms in a gas with a 60% condensate fraction. The atoms
are in the jF ¼ 2; mF ¼ %2i state, where F is the total
atomic spin and mF is the spin projection. They are con-
fined magnetically in a 10 Hz spherical harmonic trap with
a variable magnetic bias field. We work at magnetic-field
values near a Feshbach resonance at 155.04 G [33], and
during the final stages of evaporation, the field is set to give
a' 100 a0. After evaporation, we ramp the bias field in
order to change a on a time scale that is fast compared to
the trap period, but adiabatic with respect to two-body time
scales, with _a=a never reaching more than 0:01@=ðma2Þ
( _a being the time derivative of a) [34].

An example of rf contact spectroscopy at a ¼ 497( 5
a0, where a0 is the Bohr radius, is shown in Fig. 1(a).

Roughly 1 ms after the magnetic-field ramps, we probe the
BEC using a Gaussian envelope rf pulse to drive the
j2;%2i to j2;%1i transition. We determine !ð!Þ from
the number of atoms transferred to the j2;%1i spin state
divided by the rf pulse duration. We then define our signal,
Sð!Þ, as !ð!Þ normalized by the integrated line shape. We
fit Sð!Þ to a Gaussian line shape [dashed black line in
Fig. 1(a)] and take the center to be the single-particle
transition frequency !0. The center of the rf line shape
will be shifted due to mean-field interactions by an amount
typically less than 2!& 0:5 kHz. For the main line shape,
we use short rf pulses with a Gaussian rms width for the
field amplitude, $, of 5 %s; this sets the observed width of
the line shape. At larger detunings, we use longer pulses,
with an rms width of 25 to 200 %s, and an increased rf
power, "2, such that we outcouple 1%–2% of the gas. We
normalize the signal for the different $ and "2, making
small (5%) corrections for measured nonlinearity in "2$.
For our experiment, the rf drives a transition to a lower

energy spin state and one expects the 1=j!j3=2 interaction-
induced tail on the low frequency side of the line shape.
Consistent with this expectation, we observe a tail for large
negative detunings, while for similar detunings on the
positive side, we find that the signal is consistent with
zero. The solid line in Fig. 1(a) shows a fit to the expected
frequency dependence from Eq. (3), while the dotted line
shows a fit to 1=j!j3=2. For our system, the final-state
effects are characterized by a0 ¼ %565 a0 [35] and
E0=h ¼ 133 kHz.

FIG. 1. Example of rf contact spectroscopy. (a) rf line shape,
Sð!Þ, normalized so that

R1
%1 Sð!Þd! ¼ 1 s%1. The data at

large detunings (circles) are multiplied by a factor of 300 to
make the tail visible. Here the mean BEC density is hni ¼ 4:9&
1012 cm%3. (b) Additional release energy of the outcoupled atom
cloud. We calculate the energy from the width of the expanded
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The 1=j!j3=2 tail, due to the contact, corresponds to an
expected 1=k4 tail in the momentum distribution nðkÞ
[17,32]. In Fig. 1(b), we show the expansion energy of
the outcoupled atoms, measured by releasing the gas from
the trap and imaging the cloud after 3 ms of expansion.
In the region of the observed tail our data show good
agreement with the prediction [line in Fig. 1(b)] that the
additional release energy should be 1

2 @j!j, where the factor
of 1

2 comes from the assumption that the excess energy of
the rf photon is shared between two pairwise interacting
atoms [36].

The strength of the rf tail is shown as a function of a in
Fig. 2. As expected, we see the strength of the rf tail
increase as a increases. In comparison with theory, our
contact measurements are larger than the mean-field pre-
diction (solid line in Fig. 2), but not as large as the
prediction including the next-order LHY term given in
Eq. (2) (dashed line in Fig. 2). While beyond-mean-field
physics is evident in the contact data shown here, we see
evidence that the measured strength of the rf tail depends
on the speed of the magnetic-field ramp to increase a, with
C2 increasing for slower ramps. We plan to carefully
explore this intriguing dependence on ramp speed in order
to probe experimentally local microscopic dynamics in the
beyond mean-field regime.

We now turn our attention to C3, which is connected to
the derivative of E with respect to a three-body interaction
parameter !# [18,28]

dE

d!#
¼ % 2@2

m!#
C3: (4)

Three-body short-range correlations contribute a predicted
additional term to the rf tail at large detunings that should
be added to the right-hand side of Eq. (3) [18]:@!2

2m

GRFð!Þ
!2 C3: (5)

Here, GRFð!Þ is a log-periodic function rooted in Efimov
physics:

GRFð!Þ ¼ 9:23% 13:6 sin½s0 lnðmj!j=@!2
#Þ þ 2:66(: (6)

Efimov physics predicts an infinite series of successively
more weakly bound trimers whose binding energies at

unitarity (a ! 1) are given by @2!2
#

m ðe%2"=s0Þl, where l is
an integer and s0 is 1.006 24 for identical bosons [37]. We
note that there is as yet no prediction for final-state effects
on the C3 contribution to the rf tail.
In order to determine !# for

85Rb atoms, we performed
measurements of loss rates as a function of a. With these
measurements, we locate an Efimov resonance, which is
shown in Fig. 3. For these measurements, we make non-
condensed clouds of 1:5) 105 atoms at a temperature T ¼
80 nK. After ramping the magnetic field to realize the
desired a on the a < 0 side of the Feshbach resonance,
we use absorption imaging to measure the number of atoms
and cloud size as a function of hold time. We then extract
the three-body event rate constant K3, which is defined by
d
dt N ¼ %3K3hn2iN when all three atoms are lost per event.
In extracting K3, we assume that all of the measured loss is
due to three-body processes and we account for the
observed heating of the gas, which causes an additional
decrease in n in time. We fit the measured K3 vs a to the
expected form for an Efimov resonance for noncondensed
atoms [37],

K3 ¼
4590 sinhð2#Þ

sin2½s0 lnða=a%Þ( þ sinh2#

@a4
m

; (7)

where # parametrizes the decay rate into deeply bound
molecules and the resonance location, a%, is related to !#

FIG. 2. The contact vs a, measured at j!j ¼ 2") 40 kHz.
(a) The contact per BEC atom C2

N0
. (b) The raw signal before

final-state corrections. The solid lines in (a) and (b) show the
mean-field predictions. The dashed line includes the next-order
LHY correction. For this data, hni is typically 5:8) 1012 cm%3,
with ðna3Þ1=2 reaching a maximum of 0.043. We linearly scale
the points to account for *10% variation in density. The final-
state effects shift the solid line from a parabola centered about
a ¼ 0 in (a) to one centered about a0 ¼ %565 a0 in (b), which
enhances the raw signal at small a.

FIG. 3. A three-body loss resonance for 85Rb. We plot the
three-body event constant K3 vs a. From fitting Eq. (7) to the
solid points, for which a < 1=kthermal, we extract a% ¼
%759ð6Þa0 and # ¼ 0:057ð2Þ.
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1

present a measurement of the three-body parameter for
85Rb using trap loss rates for a noncondensed gas, and
look for many-body effects manifested in a three-body
contact for a BEC, C3 [18,28].

The two-body contact, C2, is an extensive thermody-
namic variable that is connected to the derivative of the
total energy of the system, E, with respect to a [8,20,21].

dE

da
¼ @2

8!ma2
C2: (1)

Combining this with the energy density of a BEC in the
perturbative beyond-mean-field regime, the predicted con-
tact for a condensate is

C2 ¼ 16!2na2
!
1þ 5

2
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where n is the atom number density, m is the atomic mass,
and N0 is the number of atoms in the BEC. Equation (2)
gives the mean-field contribution followed by the first
order correction derived by Lee, Huang, and Yang
(LHY) [29].

To measure C2 using rf spectroscopy [17,30,31], an rf
pulse drives a Zeeman transition and transfers a small
fraction of spin-polarized bosonic atoms into another
spin state. Interactions give rise to an asymmetric tail in
the rf spectrum, which can be thought as rf ‘‘dissociation’’
of pairs of atoms that happen to be very close to each other.
Ignoring C3, and assuming that the measurement is done in
the linear regime, the rate for transferring atoms to the final
spin state in this tail is given by [32]

lim
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!ð!Þ ¼ "2
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ffiffiffiffi@
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#ð!Þ
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!3=2
; (3)

where
R1
%1 !ð!Þd! ¼ !"2N, " is the Rabi frequency,

and N is the total number of atoms. In Eq. (3), "ðaÞ=#ð!Þ
describe final-state effects; the a-dependent part is "ðaÞ ¼
ða0=a% 1Þ2, where a0 is the scattering length for inter-
actions between atoms in the final spin state and atoms in
the initial spin state, while the frequency-dependent part is
#ð!Þ ¼ 1þ @j!j=E0, where E0 ¼ @2=ma02.

Our experiments probe 4–8& 104 Bose-condensed 85Rb
atoms in a gas with a 60% condensate fraction. The atoms
are in the jF ¼ 2; mF ¼ %2i state, where F is the total
atomic spin and mF is the spin projection. They are con-
fined magnetically in a 10 Hz spherical harmonic trap with
a variable magnetic bias field. We work at magnetic-field
values near a Feshbach resonance at 155.04 G [33], and
during the final stages of evaporation, the field is set to give
a' 100 a0. After evaporation, we ramp the bias field in
order to change a on a time scale that is fast compared to
the trap period, but adiabatic with respect to two-body time
scales, with _a=a never reaching more than 0:01@=ðma2Þ
( _a being the time derivative of a) [34].

An example of rf contact spectroscopy at a ¼ 497( 5
a0, where a0 is the Bohr radius, is shown in Fig. 1(a).

Roughly 1 ms after the magnetic-field ramps, we probe the
BEC using a Gaussian envelope rf pulse to drive the
j2;%2i to j2;%1i transition. We determine !ð!Þ from
the number of atoms transferred to the j2;%1i spin state
divided by the rf pulse duration. We then define our signal,
Sð!Þ, as !ð!Þ normalized by the integrated line shape. We
fit Sð!Þ to a Gaussian line shape [dashed black line in
Fig. 1(a)] and take the center to be the single-particle
transition frequency !0. The center of the rf line shape
will be shifted due to mean-field interactions by an amount
typically less than 2!& 0:5 kHz. For the main line shape,
we use short rf pulses with a Gaussian rms width for the
field amplitude, $, of 5 %s; this sets the observed width of
the line shape. At larger detunings, we use longer pulses,
with an rms width of 25 to 200 %s, and an increased rf
power, "2, such that we outcouple 1%–2% of the gas. We
normalize the signal for the different $ and "2, making
small (5%) corrections for measured nonlinearity in "2$.
For our experiment, the rf drives a transition to a lower

energy spin state and one expects the 1=j!j3=2 interaction-
induced tail on the low frequency side of the line shape.
Consistent with this expectation, we observe a tail for large
negative detunings, while for similar detunings on the
positive side, we find that the signal is consistent with
zero. The solid line in Fig. 1(a) shows a fit to the expected
frequency dependence from Eq. (3), while the dotted line
shows a fit to 1=j!j3=2. For our system, the final-state
effects are characterized by a0 ¼ %565 a0 [35] and
E0=h ¼ 133 kHz.

FIG. 1. Example of rf contact spectroscopy. (a) rf line shape,
Sð!Þ, normalized so that

R1
%1 Sð!Þd! ¼ 1 s%1. The data at

large detunings (circles) are multiplied by a factor of 300 to
make the tail visible. Here the mean BEC density is hni ¼ 4:9&
1012 cm%3. (b) Additional release energy of the outcoupled atom
cloud. We calculate the energy from the width of the expanded

cloud, &, using E ¼ 3
2m

&2%&2
0

#t2
, where #t is the time between the

middle of the rf pulse and the absorption image (4.5 ms) and &0

is the size of the expanded cloud measured at ! ¼ 0. The solid
line is 1

2
j!j
2! .
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present a measurement of the three-body parameter for
85Rb using trap loss rates for a noncondensed gas, and
look for many-body effects manifested in a three-body
contact for a BEC, C3 [18,28].

The two-body contact, C2, is an extensive thermody-
namic variable that is connected to the derivative of the
total energy of the system, E, with respect to a [8,20,21].
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Combining this with the energy density of a BEC in the
perturbative beyond-mean-field regime, the predicted con-
tact for a condensate is
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where n is the atom number density, m is the atomic mass,
and N0 is the number of atoms in the BEC. Equation (2)
gives the mean-field contribution followed by the first
order correction derived by Lee, Huang, and Yang
(LHY) [29].

To measure C2 using rf spectroscopy [17,30,31], an rf
pulse drives a Zeeman transition and transfers a small
fraction of spin-polarized bosonic atoms into another
spin state. Interactions give rise to an asymmetric tail in
the rf spectrum, which can be thought as rf ‘‘dissociation’’
of pairs of atoms that happen to be very close to each other.
Ignoring C3, and assuming that the measurement is done in
the linear regime, the rate for transferring atoms to the final
spin state in this tail is given by [32]
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and N is the total number of atoms. In Eq. (3), "ðaÞ=#ð!Þ
describe final-state effects; the a-dependent part is "ðaÞ ¼
ða0=a% 1Þ2, where a0 is the scattering length for inter-
actions between atoms in the final spin state and atoms in
the initial spin state, while the frequency-dependent part is
#ð!Þ ¼ 1þ @j!j=E0, where E0 ¼ @2=ma02.

Our experiments probe 4–8& 104 Bose-condensed 85Rb
atoms in a gas with a 60% condensate fraction. The atoms
are in the jF ¼ 2; mF ¼ %2i state, where F is the total
atomic spin and mF is the spin projection. They are con-
fined magnetically in a 10 Hz spherical harmonic trap with
a variable magnetic bias field. We work at magnetic-field
values near a Feshbach resonance at 155.04 G [33], and
during the final stages of evaporation, the field is set to give
a' 100 a0. After evaporation, we ramp the bias field in
order to change a on a time scale that is fast compared to
the trap period, but adiabatic with respect to two-body time
scales, with _a=a never reaching more than 0:01@=ðma2Þ
( _a being the time derivative of a) [34].

An example of rf contact spectroscopy at a ¼ 497( 5
a0, where a0 is the Bohr radius, is shown in Fig. 1(a).

Roughly 1 ms after the magnetic-field ramps, we probe the
BEC using a Gaussian envelope rf pulse to drive the
j2;%2i to j2;%1i transition. We determine !ð!Þ from
the number of atoms transferred to the j2;%1i spin state
divided by the rf pulse duration. We then define our signal,
Sð!Þ, as !ð!Þ normalized by the integrated line shape. We
fit Sð!Þ to a Gaussian line shape [dashed black line in
Fig. 1(a)] and take the center to be the single-particle
transition frequency !0. The center of the rf line shape
will be shifted due to mean-field interactions by an amount
typically less than 2!& 0:5 kHz. For the main line shape,
we use short rf pulses with a Gaussian rms width for the
field amplitude, $, of 5 %s; this sets the observed width of
the line shape. At larger detunings, we use longer pulses,
with an rms width of 25 to 200 %s, and an increased rf
power, "2, such that we outcouple 1%–2% of the gas. We
normalize the signal for the different $ and "2, making
small (5%) corrections for measured nonlinearity in "2$.
For our experiment, the rf drives a transition to a lower

energy spin state and one expects the 1=j!j3=2 interaction-
induced tail on the low frequency side of the line shape.
Consistent with this expectation, we observe a tail for large
negative detunings, while for similar detunings on the
positive side, we find that the signal is consistent with
zero. The solid line in Fig. 1(a) shows a fit to the expected
frequency dependence from Eq. (3), while the dotted line
shows a fit to 1=j!j3=2. For our system, the final-state
effects are characterized by a0 ¼ %565 a0 [35] and
E0=h ¼ 133 kHz.

FIG. 1. Example of rf contact spectroscopy. (a) rf line shape,
Sð!Þ, normalized so that

R1
%1 Sð!Þd! ¼ 1 s%1. The data at

large detunings (circles) are multiplied by a factor of 300 to
make the tail visible. Here the mean BEC density is hni ¼ 4:9&
1012 cm%3. (b) Additional release energy of the outcoupled atom
cloud. We calculate the energy from the width of the expanded

cloud, &, using E ¼ 3
2m

&2%&2
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, where #t is the time between the

middle of the rf pulse and the absorption image (4.5 ms) and &0

is the size of the expanded cloud measured at ! ¼ 0. The solid
line is 1
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The 1=j!j3=2 tail, due to the contact, corresponds to an
expected 1=k4 tail in the momentum distribution nðkÞ
[17,32]. In Fig. 1(b), we show the expansion energy of
the outcoupled atoms, measured by releasing the gas from
the trap and imaging the cloud after 3 ms of expansion.
In the region of the observed tail our data show good
agreement with the prediction [line in Fig. 1(b)] that the
additional release energy should be 1

2 @j!j, where the factor
of 1

2 comes from the assumption that the excess energy of
the rf photon is shared between two pairwise interacting
atoms [36].

The strength of the rf tail is shown as a function of a in
Fig. 2. As expected, we see the strength of the rf tail
increase as a increases. In comparison with theory, our
contact measurements are larger than the mean-field pre-
diction (solid line in Fig. 2), but not as large as the
prediction including the next-order LHY term given in
Eq. (2) (dashed line in Fig. 2). While beyond-mean-field
physics is evident in the contact data shown here, we see
evidence that the measured strength of the rf tail depends
on the speed of the magnetic-field ramp to increase a, with
C2 increasing for slower ramps. We plan to carefully
explore this intriguing dependence on ramp speed in order
to probe experimentally local microscopic dynamics in the
beyond mean-field regime.

We now turn our attention to C3, which is connected to
the derivative of E with respect to a three-body interaction
parameter !# [18,28]

dE

d!#
¼ % 2@2

m!#
C3: (4)

Three-body short-range correlations contribute a predicted
additional term to the rf tail at large detunings that should
be added to the right-hand side of Eq. (3) [18]:@!2

2m

GRFð!Þ
!2 C3: (5)

Here, GRFð!Þ is a log-periodic function rooted in Efimov
physics:

GRFð!Þ ¼ 9:23% 13:6 sin½s0 lnðmj!j=@!2
#Þ þ 2:66(: (6)

Efimov physics predicts an infinite series of successively
more weakly bound trimers whose binding energies at

unitarity (a ! 1) are given by @2!2
#

m ðe%2"=s0Þl, where l is
an integer and s0 is 1.006 24 for identical bosons [37]. We
note that there is as yet no prediction for final-state effects
on the C3 contribution to the rf tail.
In order to determine !# for

85Rb atoms, we performed
measurements of loss rates as a function of a. With these
measurements, we locate an Efimov resonance, which is
shown in Fig. 3. For these measurements, we make non-
condensed clouds of 1:5) 105 atoms at a temperature T ¼
80 nK. After ramping the magnetic field to realize the
desired a on the a < 0 side of the Feshbach resonance,
we use absorption imaging to measure the number of atoms
and cloud size as a function of hold time. We then extract
the three-body event rate constant K3, which is defined by
d
dt N ¼ %3K3hn2iN when all three atoms are lost per event.
In extracting K3, we assume that all of the measured loss is
due to three-body processes and we account for the
observed heating of the gas, which causes an additional
decrease in n in time. We fit the measured K3 vs a to the
expected form for an Efimov resonance for noncondensed
atoms [37],

K3 ¼
4590 sinhð2#Þ

sin2½s0 lnða=a%Þ( þ sinh2#

@a4
m

; (7)

where # parametrizes the decay rate into deeply bound
molecules and the resonance location, a%, is related to !#

FIG. 2. The contact vs a, measured at j!j ¼ 2") 40 kHz.
(a) The contact per BEC atom C2

N0
. (b) The raw signal before

final-state corrections. The solid lines in (a) and (b) show the
mean-field predictions. The dashed line includes the next-order
LHY correction. For this data, hni is typically 5:8) 1012 cm%3,
with ðna3Þ1=2 reaching a maximum of 0.043. We linearly scale
the points to account for *10% variation in density. The final-
state effects shift the solid line from a parabola centered about
a ¼ 0 in (a) to one centered about a0 ¼ %565 a0 in (b), which
enhances the raw signal at small a.

FIG. 3. A three-body loss resonance for 85Rb. We plot the
three-body event constant K3 vs a. From fitting Eq. (7) to the
solid points, for which a < 1=kthermal, we extract a% ¼
%759ð6Þa0 and # ¼ 0:057ð2Þ.
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The 1=j!j3=2 tail, due to the contact, corresponds to an
expected 1=k4 tail in the momentum distribution nðkÞ
[17,32]. In Fig. 1(b), we show the expansion energy of
the outcoupled atoms, measured by releasing the gas from
the trap and imaging the cloud after 3 ms of expansion.
In the region of the observed tail our data show good
agreement with the prediction [line in Fig. 1(b)] that the
additional release energy should be 1

2 @j!j, where the factor
of 1

2 comes from the assumption that the excess energy of
the rf photon is shared between two pairwise interacting
atoms [36].

The strength of the rf tail is shown as a function of a in
Fig. 2. As expected, we see the strength of the rf tail
increase as a increases. In comparison with theory, our
contact measurements are larger than the mean-field pre-
diction (solid line in Fig. 2), but not as large as the
prediction including the next-order LHY term given in
Eq. (2) (dashed line in Fig. 2). While beyond-mean-field
physics is evident in the contact data shown here, we see
evidence that the measured strength of the rf tail depends
on the speed of the magnetic-field ramp to increase a, with
C2 increasing for slower ramps. We plan to carefully
explore this intriguing dependence on ramp speed in order
to probe experimentally local microscopic dynamics in the
beyond mean-field regime.

We now turn our attention to C3, which is connected to
the derivative of E with respect to a three-body interaction
parameter !# [18,28]

dE

d!#
¼ % 2@2

m!#
C3: (4)

Three-body short-range correlations contribute a predicted
additional term to the rf tail at large detunings that should
be added to the right-hand side of Eq. (3) [18]:@!2

2m

GRFð!Þ
!2 C3: (5)

Here, GRFð!Þ is a log-periodic function rooted in Efimov
physics:

GRFð!Þ ¼ 9:23% 13:6 sin½s0 lnðmj!j=@!2
#Þ þ 2:66(: (6)

Efimov physics predicts an infinite series of successively
more weakly bound trimers whose binding energies at

unitarity (a ! 1) are given by @2!2
#

m ðe%2"=s0Þl, where l is
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note that there is as yet no prediction for final-state effects
on the C3 contribution to the rf tail.
In order to determine !# for

85Rb atoms, we performed
measurements of loss rates as a function of a. With these
measurements, we locate an Efimov resonance, which is
shown in Fig. 3. For these measurements, we make non-
condensed clouds of 1:5) 105 atoms at a temperature T ¼
80 nK. After ramping the magnetic field to realize the
desired a on the a < 0 side of the Feshbach resonance,
we use absorption imaging to measure the number of atoms
and cloud size as a function of hold time. We then extract
the three-body event rate constant K3, which is defined by
d
dt N ¼ %3K3hn2iN when all three atoms are lost per event.
In extracting K3, we assume that all of the measured loss is
due to three-body processes and we account for the
observed heating of the gas, which causes an additional
decrease in n in time. We fit the measured K3 vs a to the
expected form for an Efimov resonance for noncondensed
atoms [37],
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@a4
m

; (7)

where # parametrizes the decay rate into deeply bound
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with ðna3Þ1=2 reaching a maximum of 0.043. We linearly scale
the points to account for *10% variation in density. The final-
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enhances the raw signal at small a.

FIG. 3. A three-body loss resonance for 85Rb. We plot the
three-body event constant K3 vs a. From fitting Eq. (7) to the
solid points, for which a < 1=kthermal, we extract a% ¼
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FIGURE 13. Gauche : spectre radio-fréquence mesuré sur un condensat de 85Rb.
On déduit la valeur du contact de l’aile de ce spectre, ajustée par une loi en ω−3/2.
Droite : variation du contact avec la longueur de diffusion a. Figure extraite de
WILD, MAKOTYN et al. (2012).

4-3 Contact à deux corps et spectroscopie radiofréquence

La première détermination expérimentale du contactC pour des bosons
a été menée par WILD, MAKOTYN et al. (2012) sur un gaz de 85Rb condensé.
Grâce à une résonance de Feshbach (B = 155 G), la longueur de diffusion
a été variée entre 300 a0 et 1300 a0, soit de 3 à 13 fois la portée b ∼ RvdW

du potentiel de van der Waals. Cette détermination s’est appuyée sur la
spectroscopie radio-fréquence, similaire à celle décrite pour les fermions
en § 2, avec la recherche d’une composante en (ω − ω0)−3/2 dans l’aile du
spectre [cf. § 2-3]. Un résultat typique est montré en figure 13 (gauche).

WILD, MAKOTYN et al. (2012) ont ensuite étudié (toujours dans la limite
de température nulle) la variation du contact avec la longueur de diffusion
a. En utilisant le lien entre contact et ∂E/∂a, on déduit du résultat de LEE,
HUANG et al. (1957) la valeur attendue pour C :

C = (4πa)2nN0

(
1 +

64

3
√
π

√
na3

)
. (70)

Le résultat expérimental est tracé en figure 13 (droite). En trait plein, on a
tracé la prédiction de champ moyen (uniquement le "1" dans la parenthèse
ci-dessus). En ligne tiretée, on montre la prédiction incluant la correction
en
√
na3. Pour ces données, la densité moyenne est ∼ 6 × 1012 cm−3 et la

valeur maximale de
√
na3 est ∼ 0.04. L’origine précise de l’écart entre les
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CHAPITRE VI. LES DIFFÉRENTES FACETTES DU CONTACT À DEUX CORPS § 4. Contact à deux corps pour le gaz de Bose

34

Transition entre régime non dégénéré et condensat

Gaz de Bose uniforme de 87Rb dans un géométrie quasi-2D

ℓz

   collisions 3Dℓz ≫ a :
   thermodynamique 2Dℓz ≪ λ, ξ :

On implémente la définition C = 8πma2

ℏ2
∂E
∂a

= 8πma2

ℏ2
δE
δa

Mesure de l’énergie  à fournir pour changer  
la longueur de diffusion de la quantité 

δE
δa

|F = 1,m = 0⟩

|F = 2,m = 0⟩

a1 = 5.34 nm a2 = 5.02 nm

Zou, Bakkali-Hassani, Maury et al.,  
Nature Commun.12,760 (2021)

FIGURE 14. Gaz quasi-bidimensionnel utilisé pour la mesure du contact à deux
corps par ZOU, BAKKALI-HASSANI et al. (2021).

données expérimentales et la prédiction (70) n’est pas connue, mais WILD,
MAKOTYN et al. (2012) mentionnent la dépendance de la valeur de C me-
surée avec Ḃ. La quantité Ḃ désigne ici la vitesse avec laquelle le champ
magnétique est amené à sa valeur finale pour fixer la valeur de la longueur
de diffusion. On peut donc suspecter que de légers effets hors équilibre
sont venu perturber ces mesures.

WILD, MAKOTYN et al. (2012) ont également recherché une signature
du contact à trois corps dans leur données. Ce contact devrait se mani-
fester par une aile en G(ω)/ω2, où G(ω) est une fonction log-périodique
dépendant du paramètre à trois corps introduit par l’effet Efimov. Toute-
fois, aucune contribution mesurable de cette physique à trois corps n’a été
observée dans cette expérience.

4-4 Mesure par spectroscopie de Ramsey

ZOU, BAKKALI-HASSANI et al. (2021) ont effectué une mesure du
contact d’un gaz de Bose dans le cas non résonant, en balayant une vaste
plage de températures allant du régime quasi non-dégénéré (densité dans
l’espace des phases D ∼ 2) jusqu’au cas d’un condensat pratiquement
pur (D ∼ 70). Cette mesure a été menée dans une configuration quasi-
bidimensionnelle (figure 14) : l’épaisseur du gaz selon la dimension "gelée"
est petite devant la longueur d’onde thermique et la longueur de cicatrisa-
tion, mais elle reste grande devant la longueur de diffusion a, de sorte que
la modélisation 3D adoptée jusqu’ici continue à être pertinente.

La procédure expérimentale tire parti du fait que les longueurs de diffu-
sion décrivant les interactions entre atomes dans un gaz de 87Rb sont toutes
voisines les unes des autres pour les différents états internes possibles com-
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FIGURE 15. Transfert entre deux états internes de 87Rb permettant de déterminer
la valeur du contact à deux corps.

posant le niveau électronique fondamental. Partant d’un gaz dans l’état in-
terne |1〉 = |F = 1,m = 0〉 (a11 = 100.9 a0), ZOU, BAKKALI-HASSANI et al.
(2021) ont mesuré l’énergie ∆E à fournir au gaz 5 pour le faire basculer en-
tièrement vers l’état |2〉 = |F = 2,m = 0〉 (a22 = 94.9 a0) [cf. figure 15]. Le
contact se déduit alors directement de la définition thermodynamique :

C =
8πma2

~2

(
∂E

∂a

)

N,V,S

≈ 8πma2

~2

∆E

∆a
(71)

avec ∆a = a2−a1. La transition s’effectue (à peu près) à entropie constante
du fait de la faible variation de a.

Le transfert de |1〉 vers |2〉 est effectué par une méthode de Ram-
sey, comportant deux brèves impulsions micro-onde π/2 séparées par un
temps d’attente de durée τ = 10 ms. On balaye la fréquence ν de la micro-
onde induisant le transfert et on cherche pour quelle valeur de ν le trans-
fert est optimal. Un exemple de signal de Ramsey est montré en figure
16, gauche. On peut vérifier qu’au sommet de la frange centrale (dont la
position dépend de la densité du gaz), le transfert de |1〉 vers |2〉 est effec-
tivement total.

Le lien avec le contact s’établit 6 grâce à (71) et le résultat est montré
en figure 16, droite. Les résultats de ZOU, BAKKALI-HASSANI et al. (2021)

5. après soustraction de l’énergie Nhν0, où hν0 est le changement d’énergie interne pour
un atome isolé.

6. Pour appliquer le résultat (71), il est important que les trois longueurs de diffusion
a11, a12, a22 soient voisines, c’est-à-dire que l’on soit proche de la symétrie SU(2) pour ce
système à deux états.. Cette contrainte sur a12 provient du fait que pendant la durée d’attente
τ entre les deux pulses, les deux états |1〉 et |2〉 sont simultanément présents dans le piège
[voir ZOU, BAKKALI-HASSANI et al. (2021) pour une description détaillée de l’évolution du
gaz durant cette phase].
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FIGURE 16. Gauche : Signal de spectroscopie de Ramsey, permettant de détermi-
ner l’énergie à fournir à un gaz de 87Rb pour faire basculer son état interne de
|F = 1,m = 0〉 vers |F = 2,m = 0〉 et changer ainsi sa longueur de diffusion
de ∆a = a22 − a11. Droite : Valeur du contact déduite de (71), tracée en unité du
contact C0 calculé par l’approximation de Bogoliubov. La courbe tiretée donne le
résultat du développement du viriel (REN 2004). La courbe pointillée correspond
aux prédictions d’une théorie de champ classique (PROKOF’EV & SVISTUNOV

2002). Figure extraite de ZOU, BAKKALI-HASSANI et al. (2021).

sont en bon accord avec les théories existantes dans les deux cas limites du
gaz non dégénéré (développement du viriel) et du gaz fortement dégénéré
(méthode de champ classique ou approximation de Bogoliubov). Dans la
zone critique où se produit la transition superfluide (densité dans l’espace
des phases ∼ 8), il n’existe à notre connaissance pas de théorie ayant re-
produit ces résultats expérimentaux.
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