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Le probleme a trois corps
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Notre terrain de jeu pour ce cours

2 Ces trois particules interagissent par
un potentiel binaire a courte portée :

b<r;

(presque) assimilable a un potentiel de contact :

Vij=85(”i_”j)

a priori tres différent du potentiel gravitationnel en l/rl-j (longue portée)



Interaction binaire réesonnante

r/b

a courte portée,
mais resonante

2o (r)|?
2| ()2
| 7’2|¢0(7’)|2 ]
\ potentiel gaussien de portée b :
I I I I I I I
0 1 2 3 4 5) 6 3 10

Résonance :
un état lié est sur le point d’apparaitre
ou il vient juste d’apparaitre

Son extension est alors > b

Interaction effective
a trois corps a longue portée :

|

R : hyperrayon (r122 + r223 +

proprieté
“émergente”

1/2
’”321)



Le probleme a trois corps quantique

Précurseur : L.H. Thomas (1935)
Qu’est-ce qui lie le noyau de tritium (p-n-n) ?

Etape clé : Vitaly Efimov (1970-73)
Le probleme peut étre réesolu exactement pour
une interaction réesonnante : réesultat “universel”

Applicationa a4+ a+ a < 12C° 7?7

1994-2015 : expériences sur le trimere d’hélium
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# citations annuelles de Efimov (1

970)

2006-2023 : expériences sur les gaz d’atomes froids : 133Cs, 7Li, 3°K, 85Rb
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La richesse de |'effet Efimov

Spécificité du potentiel en 1/R? :  Invariance d’échelle => Universalité

Si on connait un état W(R) d’énergie E, on en connait automatiqguement (en principe) une infinité d’autres !

Existence d’états “borromeéens”

Possibilité de lier les trois particules
méme si le potentiel binaire n’est pas

assez fort pour en lier deux seulement '\'




Cours 1:

Le potentiel en 1/r* et son invariance d’échelle

Essin & Griffith (2006):
It violates every rule in the book, and discredits all the intuition we are trying to instill in our students



1.

Le probleme a deux corps
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Le probleme a deux corps

e Séparation “centre de masse” + “variable relative”

e |nvariance par rotation

e Approximation WKB pour I'énergie des états liés et leur nombre



Estimation du nombre d’états liés

Exemple du puits gaussien de portée b: V(r) = =V, eXp(—r2/2b2)

résultat numérique exact

V(r) Nliés 7 =
i | 9| = -
P ~
v | L1t | | | |
l l | | | | | | | O 2 4 6 8
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

+ 00
résultat semi-classique —J' kp_o(r) dr
T
0

12



Solution d’énergie nulle et longueur de diffusion

r>>b : Ww(r) o



Solution d’énergie nulle : un exemple

\ u(lry~r—a

E=0

r/b

Sturm-Liouville : le nombre de noeuds de la solution E = O donne le nombre d’états liés (£ < 0)
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2.

Les potentiels en loi de puissance
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Une échelle naturelle de longueur pour V(r) = —

8
rP

Energie cinétique E_ ~

1

, mlgl| \’?
Les deux énergies sont comparables pour 7. = L)

Cette échelle de longueur émerge naturellement pour tout exposant /3, sauf pour f = 2

.. premiére manifestation de I'invariance d’échelle de V(r) = g/r?

J\ Energie potentielle \Ep
- | . Paquet d'ondes d’extension ~ 7,

| g ]
b

‘

h2

2
mr

16



Minimisation de I'énergie dans V(r) = g/r”

Cas des exposants faibles : f < 2 (en particulier le potentiel de Coulombavecf=1, g = —e¢
|8 |
Ep ~ Z
"0
. - [ mlg]
EtOt(TO) | Vs = >
h? f
E, ~—
mrg

Il existe un état fondamental pour [’"hamiltonien, avec une extension ~ rx

%)

17



Minimisation de I'énergie dans V(r) = g/rﬁ (suite)

Cas des exposants élevés: ff > 2 (en particulier le potentiel de van der Waals avec f = 6, g = — ()
o] Pas d’état d’équilibre stable !
Ep ~ 2
"0 Il faut régulariser le potentiel
Eiot(r0) r au voisinage de r = 0, par
s h? ’ exemple avec un cceur dur
C ~ T
mrg
ro V(r) -

Chute vers
le centre |




Combien d’états liés dans V(r) = g/r” ?

avec un coceurduren R, sif > 2

V(r) R

a

+00 dl"

B2

a

On doit calculer I'intégrale J
R

Estimation WKB a partir de I'énergie nulle :

1 (F°° hzkz(’” ) \g ‘
N, ~ — ko d avec —
lies T J R E_O(r) : om rb

a

0

f < 2 :diverge a l'infini : nombre infini d’états liés

Coulomb: E = E,/n?, n entier positif

f > 2 :converge a l'infini : nombre fini d’états liés

van der Waals, on peut parler du “dernier” état lié
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Bilan provisoire pour V(r) = g/r”

Comportement Nombre
Exposant e . .
a l'origine d’'états liés
B B
o fini
p>2 non régulier

(apres régularisation)

Que se passe-t-il pour f =2 ???

Exemple

Coulombien

van der Waals
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3.

Le potentiel en 1/r% en meécanique classique
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Mouvement classique dans un potentiel central

=

d%7
dr?



Exemples de trajectoires dans le potentiel —| g |/r?

Moment cinétique critique : L, = 4/2m| g|

4 = 4 -
2 - 2 -
0 ~ \ KN 0 @
\\_:J) @7
9| B 9| N
4l N 4| N
| | | | | | | |
—4 =2 0 2 4 —4 =2 0 2 4

L/L.=1.025, 1.13, 1.27, 1.41 L/L. = 0.85, 0.92, 0.99
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'expérience de Denschlag et al.

Fil uniformément chargé, avec une charge électrique linéique A

A
champ électrique radial : & = u,
2regr
S
: 1oy 2 ., : - 2
Atomes atome de polarisabilité o, : énergie £ = 2%%

de 7Li

L o A
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'expérience de Denschlag et al. (suite) e=-—>1\ 3
€

vue de dessus

Si le fil est infiniment fin, chute vers le centre si

2
L=mvb < LC:\/Zm\g\ = b < \/ 8

my2

2| g]
my?

Prise en compte de la taille finiedu fil: 5 < \/Rv% |



Résultats expérimentaux

ad

atomes
de 7Li

N

a b c
7
— 1 ¢
5 | 60 & :>D§ — 10 _
O trap photo i
. b
.E. charged wire lens  diode
2
> <
0.1
*Z; —
13 = _
£ S
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o b
o
&=
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charge on wire [pC/cm]

Denschlag, Umshaus & Schmiedmayer, Phys. Rev. Lett. 81, 737 (1998)
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4.

Le potentiel en 1/7* en mécanique quantique
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L'invariance d’eéchelle du potentiel en g/r2

On considere W(r), solution de I'équation de Schrodinger
h2
Vil Jy=—Ey
2m r2

On vérifie immédiatement que ®(r) = W(Ar) (avec A réel quelcongue) est solution de

h? g
V2+—2 O=FEO avec E'=A%E

2m r

Propriété spécifique du potentiel en 1/r2 :

1
méme comportement de V? et ) dans le changement de variable : r —> Ar
r
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Conséquence de l'invariance d’échelle

h2
Si W(r) est solution de > V- 4 g2 VY = Ey ¥ avec une énergie Ey négative (état lié),
m r

alors le spectre en énergie n’est pas borné inférieurement !

E 1 t E
Signature du caractere non auto-adjoint de I’hamiltonien

0 Il faudra réqulariser le potentiel au voisinage
de r = 0, par exemple avec un cceur duren R,

Brisure complete de l'invariance d’échelle ?
Pas vraiment, voir cours 2
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Combien d’états liés dans le potentiel g/r* ?

Equation de Schrodinger pour la fonction radiale réduite u(r) = r y(r) :

Rdu |e nC+1)
| | =k
2m dr? r2 2mr? u(r) u(r)
d’u « 2mg 2mE
ou encore 12 | 5 u(r) = e u(r) avec o = e C(+1) et e= -

7

o
On cherche la solution d’énergie nulle —u" 4 U= 0 et on compte son nombre de noeuds
r




Recherche de la fonction d’'onde d’énergie nulle

FE(C + 1)

—u’" 4 u=>~0 o

w(r) = ur) avec { -




2mg

lecasa < — 1/4 a= =4+ D)
Solution d’énergie nulle
1 . 1
w(r) = — sin [\SO | ln(r/Ra)] avec So = \/a | 1 € 1R
r
{\ l
- . Infinité de nceuds :
' /\ /\ | 5| In(#/R)) = nx r=R_e"%l

4 0 S
r/ R,

jvo

10

= infinité d’états liés
(méme apres mise en place du coeur dur)
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Le point critique a = — 1/4 et le lien classique-quantique

Valeur pour laquelle une infinité d’états liés apparaissent :

2 1 ' I
a = ms FA(C+ 1) = — — — 2m|g| =n* [+ 1) +—
h> 4 _ 4.
_ 1 - 2
_ | (m_)
L 2 -
L> Lcrit. L < Lcrit.
4 ! \ / \ ) 4 ) \ \
On retrouve le point critique classique 2 =S : 2|
2 N )
2m ‘ g | = Lcrit. 0 NP 0 &
92 . —2
4| . —4
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Bilan final pour V(r) = g/r”

Exposant 3 Comportement Nombre - I
P a l'origine d’états liés Xemple
p<?2 régulier infini Coulombien

fini

non régulier van der Waals

(apres régularisation)

p=2¢eta<—-1/4

o infini ,
non régulier Efimov

(apres régularisation)

2mg
C¥=—2+Lﬂ(f+1)

S
V
>

Essin & Griffith (2006):
It violates every rule in the book, and discredits all the intuition we are trying to instill in our students
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