
Chapitre 2

États stationnaires et dynamique dans un potentiel en 1/r2
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Nous avons expliqué au chapitre précédent l’importance d’une bonne
compréhension du mouvement d’une particule dans un potentiel attractif
en −1/r2 pour aborder ensuite la physique à trois corps dans le régime
d’Efimov. Ce type de potentiel émerge en effet quand les interactions bi-
naires sont résonantes, c’est-à-dire décrites par une longueur de diffusion
infinie, ou au moins grande devant la taille des édifices atomiques consi-
dérés.

Nous allons poursuivre ici l’étude du problème à un corps décrit par
l’équation aux valeurs propres

− ~2

2mr
∇2Ψ +

g

r2
Ψ = EΨ, g < 0, (1)

pour laquelle nous avons présenté au chapitre précédent la solution d’éner-
gie nulle. Nous allons continuer cette étude et déterminer les éventuels
états liés (E < 0) pour ce problème. Nous illustrerons nos résultats sur un
problème concret : une charge électrique et un dipôle électrique peuvent-il
former un état lié? Nous terminerons notre étude par une généralisation
de l’invariance d’échelle déjà abordée : nous introduirons la notion d’inva-
riance conforme et nous expliquerons pourquoi celle-ci entraîne des pro-
priétés remarquables pour la dynamique du système.

Commençons par rappeler les principaux résultats obtenus au chapitre
précédent. Pour tirer parti de l’invariance par rotation du problème, on
peut travailler dans un canal de moment cinétique ` donné et chercher
Ψ(r) sous la forme Ψ(r) = ψ(r)Y`,m(θ, ϕ) où Y`,m est une harmonique
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CHAPITRE 2 : ÉTATS STATIONNAIRES ET DYNAMIQUE DANS UN POTENTIEL EN 1/r2 § 1.

sphérique. On introduit la fonction d’onde radiale réduite u(r) = r ψ(r)
qui vérifie l’équation de Schrödinger à une dimension

− ~2

2mr

d2u

dr2
+

[
g

r2
+

~2`(`+ 1)

2mrr2

]
u(r) = E u(r). (2)

Cette équation s’écrit sous la forme compacte

−u′′ + α

r2
u = ε u (3)

avec

α =
2mrg

~2
+ `(`+ 1) ε =

2mrE

~2
(4)

Pour l’énergie nulle ε = 0, les solutions de cette équation peuvent être
cherchées sous forme d’une loi de puissance

u(r) = r ψ(r) = rs+1 avec s2 + s− α = 0. (5)

Les deux racines de cette équation du second degré donnent chacune un
exposant possible pour la loi de puissance

s1 = −1

2
+

√
α+

1

4
, s2 = −1

2
−
√
α+

1

4
. (6)

Le cas intéressant pour la suite de ce cours, conduisant à l’existence
d’états liés, correspond à la situation α + 1

4 < 0 pour laquelle les deux
racines sont complexes conjuguées l’une de l’autre

s1 = −1

2
+ i|s0|, s2 = −1

2
− i|s0|, (7)

avec le nombre imaginaire pur s0 défini par

s0 ≡
√
α+

1

4
∈ iR (8)

Pour résoudre le problème de la "chute vers le centre", c’est-à-dire le
caractère non borné inférieurement du spectre de l’hamiltonien interve-
nant dans (1) ou dans (3), nous supposons la présence d’un cœur dur en
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FIGURE 1. Fonction d’onde à énergie nulle dans un potentiel en 1/r2 dans le cas
α < −1/4. Haut coordonnées linéaire, bas : coordonnées semi-logarithmiques.

r = Ra > 0, ce qui revient à imposer ψ(Ra) = u(Ra) = 0. La solution
d’énergie nulle s’écrit alors

E = 0 : ψ(r) =
1√
r

sin [|s0| ln(r/Ra)] (9)

et elle admet une infinité de nœuds, situés aux points rn tels que (cf. figure
1)

|s0| ln(rn/Ra) = nπ ⇒ rn = Ra enπ/|s0|. (10)

Nous allons maintenant nous appuyer sur ces résultats pour construire les
états d’énergie négative.
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1 Les états liés du potentiel en α/r2

1-1 Absence d’état lié pour α > −1/4

En examinant la forme de la fonction d’onde à énergie nulle en présence
d’un cœur dur en Ra, nous avons montré au chapitre précédent qu’il ne
pouvait y avoir d’état lié quand α était supérieur à la valeur critique −1/4.
Cette fonction d’onde s’écrit en effet :

ψ(r) =

(
r

Ra

)s1
−
(
r

Ra

)s2
(11)

où s1 et s2 sont les solutions de l’équation du second degré (5) : s2+s−α =
0. Comme ces racines s1 et s2 sont réelles si α > −1/4, cela entraîne que
ψ(r) n’a pas de nœud dans l’intervalle ]Ra,+∞[ : c’est l’état fondamental
du système et il ne peut pas y avoir d’état propre d’énergie inférieure à 0.

Montrons comment retrouver ce résultat directement, en l’absence de
toute régularisation du potentiel en 1/r2. Nous allons pour cela suivre une
méthode proposée par ESSIN & GRIFFITHS (2006). Commençons par re-
marquer que l’équation de Schrödinger (3) vérifiée par la fonction radiale
réduite peut se mettre sous la forme

ε u =

(
− d2

dr2
+
α

r2

)
u =

(
d

dr
+
s+ 1

r

)(
− d

dr
+
s+ 1

r

)
u (12)

où s est une solution de s2 + s−α = 0. Notons par ailleurs que si s est réel,
on trouve pour tout couple de fonctions u1(r), u2(r) régulières sur l’inter-
valle [0,+∞[, tendant vers 0 en +∞ et vérifiant la condition aux limites
uj(r) = 0 :∫ ∞

0

u∗2(r)

[(
d

dr
+
s+ 1

r

)
u1(r)

]
dr =

∫ ∞
0

[(
− d

dr
+
s+ 1

r

)
u2(r)

]∗
u1(r) dr

(13)

Supposons qu’un état lié d’énergie E < 0 et de fonction d’onde radiale
réduite u(r) (normée) existe. Multiplions l’équation aux valeurs propres
(12) par u(r), intégrons sur l’intervalle [0,+∞[ et utilisons le résultat (13).
On trouve

2mrE

~2
=

∫ ∣∣∣∣(− d

dr
+
s+ 1

r

)
u(r)

∣∣∣∣2 dr (14)

ce qui est clairement impossible pour une énergie E < 0, puisque le
membre de droite est toujours positif ou nul. On ne peut donc pas avoir
d’état lié régulier sur [0,+∞[.

1-2 L’invariance d’échelle partiellement retrouvée

La recherche des états liés passe par la résolution de l’équation différen-
tielle (3). Celle-ci peut bien sûr se faire numériquement, ou alors en passant
par des fonctions spéciales, en l’occurence les fonctions de Bessel modifiées
du premier et du deuxième ordre, Iν(x) et Kν(x), solutions de

x2 y′′(x) + x y′(x)− (x2 + ν2)y(x) = 0 (15)

Pour α < −1/4, on peut en effet réécrire l’équation aux valeurs propres
sous cette forme en posant pour E < 0 :

x = κr y(x) =
u(r)√
r

=
√
r ψ(r) avec ν = s0, κ =

√
2mr|E|
~

,

(16)
et comme précédemment s0 = (α+1/4)1/2 ∈ iR. Pour obtenir une fonction
normalisable, tendant vers 0 à l’infini, on doit en fait se limiter à la fonction
Ki|s0| (ESSIN & GRIFFITHS 2006) et les valeurs de κ correspondant aux états
liés sont obtenues en imposant l’annulation de ψ(r) en Ra.

Les fonctions d’onde ψn(r) des premiers états liés sont tracées sur les
figures 2, 3, ainsi que la fonction d’onde d’énergie nulle (9). Pour mettre
en évidence les éléments importants de ces fonctions d’onde, nous avons
en fait représenté

√
r ψ(r) et nous avons choisi des coordonnées logarith-

miques pour l’axe des abscisses, de sorte que la fonction d’onde (9) pour
E = 0 est une simple sinusoïde.

Ce tracé appelle plusieurs commentaires qui vont jouer un rôle impor-
tant dans toute la suite de ce cours :

1. Une partie significative du tracé des états liés excités (et dans une
moindre mesure de l’état fondamental n = 0) est pratiquement iden-
tique à l’état d’énergie nulle. Cela se comprend aisément : dès que r
est significativement plus petit que le point de rebroussement du mou-
vement classique Rb, défini par |α|/R2

b = κ2, l’équation différentielle
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FIGURE 2. Traits continus : fonctions d’onde radiales
√
r ψn(r) (non normalisées)

des cinq premiers états liés pour un potentiel en −|g|/r2 tronqué par un cœur dur
en Ra. La courbe pointillée noire représente l’état d’énergie nulle donné en (9).
Ces courbes ont été tracées pour α = −2 (et donc |s0| ∼ 1.32). La loi d’échelle
ψn+1(r) ∝ ψn(r/λ) se manifeste ici par une simple invariance par translation
discrète car l’axe x est logarithmique.
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FIGURE 3. Traits continus : fonctions d’onde radiales
√
r ψn(r) (non normalisées)

des cinq premiers états liés pour un potentiel en −|g|/r2 tronqué par un cœur dur
en Ra. La courbe pointillée noire représente l’état d’énergie nulle donné en (9).
Ces courbes ont été tracées pour α = −4 (et donc |s0| ∼ 1.94). La loi d’échelle
ψn+1(r) ∝ ψn(r/λ) se manifeste ici par une simple invariance par translation
discrète car l’axe x est logarithmique.
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définissant l’état lié
− u′′ + α

r2
u = −κ2u (17)

est pratiquement identique à l’équation pour l’énergie nulle

− u′′ + α

r2
u = 0 (18)

puisque la contribution de κ2u est alors négligeable devant celle de
αu/r2. Par exemple, sur la figure 3, l’état excité ψn=4(r) (κRa ≈ 6.4 ×
10−4) est très proche de l’état d’énergie nulle sur toute la plage r/r0 ∈
[1, 1000], c’est-à-dire jusqu’à κr ∼ 0.6.

2. Le fait que les états liés soient sur la majeure partie de leur étendue
(grosso modo avant leur dernière arche) bien décrits par la solution
d’énergie nulle,

√
r ψ(r) ∝ sin [|s0| ln(r/Ra)] vient restaurer une in-

variance d’échelle, discrète cette fois-ci. Considérons par exemple la
fonction d’onde du quatrième état excité, ψ4(r), et faisons la transfor-
mation d’échelle

φ(r) = ψ4(λr) (19)

avec
|s0| ln(λ) = π. (20)

En coordonnées logarithmiques, cette homothétie sur r revient à faire
une translation vers la gauche de longueur ln(λ), en oubliant la partie
de la fonction qui va se retrouver en deçà du cœur dur en Ra. Or le
choix proposé pour λ assure pour un état de la forme sin [|s0| ln(r/Ra)]
que l’on retrouve un zéro en r = Ra. On génère ainsi un autre état
propre possible de l’hamiltonien, avec un nœud de moins que l’état
de départ ψ4. On obtient donc en très bonne approximation l’état ψ3,
et ainsi de suite.

3. Le fait que l’état lié ψn−1(r) se déduise de l’état lié ψn(r) par une trans-
formation d’échelle de paramètre λ donné en (19) entraîne que leurs
énergies sont reliées par

En =
1

λ2
En−1 ou encore

En
En−1

= e−2π/|s0| (21)

On obtient ainsi les énergies de la série infinie d’états liés, de plus en
proches de la limite de dissociation E = 0, ces énergies formant une

0 1 2 3 4
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α = −4 (λ2 ≈ 26)

α = −2 (λ2 ≈ 116)

FIGURE 4. Energies de liaison En des premiers états liés dans un potentiel en
−1/r2 tronqué par un cœur dur en Ra, pour deux valeurs du paramètre sans
dimension α. L’indice n = 0 correspond à l’état fondamental. L’unité d’énergie est
Ea ≡ ~2/mrR

2
a. Les lignes continues représentent la loi d’échelle En = E0/λ

2n.

suite géométrique de raison e−2π/|s0|. Les énergies calculées numéri-
quement sont tracées en figure 4 pour deux valeurs différentes de α
(donc de |s0|) et on peut constater que cette loi d’échelle est très bien
vérifiée. Cette invariance d’échelle discrète jouera un rôle central dans
la physique d’Efimov. On trouve en figure 5 une autre manière de tra-
cer ces données, mettant en évidence que le rapport En+1/En est ef-
fectivement quasi-indépendant de n, pour une valeur donnée de α.

En résumé, l’introduction d’un cœur dur en Ra a brisé l’invariance
d’échelle continue du problème initial, mais elle ne l’a pas complète-
ment supprimée. Une invariance d’échelle discrète subsiste, avec le facteur
d’échelle eπ/|s0| pour les distances et e2π/|s0| pour l’énergie, ces facteurs
d’échelle étant (heureusement !) indépendants de la valeur choisie pourRa.

Quelles valeurs prendre pour α (ou s0) ? Dans ce qui précède, la valeur
de l’amplitude g du potentiel V (r) et donc des coefficients sans dimension
α et s0 définis en (4) et (8) sont quelconques. Dans l’effet Efimov de base,

– page 5 –
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FIGURE 5. RapportEn+1/En pour différentes valeurs de α. De bas en haut : α =
−1,−2,−4,−6. Les lignes continues indique la prédiction e−2π/|s0| avec s0 ≡√
α+ 1/4. Pour α = −1, seuls les trois premiers états liés ont pu être déterminés

avec une précision convenable. L’indice n = 0 correspond à l’état fondamental.

qui se produit entre trois particules identiques bosoniques avec une inter-
action binaire résonante, nous verrons aux chapitres 5 et 6 que l’on arrive
à α ≈ −1.263, ce qui est en valeur absolue bien supérieur au seuil de −1/4
que nous avons dégagé. Le paramètre s0 vaut alors s0 ≈ i × 1.00624 et le
paramètre d’échelle associé est λ = eπ/|s0| ≈ 22.7. Ce nombre est relative-
ment grand et rend difficile l’observation de plusieurs états liés puisqu’il y
a un facteur λ2 ≈ 515 entre les énergies de deux états consécutifs.

Dans le cas où deux particules de masse M sont en interaction réso-
nante avec une troisième de masse m � M , nous verrons aux chapitres
3 et 4 qu’une interaction effective en −1/r2 peut également se produire.
Dans ce cas, le paramètre |s0| peut devenir arbitrairement grand quand
M/m tend vers l’infini. Cela facilite l’observation de plusieurs états liés
consécutifs puisque le paramètre d’échelle λ est alors notablement réduit.

1-3 L’énergie de l’état fondamental

Une fois établie la relation (21) entre les énergies des différents états
liés, il ne reste plus qu’à déterminer l’énergie d’un état lié, par exemple
l’état fondamental, pour en déduire l’énergie des autres. Nous utiliserons
dans ce qui suit l’échelle d’énergie naturelle du problème, Ea ≡ ~2/mrR

2
a

et nous considérerons uniquement le canal de moment cinétique ` = 0
pour simplifier les notations.

Plusieurs approches peuvent être développées pour cela. La première
est numérique, qui conduit aux résultats tracés en figure 6 avec une ligne
continue noire. Une autre approche consiste à utiliser l’expression asymp-
totique des zéros de la fonction de Bessel modifiée du deuxième ordre,
Ki|s0|(x), qui est la solution physiquement pertinente de l’équation de
Schrödinger pour un état lié [cf. (15)]. Cette approche est développée en
particulier par ESSIN & GRIFFITHS (2006). Nous ne la reproduirons pas ici
et nous donnons simplement son résultat dans la limite α ≈ −1/4 :

|α| → 1/4+ :
E0

Ea
≈ − 2

γ2
exp

(
− 2π

|s0|

)
(22)

où γ = eC , C = 0.577 · · · étant la constante d’Euler. Cette prédiction est
tracée en ligne tiretée rouge sur la figure 6. Elle est particulièrement utile
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FIGURE 6. Valeur absolue de l’énergie de l’état fondamental dans un potentiel
g/r2 attractif, avec g = ~2α/2mr et α < 0, en présence d’un cœur dur en Ra.
L’unité d’énergie estEa ≡ ~2/mrR

2
a. Les états liés n’existent que pour |α| > 1/4.

La courbe tiretée rouge donne le résultat approché (22) de ESSIN & GRIFFITHS

(2006), valable pour |α| proche de 1/4. La courbe pointillée représente le résultat
(26) de l’approche WKB présentée dans le texte.

quand on souhaite étudier le voisinage du point critique α = −1/4 par une
approche "groupe de renormalisation". Nous ne détaillerons pas cette ap-
proche ici car elle ne sera pas nécessaire dans la suite. Nous renvoyons les
lectrices et lecteurs intéressés vers GUPTA & RAJEEV (1993), CAMBLONG,
EPELE et al. (2000), CAMBLONG, EPELE et al. (2001a), CAMBLONG, EPELE

et al. (2001b), BURGESS, HAYMAN et al. (2017) et PAIK (2018).

On peut également utiliser l’approximation WKB pour estimer l’énergie
de l’état fondamental, même si l’on sait que cette approximation est plutôt
adaptée au régime quasi-classique, donc aux états excités. Nous avons vu
au chapitre 1 (§ 2.4) que, pour un potentiel en 1/r2, cette approximation
est valable pour |α| notablement plus grand que 1, donc le régime opposé
du résultat (22). Avec un cœur dur en Ra, la condition de quantification

V (r)

0
RbRa

E

r

FIGURE 7. Points tournants Ra et Rb associés à l’énergie E < 0, intervenant
dans le calcul de l’intégrale WKB (23).

semi-classique s’écrit :∫ Rb

Ra

k(r, En) dr =

(
n+

3

4

)
π (23)

avec n = 0 pour l’état fondamental. Le point tournant extérieur Rb est relié
à l’énergie cherchée E0 par (cf. figure 7)

E0 =
~2α

2mrR2
b

< 0 (24)

et un calcul relativement simple de l’intégrale de (23) conduit à :

ln [tan(u/2)] + cos(u) = − 3π

4
√
|α|

avec sinu =
Ra
Rb

. (25)

Limitons-nous pour simplifier au cas où α n’est pas extrêmement grand
devant 1, ce qui entraîne que Rb est significativement plus grand que Ra.
En pratique, cette simplification est encore valable pour α ∼ 10 et per-
met de traiter u comme un petit paramètre dans (25). On trouve alors
u ≈ 2 exp[−1− 3π/(4

√
|α|)], ce qui conduit à

approche WKB :
E0

Ea
≈ −2|α|

e2
exp

(
− 3π

2
√
|α|

)
(26)
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Le résultat est tracé en ligne pointillée sur la figure 6. Pour des valeurs en-
core plus grandes de α (non pertinentes en pratique pour les problèmes
qui nous intéresseront dans ce cours), Rb et Ra sont comparables et l’ap-
proximation conduisant à (26) n’est plus valable. L’état fondamental va se
concentrer tout au fond du puits de potentiel et on attend E0 ≈ − |α|2 Ea.

Loi d’échelle approchée. Dans l’hypothèse Ra/Rb � 1, l’approche WKB
fournit une valeur approchée pour l’énergie de chaque état lié :

approche WKB :
En
Ea
≈ −2|α|

e2
exp

[
− 2π√
|α|

(
n+

3

4

)]
(27)

ce qui correspond à la loi d’échelle En+1/En = exp
(
−2π/

√
|α|
)

. On re-
trouve la loi (21) à condition de faire la substitution

|s0| =
√∣∣∣∣α+

1

4

∣∣∣∣ ≈ √
|α| (28)

valable dans l’hypothèse |α| notablement plus grand que 1, ce qui est une
condition nécessaire de validité de l’approche WKB, comme mentionné
plus haut.

2 Interaction électrostatique et potentiel en 1/r2

2-1 L’interaction charge-dipôle

Nous étudierons dans les chapitres suivants l’émergence d’un potentiel
en 1/r2 à partir d’une interaction de courte portée (mais résonnante) entre
différents constituants. Ici, nous allons aborder une situation physique
où le potentiel en 1/r2 est naturellement présent : l’interaction entre une
charge électrique q et un dipôle électrique D, supposé ponctuel. L’énergie
d’interaction électrostatique entre ces deux objets s’écrit

V =
qD · r
4πε0r3

=
qD

4πε0r2
cos θ (29)

q

D

θ r

FIGURE 8. Interaction électrostatique entre une charge q et un dipôle D.

où θ désigne l’angle entre l’orientation du dipôle et le rayon vecteur r joi-
gnant le dipôle et la charge (figure 8). On trouve donc bien la dépendance
radiale en r, superposée à une dépendance angulaire en cos θ qui est un
ingrédient nouveau par rapport à ce que nous avons étudié auparavant.

L’orientation du dipôle est supposée fixe et nous la prendrons par
convention alignée avec l’axe z. Nous allons nous intéresser ici aux états
propres Ψ(r) de l’hamiltonien du mouvement relatif(−~2

2mr
∇2 +

qD

4πε0r2
cos θ

)
Ψ(r) = EΨ(r). (30)

Le système étant invariant par rotation autour de l’axe z, nous allons cher-
cher ces états propres en coordonnées sphériques sous la forme

Ψ(r) =
1

r
Φ(r, θ) eimϕ, (31)

où ϕ désigne l’angle azimutal et θ l’angle polaire d’axe z. Nous cherchons
donc des fonctions propres communes à l’hamiltonien et à la projection L̂z
de l’opérateur moment cinétique sur l’axe z (avec la valeur propre ~m).

Nous utiliserons dans ce qui suit l’expression de l’opérateur laplacien
∇2 dans ces coordonnées :

∇2 = ∇2
r +

1

r2
(
∇2
θ +∇2

ϕ

)
(32)
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où nous avons posé

∇2
rΨ ≡

1

r

∂2

∂r2
(rΨ) ∇2

θΨ ≡
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
∇2
ϕΨ ≡ 1

sin2 θ

∂2Ψ

∂ϕ2

(33)
Nous cherchons donc les fonctions Φ(r, θ) solutions de l’équation aux va-
leurs propres :[

− ∂2

∂r2
− 1

r2
∇2
θ +

1

r2

(
m2

sin2 θ
+ D̃ cos θ

)]
Φ = εΦ (34)

où l’on a introduit le dipôle réduit (sans dimension)

D̃ =
2mrqD

4πε0~2
(35)

Ce problème a fait l’objet de plusieurs études théoriques (essentiel-
lement concordantes) au milieu des années 1960 (TURNER & FOX 1966 ;
MITTLEMAN & MYERSCOUGH 1966 ; BROWN & ROBERTS 1967 ; LEVY-
LEBLOND 1967 ; COULSON & WALMSLEY 1967). Il a également été abordé
sur le plan expérimental par DESFRANÇOIS, ABDOUL-CARIME et al. (1994),
avant d’être repris théoriquement – notamment avec des outils provenant
du groupe de renormalisation – par CAMBLONG, EPELE et al. (2001c),
ALHAIDARI (2008), CONNOLLY & GRIFFITHS (2007) et ALHAIDARI &
BAHLOULI (2008).

2-2 Une charge peut-elle lier un dipôle?

Pour trouver les éventuels états liés solutions de (30), nous allons cher-
cher les fonctions Φ solutions sous une forme factorisée

Φ(r, θ) = u(r) f(θ), (36)

en utilisant la méthode de séparation des variables. Nous retrouverons une
méthode similaire lorsque nous aborderons le problème à trois corps en
utilisant la technique des potentiels hypersphériques.

L’équation aux valeurs propres (34) s’écrit alors

− u′′f +
u

r2

{[
−∇2

θ +
m2

sin2 θ
+ D̃ cos θ

]
f

}
= ε uf. (37)

La stratégie est alors simple : on commence par chercher des fonctions
propres f(θ) de l’opérateur apparaissant entre accolades {· · · } dans (37)
sous la forme : [

−∇2
θ +

m2

sin2 θ
+ D̃ cos θ

]
f(θ) = α f(θ) (38)

La valeur propre α joue ici le rôle de constante de séparation. Une fois déter-
minées les valeurs propres possibles, on reporte le résultat dans (37) pour
obtenir l’équation aux valeurs propres pour la fonction radiale u(r) :

− u′′(r) +
α

r2
u(r) = ε u(r) (39)

On s’est bien ramené à notre équation radiale désormais familière dans un
potentiel en α/r2.

On sait d’après notre étude précédente que la question de l’existence
d’états liés se ramène à la condition :

états liés si et seulement si α < −1

4
(40)

et toute la question est donc reportée sur l’équation aux valeurs propres
(38) pour la fonction f(θ). Pour un dipôle D̃ donné, nous cherchons la plus
petite valeur propre possible α pour déterminer si elle atteint le seuil cri-
tique−1/4. Pour atteindre ce seuil, il est clair que l’on a intérêt à minimiser
le potentiel toujours positif m2/ sin2 θ en prenant m = 0. On se ramène
donc au problème plus simple :(

−∇2
θ + D̃ cos θ

)
f(θ) = α f(θ) (41)

La résolution de cette équation peut se faire en développant f(θ) sur la
base des polynômes de Legendre Pn(cos θ) :

f(θ) =

∞∑
n=0

cn Pn(cos θ), (42)

ces polynômes étant solutions de l’équation

−∇2
θPn(cos θ) = n(n+ 1)Pn(cos θ). (43)
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−0.5
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D̃c

D̃

α

FIGURE 9. Valeur propre α minimale pour le problème aux valeurs propres an-
gulaire (41), en fonction du dipôle réduit D̃. La valeur critique α = −1/4 est
obtenue pour D̃c ≈ 1.279.

Les polynômes de Legendre vérifient par ailleurs la relation

xPn(x) =
n

2n+ 1
Pn−1(x) +

n+ 1

2n+ 1
Pn+1(x). (44)

On arrive ainsi à un système tri-diagonal pour déterminer les coefficients
cn :

D̃
n

2n− 1
cn−1 + [n(n+ 1)− α] cn + D̃

n+ 1

2n+ 3
cn+1 = 0. (45)

En pratique, on peut tronquer ce système à une valeur nmax, puis écrire
la condition pour avoir une solution {cn} 6= 0 : le déterminant de ce sys-
tème doit être nul. Si on prend nmax = 1, on arrive ainsi à∣∣∣∣ −α D̃/3

D̃ 2− α

∣∣∣∣ = α2 − 2α− D̃2

3
= 0, (46)

auquel cas la valeur critique αc = −1/4 est atteinte pour D̃c = 3
√

3/4 ≈

1.299. On peut affiner ce résultat en prenant nmax plus grand et on trouve
D̃c ≈ 1.279 (figure 9).

Considérons le cas d’un électron en présence d’un dipôle électrique
beaucoup plus lourd, soit mr ≈ melectron. On obtient alors :

Dc = 5.5 10−30 C.m = 1.6 Debye (47)

avec 1 Debye = 3.336 10−30 C.m. Pour un dipôle inférieur à cette valeur,
il n’y aura pas d’état lié charge-dipôle. Pour un dipôle supérieur à cette
valeur, notre modèle prédit qu’il y aura au contraire une infinité d’états
liés dans le canal m = 0.

Comme nous l’avons vu plus haut, pour assurer que le système ad-
met un état fondamental, il faut prendre en compte le fait que le potentiel
α/r2 ne s’applique pas jusqu’à des distances arbitrairement petites. En l’oc-
currence, la notion de dipôle électrique n’est pas valable aux très courtes
distances : c’est une idéalisation d’un système de deux charges ±Q sépa-
rées par une distance d, avec D = Qd. Quand la variable r devient . d,
il faut résoudre explicitement le problème à trois corps +Q,−Q, q [voir
par exemple WALLIS, HERMAN et al. (1960), MITTLEMAN & MYERSCOUGH

(1966), LEVY-LEBLOND (1967) et CRAWFORD (1967)]. On retrouve alors l’in-
variance d’échelle discrète présentée dans la partie précédente.

2-3 L’expérience de Desfrançois et al.

L’expérience de DESFRANÇOIS, ABDOUL-CARIME et al. (1994) a
consisté à prendre une série d’espèces moléculaires possédant un moment
dipolaire électrique non nul et déjà mesuré par ailleurs, et une structure
électronique avec une couche complète, de sorte que l’affinité électronique
de la molécule M est avec une bonne probabilité négative.

Pour mesurer si un électron peut se lier à la molécule sous l’effet du
seul potentiel dipolaire, on effectue une collision entre un jet de ces mo-
lécules 1 et des atomes de xénon portés dans un état de Rydberg (nombre
quantique principal n élevé, figure 10). Ce nombre quantique est varié de

1. Ces molécules sont ensemencées dans un jet atomique d’hélium. Les molécules ont une
température rotationnelle de 5 à 10 K.
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State-selected Rydberg electron attachment to sulfur hexafluoride clusters 
at different collision energies 

c. Desfrangois, N. Khelifa, A. Lisfi, and J. P. Schermann 
Laboratoire de Physique des Lasers. Universite Paris-Nord. 93430 Villetaneuse. France 
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Rate constants for negative-ion formation have been measured for the electron transfer 
reactions between state-selected Rydberg atoms and sulfur hexafluoride clusters at various 
collision energies. At low values of the principal quantum number of the Rydberg atoms, post-
attachment interactions not only lead to Coulombic complex formation and internal to 
translational energy exchange, but also to a new effect which corresponds to an evaporative 
process due to the influence of the positive atomic core upon the negative clusters. 

I. INTRODUCTION 
During recent years, increased attention has been paid 

to negatively charged van der Waals clusters which are of 
interest for ion chemistry, either in the gas phase (atmo-
spheric processes), or in condensed phases (oxydation re-
duction in solutions, biochemistry) and for fundamental 
atomic and molecular physics (solvated electrons). Three 
different techniques for negative cluster production have 
mainly emerged: glow gas discharge in supersonic expan-
sions, low-energy electron-beam bombardment and thermal 
Rydberg electron attachment. The former has been used for 
the creation of new stable species I and to obtain high ion 
yields for further optical studies.2•3 The second technique is 
suitable for dissociative or evaporative attachment processes 
in the electron energy range in between a few tens of me V 
and several eV.4•5 In order to explore the thermal energy 
domain, Kondow and his colleagues6 were the first to use 
Rydberg atoms, formed by electron impact, for cluster stud-
ies. Improved energy resolution has since been achieved with 
laser excitation of state-selected Rydberg atoms.7•8 

In a previous communication, we have reported8 pre-
liminary measurements of principal quantum number n de-
pendence of electron transfer rates for the following process: 

Xe* * (nj) + (SF 6 ) N -+ Xe + + (SF 6 ) N . (l ) 

In this work, we extend our previously communicated 
workS to the study of the influence of the relative collision 
energy on the attachment rates. In Sec. II, our experimental 
setup is presented in more detail and, in Sec. III, our experi-
mental results. In Sec. IV, we discuss these results and com-
pare them with previous data and models. 

II. EXPERIMENT 
A. Apparatus 

A schematic drawing of our experimental setup is dis-
played in Fig. 1. We use an entirely pulsed crossed-beam 
experiment with a pulsed excitation laser and a time-of-flight 
mass spectrometer. 

A differentially pumped pulsed valve (Lasermetrics 
LPV) creates a supersonic beam of xenon atoms [stagnation 
pressure 2 bars; nozzle diameter 0.1 mm; nozzle temperature 
300 K; full width at half maximum (FHWM) 100 ,us]. This 

beam is first submitted to a pulsed and synchronized elec-
tron bombardment (electron energy 100 V; FHWM 150,us) 
and is further collimated. A pair of electric deflection plates 
( ± 1.5 keY) removes the charged species and undesirable 
Rydberg atoms in undefined states. Only ground state and 
metastable xenon atoms penetrate into the collision region. 

A pulsed amplified YAG laser is frequency tripled (35 
m] at 355 nm, 10 ns, 20 Hz) and pumps a tunable dye laser 
(Coumarine 460 and 480) delivering 0.5 to 1 m] per laser 
shot in the 460 to 495 nm tuning range. The laser beam en-
ters a quartz optical fiber (600 ,urn i.d.) and is further fo-
cused into the collision region in order to excite the metasta-
ble xenon atoms towards nj Rydberg states (9..;n..;25). For 
lower n values, the results would be much more difficult to 
interpret due to the dominant influence of the atomic ionic 
core and for n larger than 25, the attachment rates exhibit no 
significant variations. The Y AG laser is synchronized with 
the xenon pulsed valve at the maximum metastable peak 
intensity in the collision region. 

A similar pulsed valve with a 0.1 mm conical nozzle at 
300 K is fed by either neat SF6 , or SF6 (5%) in 7 bars of rare 
gases (He, Ar, Kr, Xe). The produced supersonic beam is 
skimmed 1 em downstream (conical skimmer, entrance 
diam 1 mm) and 10 em downstream crosses, at right angle, 
the atomic and laser beams in the collision region. An inde-

b 
FIG. I. Experimental setup. (a) Cluster pulsed valve. (b) Xenon pulsed 
valve. (c) Xenon beam electron bombardment. (d) Field ionization region 
(3000 VI cm) for destruction of undefined Rydberg atoms and charged par-
ticles removal. (e) Tunable pulsed laser beam. (f) Thermal SF 6 calibration 
inlet. (g) MCP ion detector. 
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FIGURE 10. Schéma expérimental utilisé pour étudier la capture d’un électron par
le champ électrique créé par le dipôle d’une molécule. (a) : valve pour le jet molécu-
laire, (b) : valve pour le xénon, (c) : excitation du xénon par un faisceau d’électrons,
(d) : zone de filtrage des différents niveaux de Rydberg, (g) galette multi-canaux
pour la détection des ions. Figure extraite de DESFRANÇOIS, KHELIFA et al.
(1992).

n = 7 à n = 70 : on varie ainsi fortement l’énergie à fournir pour détacher
l’électron externe de l’atome de xénon, cet électron étant ensuite capturé
par la molécule dipolaire :

Xe∗ (n) + M −→ Xe+ + M−. (48)

Les ions M− sont ensuite accélérés et détectés derrière un spectromètre
de masse. On montre en figure 11 le taux de création de M− en fonction
du nombre quantique n de l’état de Rydberg du xénon. Le caractère assez
fortement piqué de ce taux est en accord avec l’idée que l’électron peut
être capturé de manière résonnante par la molécule pour former un état
lié. L’énergie à laquelle cette résonance se produit dépend de la molécule.

Pour déterminer précisément l’énergie de liaison de M−, on mesure
le champ électrique nécessaire pour détacher l’électron capturé lors de la
réaction (48). Les résultats sont reportés sur la figure 12 en fonction du mo-
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We have chosen the study of aldehydes, ketones, and
cyanides since they are closed-shell molecules with avail-
able dipole moments [20], which lie between 2 and
4 D. Some of them, such as acrolein, were directly dis-
carded since their electron affinities were already known
to be positive [4]. For the others, the presence of a dipole-
bound state was experimentally detected by the shape of
the n dependency of the anion formation rate constant.
Pyruvonitrile, for instance, gives birth to previously un-
observed anions with a smooth creation rate n depen-
dency over the whole n = 7 to 70 explored range and
thus behaves like molecules which are known to pos-
sess positive electron affinities [18,19,21]. On the con-
trary, the anions reported here exhibit n dependences of
their creation rates, which are strongly peaked (Fig. 1) as
for the previously reported acetonitrile anion [17]. The
peak n values do not directly correspond to the ther-
moneutral values (equality of the Rydberg atom ioniza-
tion potential and the anion electron-binding energies),
but they are approximately correlated to the molecule
dipole moments p, (small p, values correspond to large
peak n values). In order to ascertain the dipole-bound na-
ture of these anions, field detachment measurements have
been performed. When anions possess very small binding
energies (~1 meV), acceleration and focusing fields are
increased until they are large enough to detach anions to-
tally. The nondetection thus directly provides a measure
of the critical electric detachment field. For larger values
of the electron-binding energies, electric field detachment
is performed by means of a set of three grids perpendic-
ular to the ion path [16]. In both cases we calculate the
quasiclassical tunneling probability of the excel electron
in a bound negative-ion state, with binding energy Eb,
through the potential-energy barrier lowered by the exter-
nal electric field when the molecular dipole moment and
the applied field are antiparallel. We thus obtain experi-
mental Eb values by fitting the experimental field detach-
ment probability curves. In all cases, we observe only one

s 0,4-

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Rydberg quantum number n

sharp transition in these curves, suggesting that anions are
always created in a single ground state. This confirms
a prediction of Garrett [22] which states that the infinite
number of excited electronic states existing in the fixed
nuclear approximation shrinks to only one for low dipole
values (~3 D) when nuclear motion is included. Criti-
cal detaching fields are determined with a precision better
than 10%, but, as previously discussed [17],the above Eb
determination can be altered by dynamical processes oc-
curring during the field detachment process. Since anion
and neutral configurations are expected to be almost iden-
tical, these Eb values can be considered as estimates of
the adiabatic electron affinities.
The obtained Eb values (Table I) almost cover our

experimental range which is determined by the mini-
mum electric field in the time-of-fiight spectrometer
(15 V/cm) and the maximum detachment field we can
apply (30 kV/cm). For a p, /r2 binding potential, the
critical detachment field F is classically related to the
electron-binding energy Eb by the expression (in a.u.)
27p,F /4 = Eb. Our measured Eb values lie between 0.1
and 17 meV. Even if larger dipole moments correspond
to larger Eb values (e.g., cyanide compounds), rather
different Eb values can be associated with the same dipole
moment p, (see, ketones and trifiuoromethylbenzene).
This tneans that general trends can be deduced from a
large set of measurements while individual Eb values
also depend on specific properties other than p, for each
individual molecule. The lowest molecular dipole giving
an experimentally observed anion is here p, = 2.66 ~
0.06 D (pivaldehyde), while we did not observe propanal
or formaldehyde anions (2.52 and 2.33 D).
Ab initio calculations of such small electron affini-

ties are still very difficult but, as shown by Garrett [3],
rather accurate Eb values can be derived from a pseu-
dopotential method. More recently, Clary described a
simple method leading to accurate energy levels and au-
todetachment widths for dipole-bound anions of sym-
metric top molecules [9]. Along these guidelines, we
performed model calculations as follows. We take the
excess electron-molecule pseudopotential as V(r, 8) =
V~(r, 8) + V (r) + Vsa(r), where r and 8 are the excess
electron cylindrical coordinates with respect to the molec-
ular symmetry axis, and V~, V, and Vsa are the dipo-
lar, charge-induced dipole, and short range potential terms
which are expressed as (in a.u.)

V~(r, 8) = —p, cos8/r for r ) p, /2,
V(r, 8) = 8r cos8/p —for r & p, /2,
V (r) = (a/2r )f(r), —

FIG. 1. The n dependences of relative rate constants for
the formation of acetouitrile (filled triangles), cyclohexanone
(open circles), acetone (open triangles), cyclobutanone (open
squares), aud acetaldhyde (diamonds) anions in collisions ofXe**(nf) atoms.

where

f(r) = 1 —exp[—(r/ru) ],
VsR(r) = Vc exp[—(r/r, ) ].
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FIGURE 11. Taux de formation deM− en fonction du nombre quantique principal
de l’état de Rydberg de Xe fournissant l’électron à la molécule neutreM . Par ordre
de moment dipolaire décroissant : triangles pleins : acétonitrile ; disques creux :
cyclohexanone, triangles creux : acétone, carrés creux : cyclobutanone, losanges :
acétaldhyde. Figure extraite de DESFRANÇOIS, ABDOUL-CARIME et al. (1994).

ment dipolaire de la molécule. Pour des molécules de moment dipolaire
inférieur à 2.6 Debye, aucun signal n’a été mesuré. Pour les moments dipo-
laires plus grands, un état lié est effectivement détecté avec une énergie en
bon accord avec la modélisation théorique proposée par les auteurs. Cette
modélisation consiste à tronquer le potentiel en α/r2 à courte distance par
un autre potentiel faisant intervenir des paramètres moléculaires connus
(polarisabilité par exemple).

On notera que l’on ne détecte dans cette expérience qu’un seul état lié
de l’électron autour du dipôle moléculaire, alors que la théorie que nous
avons développée jusqu’ici en prédit une infinité, formant une suite géo-
métrique. DESFRANÇOIS, ABDOUL-CARIME et al. (1994) relient ce résultat à
la prédiction de GARRETT (1980), selon laquelle le mouvement des atomes
composant la molécule dipolaire vient fortement restreindre le nombre
d’états M− possibles.

On remarquera également que la valeur seuil trouvée expérimentale-
ment, 2.6 Debye, est notablement supérieure à la limite trouvée en (47).
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TABLE I. Experimental electron binding energies of molecular anions measured by field
detachment. Formaldehyde and propanal anions were not observed (see text).

Molecule

Formaldehyde HCHO
Propanal CH3CH2CHO
Pivaldehyde(CH 3)3CCHO
Butanal CH3(CH2), CHO
Acetaldehyde CH 3CHO
2-butanone CH3CH2COCH3
Trifluoromethylbenzene C7H5F3
Cyclohexanone C6H»O
Acetone CH3COCH 3
Cyclopentanone C5H80
Cyclobutanone C&H60
Methylacrylonitrile CH2CCH3CN
Acrylonitrile CH2CHCN
Acetonitrile CH3CN

p (D)

2.33
2.52
2.66
2.72
2.75
2.78
2.86
2.87
2.88
2.88
2.89
3.69
3.87
3.92

Eb (meV)

( 0.1 (not obs. )( 0.1 (not obs. )
0.50
0.7
0.36
1.0
2.2
3.3
1.5
1.7
1.0
6.3
6.9
1 1.5

As can be seen from these expressions, V„and V van-
ish for r values lower than p, /2 and ro, respectively, while
VsR tends to V, & 0 for r & r„ thus taking into account
the short-range repulsion due the Pauli exclusion princi-
ple. In order to restrict the number of pseudopotential
parameters and because they are not all independent from
each others, we take ro = o. '/ and V, = 1 a.u. , keeping
only p„a, and r, as actual physical parameters. Electron-
binding energies are then calculated using Clary's rota-
tionally adiabatic theory [9] with total angular momentum
J = 0, since Eb does not depend on 1 but only on the
molecular rotational constant B and the above pseudo-
potential parameters. The calculated Eb values are dis-
played in Fig. 2 as a function of the dipole moment p, for
two sets of molecular parameters, together with all known
experimental values from our measurements (Table I),
those of Lineberger et al. for cyanomethyl [7], acetalde-
hyde enolate [8], and alkali halide anions [23] and Bowen
et al. measurement for LiH [24]. The first set of param-
eters (r, = 2.7 a.u. , B = 1 cm ', u = 4 A ) is suitable
for small diatomic anions (such as LiH and LiC1 ), while
the second set (r, = 4.2 a.u. , B = 0.1 cm, u = 8 A )
corresponds to molecular parameters for heavier diatomics
(e.g., CsC1 ) and for most molecules of the present work.
Except for very large polar molecules for which the pa-
rameter r, should be larger than 4.2 a.u. , the two dis-
played curves should correspond to the region inside
which observation of molecular dipole-bound anions can
be expected. If we set a lower physical limit to E& equal
to the rotational constant B, we thus conclude that the
minimum dipole moment required to bind an extra elec-
tron must lie between 2.0 and 2.2 D.
This result is in very good agreement with the original

predictions of Garrett [3] and Crawford [6] who suggested
that "any real gas phase molecule or radical with p, ~ 2 D
probably can bind an electron and almost certainly if

p, & 2.5 D." We might, nevertheless, stress the experi-
mental difficulties which one would encounter in explor-
ing the region between 2.0 and 2.5 D. Light diatomics
with dipole moment in this range do not seem to exist, and
one must then deal with heavy diatomics or polyatomic
molecules for which the corresponding electron-binding
energies should lie between 0.01 and 0.1 meV and with
rotational constants B around O. l cm '. Such weak bind-
ing energies would require external electric fields used
for mass selection lower than 0.5 and 15 V/cm,

10

10
Dipole moment Ij/D

FIG. 2. Electron-binding energies of molecular anions as a
function of parent molecular dipole moments. Solid and dashed
lines correspond to results of pseudopotential calculations, re-
spectively, for "large" and "small" molecules (see text). Down
triangles correspond to excited dipole-bound anions and open
circles to the present work experimental values given in Ta-
ble I. Up triangles are results of ab initio calculations of
nucleic base anions. The solid square and the open dia-
monds correspond to photoelectron spectroscopy experimental
determinations.
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FIGURE 12. Énergie de liaison de l’édifice M− en fonction du dipôle électrique
(noté ici µ et mesuré en Debye) de la molécule parente M . Les courbes en traits
plein et tireté correspondent à deux prédictions théoriques fondées sur des modé-
lisations différentes de la physique à courte distance, quand la distance charge-
dipôle devient comparable à l’extension du dipôle lui-même. Figure extraite de
DESFRANÇOIS, ABDOUL-CARIME et al. (1994).

Cela est dû (au moins en partie) au fait que les auteurs ne disposaient
que de molécules relativement complexes, et que la détection d’états fai-
blement liés était alors rendue compliquée par le mouvement de rotation
de ces molécules aux températures disponibles. Les progrès récents dans la
préparation de molécules di-atomiques ultrafroides pourraient permettre
de reprendre ces expériences avec des moments dipolaires voisins de la
valeur critique attendue théoriquement (table 2.1).

molécule dipole (Debye)
RbYb 0.21
KRb 0.57
RbCs 1.2
RbSr 1.5
NaK 2.7
NaRb 3.3
LiRb 4.1
LiCs 5.5

TABLE 2.1. Moment dipolaire de quelques molécules di-atomiques utilisées dans
les expériences de gaz ultra-froids. Valeurs extraites de GADWAY & YAN (2016).

3 Potentiel en 1/r2 et invariance conforme

3-1 Les symétries de l’équation de Schrödinger

L’invariance d’échelle du potentiel en 1/r2 que nous avons mention-
née au chapitre précédent fait partie d’un ensemble plus vaste de symé-
tries de l’équation de Schrödinger, appelé groupe d’invariance conforme.
Ces symétries viennent s’ajouter aux propriétés d’invariance géométrique,
comme la symétrie de translation ou la symétrie de rotation.

Pour une particule libre décrite par l’équation de Schrödinger, cette in-
variance conforme a été découverte par HAGEN (1972) et NIEDERER (1972).
Elle a été étendue au cas d’une particule dans un piège harmonique par
NIEDERER (1973), puis au cas du potentiel qui nous intéresse ici, 1/r2, par
ALFARO, FUBINI et al. (1976).

Cette invariance peut se généraliser à un ensemble de particules en in-
teraction, pourvu que le potentiel correspondant satisfasse à la propriété
d’invariance d’échelle (PITAEVSKII & ROSCH 1997)

V (λr1, · · · , λrN ) =
1

λ2
V (r1, · · · , rN ). (49)

Elle est également présente dans un gaz de fermions de spin 1/2 à la li-
mite unitaire avec m↑ = m↓ (WERNER & CASTIN 2006). Dans ce cas, la
longueur de diffusion est infinie et ne fournit donc aucune échelle de lon-
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gueur. Par ailleurs, le caractère fermionique des particules empêche la for-
mation d’édifice à trois corps qui pourraient eux aussi amener une échelle
de longueur.

Cette invariance conforme se manifeste par ailleurs pour l’équation de
Gross–Pitaevskii à deux dimensions, qui décrit par un champ classique la
dynamique de particules interagissant par un potentiel de contact gδ(ri −
rj) (PITAEVSKII & ROSCH 1997 ; SAINT-JALM, CASTILHO et al. 2019). Dans
ce cas, l’invariance d’échelle résulte du fait que l’on a à deux dimensions

δ(λr) =
1

λ2
δ(r). (50)

La recherche des propriétés d’invariance de l’équation de Schrödinger
se fait de la manière suivante. Partant d’une solution ψ(r1, · · · , rN , t) de
cette équation dans un potentiel extérieur U(r) :

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ avec Ĥ =

∑
i

[
− ~2

2m
∇2
i + U(ri)

]
+V (r1, · · · , rN ), (51)

on cherche s’il existe des transformations des positions et du temps

r′i = g(ri, t) t′ = h(t) (52)

accompagnées d’un changement de jauge de la fonction d’onde

ψ′(r′1, · · · , r′N , t′) = f(r1, · · · , rN , t) ψ(r1, · · · , rN , t) (53)

de sorte que ψ′ soit également solution de l’équation de Schrödinger (51).

3-2 Particule unique dans un potentiel extérieur

Pour simplifier cette présentation, nous allons considérer ici le cas d’une
particule unique, mais les résultats peuvent s’étendre sans difficulté au cas
deN particules, voir par exemple WERNER & CASTIN (2006). Nous ne trai-
terons pas ici les symétries bien connues de translation ou de rotation, et
nous allons nous concentrer sur la symétrie "cachée" (ou symétrie dyna-
mique), liée à l’invariance conforme.

Nous nous intéressons dans un premier temps au cas où la particule est
libre ou évolue dans le potentiel U(r) = g/r2. L’équation de Schrödinger
s’écrit donc :

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ +

g

r2
ψ. (54)

Donnons-nous une matrice réelle 2× 2 de déterminant 1 :

[M ] =

(
γ1 γ2
γ3 γ4

)
avec γ1γ4 − γ2γ3 = 1, (55)

c’est-à-dire un élément de SL2(R), et considérons les transformations :

r′ = g(r, t) =
r

γ3t+ γ4
, t′ = h(t) =

γ1t+ γ2
γ3t+ γ4

(56)

On peut vérifier (le calcul est fastidieux, mais sans difficulté de principe)
que cette transformation, associée au changement de jauge

f(r, t) = (γ3t+ γ4)D/2 exp

(
−i
mγ3r

2/2

γ3t+ γ4

)
(57)

où D est la dimension de l’espace (D = 3 dans ce cours), remplit notre
cahier des charges : la fonction ψ′(r′, t′) est également solution de (54)
(NIEDERER 1972 ; ALFARO, FUBINI et al. 1976).

Pour acquérir une intuition physique des transformations décrites par
(56), remarquons que l’on dispose de 4 paramètres réels pour décrire la ma-
trice 2 × 2 avec la contrainte portant sur son déterminant, de sorte qu’il y
a trois paramètres indépendants. On peut identifier trois types de transfor-
mations, correspondant à trois cas particuliers importants pour cette ma-
trice :

— Les translations dans le temps :

[M ] =

(
1 t0
0 1

)
: r′ = r, t′ = t+ t0. (58)

Cette invariance provient simplement du fait que l’hamiltonien de dé-
part est stationnaire.
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— Les dilatations :

[M ] =

(
λ 0
0 1/λ

)
: r′ = λr, t′ = λ2t (59)

que nous avons déjà introduites plus haut. L’invariance de l’équation
de Schrödinger est assurée par l’invariance d’échelle du potentiel en
1/r2.

— Les expansions :

[M ] =

(
1 0
γ3 1

)
: r′ =

r

γ3t+ 1
, t′ =

t

γ3t+ 1
. (60)

qui peuvent être considérées, du point de vue du potentiel U(r),
comme des dilatations avec un facteur d’échelle dépendant du temps.

Notons que la transformation de jauge (57) est triviale dans les deux pre-
miers cas puisque l’on a alors γ3 = 0.

On forme ainsi un groupe continu de transformations, avec trois pa-
ramètres indépendants. L’opération associée à l’application successive de
deux transformations successives [M ] et [M ′] est caractérisée par la ma-
trice [M ′′] obtenue en faisant le produit matriciel [M ′]× [M ], ce qui donne
toute sa pertinence à cette écriture matricielle. On notera par ailleurs que
la matrice identité, γ1 = γ4 = 1, γ2 = γ3 = 0 est associée à une absence
de modification pour les fonctions d’onde : r′ = r, t′ = t, ψ′ = ψ. Les
transformations au niveau des fonctions d’onde (52-53) et (56-57) consti-
tuent donc une représentation linéaire du groupe des matrices réelles 2× 2
de déterminant 1, SL2(R).

Une fois identifiée cette structure, l’étape suivante est en principe de
déterminer ses générateurs infinitésimaux. Toutefois, avant de procéder à
cette opération, il est utile de généraliser les résultats qui précèdent au cas
d’une particule plongée dans un piège harmonique (NIEDERER 1973).

Nous considérons donc dans ce qui suit l’hamiltonien

Ĥ = − ~2

2m
∇2 + U(r) (61)

où U(r) est le potentiel isotrope

U(r) =
g

r2
+ Uho(r) avec Uho(r) =

1

2
mω2r2. (62)

La partie en mω2r2/2 vient briser l’invariance d’échelle trouvée pour g/r2,
mais on peut modifier simplement les transformations (56)-(57) pour re-
trouver l’invariance conforme de l’équation de Schrödinger. Partant tou-
jours d’une matrice 2× 2 à coefficients réels et de déterminant 1, prenons

r′ =
r

λ(t)
, tan(ωt′) =

γ1 tan(ωt) + γ2
γ3 tan(ωt) + γ4

(63)

avec

λ(t) =
[
(γ1S + γ2C)2 + (γ3S + γ4C)2

]1/2
, S = sin(ωt), C = cos(ωt).

(64)
Là encore, un calcul (également fastidieux) permet de montrer que la fonc-
tion ψ′, construite à partir de ψ et de la transformation de jauge

f(r, t) = λD/2(t) exp

(
−i
mλ̇r2

2λ

)
(65)

est également solution de l’équation de Schrödinger (D est la dimension
d’espace). On pourra consulter WERNER & CASTIN (2006) pour la version
à N particules du même problème.

3-3 Les générateurs associés à l’invariance conforme

Disposant maintenant d’un groupe de transformations continues qui
laissent invariante l’équation de Schrödinger

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ +

(
g

r2
+

1

2
mω2r2

)
ψ, (66)

il est intéressant de trouver les générateurs associés à ces transformations.

Pour commencer, rappelons ce que sont ces générateurs pour les trans-
formations géométriques habituelles, translations ou rotations. Pour la
translation selon x par exemple,

ψ(x, y, z) −→ ψ′(x, y, z) = ψ(x− x0, y, z) (67)

on prend x0 infiniment petit de sorte que

ψ′(x, y, z) ≈ ψ(x, y, z)− x0
∂ψ

∂x
(68)

– page 14 –



CHAPITRE 2 : ÉTATS STATIONNAIRES ET DYNAMIQUE DANS UN POTENTIEL EN 1/r2 § 3. Potentiel en 1/r2 et invariance conforme

que l’on écrit :

ψ′ ≈
(

1− i
p̂x
~

)
ψ avec p̂x = −i~

∂

∂x
. (69)

L’opérateur p̂x introduit ici coïncide avec l’expression habituelle de la com-
posante selon x de l’opérateur impulsion. Les générateurs infinitésimaux
des translations sont donc les trois composantes de l’opérateur impulsion
p̂, dont on rappelle les relations de commutation :

[p̂i, p̂j ] = 0. (70)

Pour une rotation d’angle ϕ0 autour de l’axe z, on a en coordonnées
sphériques :

ψ(r, θ, ϕ) −→ ψ′(r, θ, ϕ) = ψ(r, θ, ϕ− ϕ0), (71)

soit pour ϕ0 infiniment petit :

ψ′ ≈
(

1− i
L̂z
~

)
ψ avec L̂z = −i~

∂

∂ϕ
. (72)

Les générateurs infinitésimaux des rotations sont donc les trois compo-
santes de l’opérateur moment cinétique L̂, dont on rappelle les relations
de commutation :

[L̂i, L̂j ] = i~εijkLk. (73)

On peut procéder de la même façon pour les transformations liées à
l’invariance conforme que nous avons identifiées plus haut. Les calculs dé-
taillés sont présentés par exemple en appendice de l’article de SAINT-JALM,
CASTILHO et al. (2019) et nous donnons ici simplement le résultat à l’ins-
tant t = 0 pour la transformation (63-65). Un choix possible pour les trois
générateurs est (PITAEVSKII & ROSCH 1997)

L̂1 =
1

2~ω

(
Ĥ − 2Uho

)
L̂2 =

1

4~
(p · r + r · p) L̂3 =

1

2~ω
Ĥ (74)

L’étude du groupe associé à cette symétrie conforme est conditionnée par
les relations de commutation entre les générateurs

[L̂1, L̂2] = −iL̂3 [L̂2, L̂3] = iL̂1 [L̂3, L̂1] = iL̂2 (75)

Ces relations semblent voisines de celles du moment cinétique (73), mais
la présence du signe − dans la première vient changer significativement
l’algèbre. Ces relations sont en fait caractéristiques de l’algèbre SO(2,1), le
groupe de Lorentz à deux dimensions d’espace et une dimension tempo-
relle, alors que l’algèbre du moment cinétique correspond à SO(3). Elles se
généralisent directement au cas à N particules (WERNER & CASTIN 2006).

Exemple : opérateur associé à une dilatation infinitésimale. Considé-
rons la dilatation de paramètre λ très proche de 1 et posons γ4 = 1/γ1 =
1 + ε, γ2 = γ3 = 0 dans (56,57,59) avec ε � 1. Au premier ordre en ε, on
trouve en dimension D :

ψ′(r) = γ
D/2
4 ψ(γ4r) = (1 + ε)D/2ψ [(1 + ε) r] (76)

≈ ψ(r) + ε

(
D

2
+ r ·∇

)
ψ(r) (77)

= ψ(r) +
ε

2
[∇ · (rψ) + r ·∇ψ] (78)

qui peut également être écrit (1 + 2iεL̂2)ψ. Cela montre que l’opérateur L̂2

est le générateur associé à la transformation d’échelle spatiale introduite
plus haut.

3-4 La tour d’états propres

Les relations de commutation entre les opérateurs L̂i permettent de dé-
gager une série de propriétés importantes du système, aussi bien sur le
plan statique que dynamique (PITAEVSKII & ROSCH 1997).

Nous allons nous concentrer ici sur la recherche des états stationnaires
et nous introduisons pour cela les deux opérateurs

L̂± = L̂1 ± iL̂2. (79)

En utilisant le fait que L̂3 est proportionnel à Ĥ , il est immédiat de vérifier
que

[Ĥ, L̂±] = ±2~ω L̂±. (80)
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Partant d’un état propre |ψ〉 de Ĥ d’énergie E, on déduit de cette relation
que

Ĥ
(
L̂+|ψ〉

)
= (E + 2~ω)

(
L̂+|ψ〉

)
Ĥ
(
L̂−|ψ〉

)
= (E − 2~ω)

(
L̂−|ψ〉

)
(81)

Par application répétée de L̂±, on génère ainsi une tour d’énergies propres
E + 2n~ω, n ∈ Z.

Si on se limite au cas d’un coefficient g suffisamment grand pour éviter
la chute vers le centre (α > −1/4), on sait qu’il existe un état fondamental
bien défini et que les énergies sont bornées inférieurement. La tour ainsi
construite est donc semi-infinie, le bas de la tour correspondant à un état
tel que L̂−|ψbas〉 = 0. Là encore, le résultat se transpose tel quel au cas de
N particules en interaction présentant une invariance d’échelle (WERNER

& CASTIN 2006).

On peut vérifier explicitement l’existence de cette tour d’états pour le
cas de l’hamiltonien à une particule (61-62), en considérant par exemple les
solutions isotropes. Introduisons la fonction d’onde radiale réduite u(r) =
r ψ(r), qui vérifie l’équation aux valeurs propres

− u′′(r) +
( α
r2

+ r2
)
u(r) =

2E

~ω
u(r), (82)

où les distances sont exprimées en unités de aho = (~/mω)1/2.

Cherchons une solution de cette équation sous la forme

u0(r) = rs+1e−r
2/2 (83)

où l’enveloppe gaussienne est caractéristique des états propres de l’oscilla-
teur harmonique. On trouve u est solution de (82) si et seulement si

E0 = ~ω
(
s+

3

2

)
et s2 + s− α = 0 (84)

Nous avons déjà rencontré cette équation du second degré lors de notre
recherche de la solution d’énergie nulle dans le potentiel en 1/r2. Nous
allons nous concentrer ici sur le cas α > −1/4, de sorte que les racines
de cette équation sont réelles. Le cas α < −1/4, conduisant à des racines

complexes, nécessite une régularisation du potentiel en 1/r2 comme nous
l’avons vu plus haut.

On doit choisir pour s la plus grande des deux racines possibles :

s = −1

2
+

√
α+

1

4
, (85)

cette racine étant toujours supérieure à −1/2. L’autre racine est quant à
elle toujours inférieure à −1/2 et elle conduirait à une intégrale divergente
pour l’énergie potentielle moyenne. Notons que pour g = 0, on a s = 0 et
on retrouve l’état fondamental de l’oscillateur harmonique ψ(r) = e−r

2/2.

L’état u(r) obtenu n’a pas de nœud en dehors de r = 0 et correspond
donc à l’état fondamental du problème. Quand l’opérateur L̂+ agit sur cet
état, nous avons vu que cela génère une tour d’états d’énergie

En = ~ω
(

2n+ s+
3

2

)
(86)

À chaque étape, l’opérateur L̂+ fait intervenir d2

dr2 , r d
dr , ainsi que la mul-

tiplication par r2 et r−2. On peut alors montrer assez simplement que la
fonction d’onde un obtenue après n actions de L̂+ a la structure suivante :

un(r) = rs+1 e−r
2/2 Pn(r2) (87)

où Pn est un polynôme de degré n [polynôme de Laguerre généralisé,
WERNER & CASTIN (2006)]. La fonction un possède n racines positives et
il s’agit du n-ème état excité.

L’action de L̂+ permet donc de générer tout le spectre de Ĥ pour les
états isotropes et d’obtenir les états propres correspondants. On peut éga-
lement vérifier directement qu’un état de la forme (87) peut être solution de
(82) en établissant la relation de récurrence entre les différents coefficients
du polynôme un.

3-5 Le mode de respiration

PITAEVSKII & ROSCH (1997) ont montré qu’une manifestation specta-
culaire de la symétrie dynamique liée au groupe SO(2,1) était l’existence
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d’un mode de respiration non amorti (voir également KAGAN, SURKOV

et al. (1996)). Ils ont étudié le cas d’un gaz de Bose à deux dimensions dé-
crit par une théorie de champ classique, mais ce résultat s’étend aux autres
systèmes présentant l’invariance conforme comme le gaz de Fermi à 3D
dans le régime unitaire (CASTIN 2004 ; WERNER & CASTIN 2006), ou en-
core une assemblée de particules en interaction en 1/r2ij , quelle que soit sa
dimension d’espace (BENJAMIN, QUIROGA et al. 1996).

Nous allons montrer que l’évolution temporelle du second moment de
la position 〈r2〉 = 2

mω2 〈Ûho〉 est périodique, quelles que soient les condi-
tions initiales. Nous utilisons pour cela les équations du mouvement des
générateurs L̂j en point de vue de Heisenberg :

dÛho

dt
=

i

~
[Ĥ, Ûho] = −i 2~ω2[L̂1, L̂3] = 2~ω2L̂2 (88)

et
dL̂2

dt
=

i

~
[Ĥ, L̂2] = i 2ω[L̂3, L̂2] = 2ωL̂1 =

1

~

(
Ĥ − 2Ûho

)
. (89)

En combinant ces deux équations, on arrive à :

d2Ûho

dt2
+ 4ω2Ûho = 2ω2Ĥ. (90)

Prenons la moyenne de cette équation sur l’état initial. En utilisant le fait
que 〈Ĥ〉 ≡ E est une constante du mouvement, on en déduit que le second
moment de la position 〈r2〉 obéit à l’équation différentielle :

d2〈r2〉
dt2

+ 4ω2〈r2〉 = Constante (91)

Il évolue donc périodiquement en temps avec la période π/ω.

Ce mode a été observé dans le cadre de gaz 2D décrits par l’équation
de champ classique de Gross-Pitaevskii, et de faibles déviations dues à la
nature quantique du mouvement des atomes ont également été mesurées
(voir cours 2016-17, chapitre 6). En revanche, il n’a pas encore été mis en
évidence expérimentalement pour des particules avec un potentiel d’inter-
action en 1/r2.

4 Le cas uni-dimensionnel

4-1 Le spectre du problème à N corps

Dans un article célèbre, CALOGERO (1971) s’est intéressé au spectre de
N particules bosoniques ou fermioniques évoluant sur un axe et interagis-
sant deux à deux par un potentiel binaire en V (xij) ∝ x2ij + x−2ij , avec
xij = xi − xj . Moyennant une transformation des variables, on peut rame-
ner ce problème à une assemblée 1D de N particules évoluant sous l’effet
de l’hamiltonien

Ĥ =

N∑
i=1

(
p2i
2m

+
1

2
mω2x2i

)
+
∑
i<j

g

(xi − xj)2
(92)

Ce problème peut être étendu au cas de particules bougeant librement
sur un cercle de périmètre L, avec une interaction en sin−2 (π(xi − xj)/L)
(SUTHERLAND 1972).

Il nous faut tout de suite préciser les conditions aux limites sur les fonc-
tions d’onde Ψ(x1, · · · , xN ) éligibles. Considérons le cas N = 2 pour sim-
plifier. Pour que la moyenne de l’énergie potentielle soit non divergente, il
faut que l’intégrale ∫

g

x2
|Ψ(x,X)|2 dx dX (93)

soit convergente en x = 0, avec x = x1−x2 etX = (x1+x2)/2 qui désignent
respectivement la variable relative et la variable du centre de masse. Quelle
que soit la valeur non nulle de g, il faut donc que Ψ(x,X) s’annule plus vite
que
√
x quand x→ 0. Cette condition est évidemment absente quand g est

strictement nul. Cela entraîne qu’on ne peut pas espérer retrouver le cas
de particules sans interaction en prenant la limite g → 0 dans ce qui suit,
contrairement au cas 3D étudié plus haut (cf. § 3-4).

Calogero a montré que ce problème est exactement soluble et que son
spectre d’énergie est composé de valeurs équidistantes, séparées de 2~ω
quelle que soit la force du couplage g pourvu que α > −1/4 :

En = ~ω
(
n+

N(N − 1)

2
s+

N2

2

)
avec s = −1

2
+

√
α+

1

4
(94)
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où α = mg/~ et où n est un entier positif ou nul (n = 1 est exclu). Il
a également trouvé la forme explicite de l’état fondamental (avec aho =

(~/mω)
1/2) :

Ψ(x1, . . . , xN ) =
∏
i<j

(xi − xj)s+1
exp

(
−
∑
i

x2i /2a
2
ho

)
(95)

qui est (comme on s’y attend) une fonction d’onde sans nœud en dehors
des points xi = xj . On pourra vérifier à titre d’exercice que cette fonction
d’onde est effectivement état propre de (92) avec la valeur propre En cor-
respondant à n = 0. La dégénérescence de chaque niveau d’énergie donné
en (94) est discutée en détail dans CALOGERO (1971).

Cas de N = 2 particules. Dans ce cas, on peut séparer le mouvement du
centre de masse, qui est purement harmonique avec un spectre en (n1 +
1/2)~ω, n1 ∈ N, et le mouvement de la particule relative, que nous avons
étudié en § 3-4. L’équation de Schrödinger régissant le mouvement relatif
est

− ψ′′ +
( α
x2

+ x2
)
ψ =

2E

~ω
ψ (96)

où α = 2mrg/~2 et où les distances sont exprimées en unité de
√
~/mrω

avec mr = m/2 la masse relative. La transposition de (84-85) donne pour
le mouvement relatif l’état fondamental ψ(x) = xs+1e−x

2/2 et l’énergie
~ω(s + 3/2) avec s donné en (94), d’où l’énergie totale du fondamental
pour l’ensemble des deux mouvements 2 E0 = ~ω(s+ 2). On retrouve bien
l’énergie donnée en (94) en y insérant N = 2, n = 0. L’état fondamental est

Ψ(x,X) = xs+1 e−x
2mω/4~ e−X

2mω/~

= (x1 − x2)s+1 e−mω(x
2
1+x

2
2)/2~. (97)

Le premier état excité, d’énergie ~ω(s+3) est obtenu en plaçant le centre
de masse dans son premier état excité, tout en laissant le mouvement relatif

2. Quand g → 0, s → 0 et cette énergie tend vers 2~ω, ce qui correspond au premier
état excité de deux particules indépendantes placées dans un potentiel harmonique. On ne
retrouve donc pas le fondamental du système à g strictement nul, ce qui est une conséquence
de la condition imposée sur les fonctions d’onde, cf. discussion après (93).

dans son état fondamental. Les états excités du mouvement relatif, d’éner-
gie ~ω(2n+ s+ 3/2), sont obtenus en construisant la "tour d’états" décrite
en § 3-4 (voir aussi WERNER (2008), appendice B).

4-2 Dynamique du système

Comme le spectre à N corps est composé de niveaux équidistants sépa-
rés de l’énergie ~ω, on en déduit que toute observable va avoir une évolu-
tion périodique. En effet, un état initial quelconque |Φ(0)〉 va se décompo-
ser sur la base des états propres |Ψν〉 du système à N corps

|Φ(0)〉 =
∑
ν

cν |Ψν〉 (98)

pour donner l’état à l’instant t (à une phase globale près, sans importance) :

|Φ(t)〉 =
∑
ν

cνe−inνωt|Ψν〉 (99)

de sorte que toute valeur moyenne d’opérateur Ô s’écrit :

〈Ô〉(t) =
∑
ν,ν′

c∗νcν′ 〈Ψν |Ô|Ψν′〉 ei(nν−nν′ )ωt. (100)

Cette quantité est périodique, de période 2π/ω. Ce résultat valable à 1D
est bien sûr beaucoup plus fort que la périodicité de 〈r2〉 obtenue en § 3-5
(mais celle-ci était valable en dimension quelconque).

4-3 Le mouvement classique

La simplicité remarquable trouvée pour le spectre du mouvement
quantique se transcrit au mouvement classique des N particules. Pour
g > 0, on peut montrer notamment le résultat suivant, illustré sur la fi-
gure 13. Partons d’un état asymptotique (t → −∞) où les particules sont
loin les unes des autres (énergie d’interaction négligeable) avec une numé-
rotation x1 < x1 < · · · < xN et des vitesses initiales v1 > v2 > · · · > vN .
Les particules se regroupent sous l’effet de leurs vitesses initiales, puis se
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)

FIGURE 13. Collision entre N = 5 particules interagissant avec le potentiel bi-
naire g/(xi − xj)2, avec g > 0.

séparent de nouveau. On trouve pour les vitesses finales v′i :

v′i = vN+1−i, i = 1, · · · , N (101)

c’est-à-dire un simple échange deux-à-deux des vitesses des particules,
comme si les particules s’étaient croisées sans interagir !

Ce résultat résulte de l’intégrabilité du système à N corps pour un po-
tentiel en 1/r2, pour lequel on peut exhiber N constantes du mouvement
(CALOGERO 2003).
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