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Le problème mMM

Une par1cule légère  (par exemple 6Li ou 7Li) interagit avec deux par1cules lourdes  (133Cs)m M

On néglige l’interac1on   (sauf un éventuel cœur dur)MM

Peut-on former un édifice lié à trois corps ?

R

m

M
M

Interac1on  
à courte portée,  
mais résonante

mM
Interac1on effec1ve  

 à longue portée : 

  

MM

V(R) ∝
1

R2

Variante plus simple du schéma ini1al d’Efimov qui considérait trois corps iden1ques 

Efimov 1973  
Fonseca et al 1979
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Traitement à la “Born-Oppenheimer”

Approche fondée sur la hiérarchie des masses m ≪ M

• Les par1cules lourdes  ont un mouvement lent, correspondant à la dynamique associée à  M R

• La par1cule légère  a un mouvement rapide, qui lui permet d’ajuster son état quasiment 
instantanément aux varia1ons de  

m
R

R

m

M
M

Approxima1on “adiaba1que” :

L’état de la par/cule légère suit adiaba/quement la dynamique des par/cules lourdes



R

m
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Le déroulement de l’approche adiabatique

Première étape : on fixe la posi1on des par1cules lourdes en ±R/2

Quels sont les états propres et les énergies associées 
pour le mouvement de  dans ceNe configura/on ?m

Etat fondamental E0(R)

Deuxième étape : on étudie le mouvement des par1cules lourdes 
en traitant  comme un poten1el effec1f d’interac1on E0(R)

Veff(R) ≡ E0(R)
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Deux questions importantes  

Peut-il y avoir un état lié à trois corps  
même s’il n’y a pas d’état lié à deux corps  ?

mMM
mM

Forces à longue portée  
dans les gaz quantiques :  
le problème à trois corps  

et l’effet Efimov

10 mars > 14 avril 2023

Jean DALIBARD
CHAIRE ATOMES ET RAYONNEMENT

COURS
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Si les deux types d’états liés  et  existent, quelle est la configura1on de plus basse énergie ?mM mMM

+⟷
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1. 
Interac1on à deux corps à basse énergie

m1

m2V(r)

Basse énergie : on s’intéresse aux états de 
moment ciné1que nul     (onde s)ℓ = 0

Mouvement rela1f pour une par1cule de masse 

mr =
m1m2

m1 + m2
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Collision en onde s

Etats sta1onnaires de diffusion    ψk(r)

E =
ℏ2k2

2mr
Mouvement rela1f d’énergie posi1ve

L’amplitude de diffusion f(k)

La longueur de diffusion a

Forme des fonc1ons d’onde pour b ≪ r ≪ 1/k : uk(r) ∝ r − a
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Exemple d’états de diffusion pour un puits carré

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

�1

0

1

r/b

k0b = 0.55π

k/k0 = 0.02
k/k0 = 0.03
k/k0 = 0.05

V(r)

r

−V0

b

V0 ≡
ℏ2k2

0

2mr

uk(r)

0 1 2 3 4 5 6 7 8

�0.4

�0.2

0

0.2

r/b

Pour cele valeur de , on trouve k0 a ≈ 4.7 b

uk(r)
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Comment calculer une longueur de diffusion ?

V(r)

r

−V0

b

Equa1on de Schrödinger à l’intérieur du puits 

−
ℏ2

2mr

d2u
dr2

− V0 u(r) = E u(r) V0 ≡
ℏ2k2

0

2mr

u′ ′ (r) + k2
0u(r) = −

2mrE
ℏ2

u(r)

Equa1on de Schrödinger à l’extérieur du puits u′ ′ (r) = −
2mrE

ℏ2
u(r)

On regarde la solu/on d’énergie nulle…

Il faut résoudre l’équa/on de Schrödinger pour un état d’énergie  posi/ve et pe/teE
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La longueur de diffusion du puits carré V(r)

r

−V0

b

V0 ≡
ℏ2k2

0

2mr

a = b −
tan(k0b)

k0

0 0.2 0.4 0.6 0.8
�20

�10

0

10

20

k0b/π

  : seuil d’appari1on  

du premier état lié, 

k0b =
π
2

|a | = + ∞

a/b

  
pas d’état lié

a < 0   
un état lié

a > 0

On ne s’intéresse pas (pour l’instant) au  
rôle d’éventuels états plus fortement liés
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Le pseudo-poten1el

Comment prendre la limite d’un poten1el de portée nulle :   b → 0
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Le pseudo-potentiel

Deux points de vue équivalents 

Poten1el de portée  sous forme d’une distribu1on de Diracb → 0

̂Vpp ψ(r) = gδ(r)
∂
∂r [rψ(r)]

avec (comme toujours) des états propres solu1ons de ( ̂p2

2mr
+ ̂Vpp) ψ(r) = E ψ(r)

Modifica1on des condi1ons aux limites en r = 0
Ce sera le point de vue adopté dans ce cours
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Le point de vue “distribution de Dirac”

Quels sont les états propres de       ? 
̂p2

2mr
ψ(r) + gδ(r)

∂
∂r [rψ(r)] = E ψ(r)

g =
2πℏ2a

mr

ψk(r) = eik⋅r −
a

1 + ika
eikr

r
E =

ℏ2k2

2mr

Famille d’états d’énergie posi1ve, repérés par un vecteur d’onde k

expression exacte

Un unique état lié (énergie néga1ve), qui n’existe que si  :a > 0

ψ(r) =
e−r/a

r
E = −

ℏ2

2mra2
expression exacte

Tous ces états ont en commun le même comportement quand  :r → 0

r ≪ k−1, a : ψ(r) ∼
1
r

−
1
a

+ 𝒪(r)

  peut être posi1f,  
  nul, néga1f, infini
a
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Le point de vue “Conditions aux limites”

On impose d’emblée à tous les états  physiquement acceptables le comportement ψ(r)

ψ(r) ∼
1
r

−
1
a

+ 𝒪(r) quand   r → 0

L’hamiltonien est alors purement ciné1que : Ĥ =
p̂2

2mr

CondiEons aux limites de Bethe-Peierls
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Lien avec un problème plus simple : le puits carré fini ou infini

x

V (x)

V0

�b/2 b/2
x

�b/2 b/2
x

V (x)

V0

�b/2 b/2
x

�b/2 b/2

Ĥ =
̂p2

2m
+ V(x)

Résolu1on de l’équa1on de Schrödinger dans les 
régions “permises” et “interdites” + raccordement

Ĥ =
̂p2

2m

Présence du poten1el prise en 
compte en imposant ψ(±b/2) = 0
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Comment implémenter cette condition aux limites en pratique ?

r0

Pseudo poten1el d’intensité    placé en  g =
2πℏ2a

mr
r0

Les états d’énergie    devrontE

−
ℏ2

2mr
∇2ψ(r) = E ψ(r)• être solu1ons de 

• se comporter au voisinage de   comme r0

ψ(r) ∼
𝒜−1

|r − r0 |
+ 𝒜0 + 𝒪( |r − r0 | )  avec    𝒜0 = −

1
a

𝒜−1

E =
ℏ2k2

2mr
> 0 :   + termes réguliers

e±ik|r−r0|

|r − r0 |
E = −

ℏ2κ2

2mr
< 0 :   + termes réguliers

e−κ|r−r0|

|r − r0 |
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2. 

Forces à longue portée pour le problème mMM

R

m

M
M

mr =
mM

m + M
≈ m
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La fonction d’onde de la particule légère

Par1cules lourdes  supposées fixes en  et générant chacune un pseudo-poten1el 
de longueur de diffusion 

M ±R/2
a

R

Forme de la fonc1on d’onde de la par1cule légère  ?m

On cherche un état lié de la par1cule légère d’énergie 

E = −
ℏ2κ2

2m
κ > 0

Prise en compte de la condi1on aux limites de Bethe-Peierls

Condi1on sur la (ou les) valeur(s) de κ
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Etat(s) lié(s) de la particule légère

R

m

M
M

E = −
ℏ2κ2

2m
Energie de l’état lié :

Le nombre d’onde  doit être solu1on de l’une des deux équa1ons : κ

κR −
R
a

= e−κR correspondant à la solu1on symétrique 
e−κ|r−R/2|

|r − R/2 |
+

e−κ|r+R/2|

|r + R/2 |

κR −
R
a

= − e−κR correspondant à la solu1on an1symétrique 
e−κ|r−R/2|

|r − R/2 |
−

e−κ|r+R/2|

|r + R/2 |

κ > 0
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On commence par le cas Efimovien :   

,   i.e. a = ± ∞
1
a

= 0

Rappel : pas d’état lié à deux corps  dans ce casmM
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Le cas Efimovien |a | = + ∞

Y a-t-il une solu1on à l’une ou l’autre des équa1ons déterminant  ?κ

κR −
R
a

= e−κR κR −
R
a

= − e−κR

solu/on symétrique solu/on an/-symétrique

Quelle est la loi   quand une solu1on pour  existe ?E(R) κ

E = −
ℏ2κ2

2m
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Bilan du cas résonnant

R

m
Pour une interac1on  de portée nulle (pseudo-poten1el) 
et résonante ( ), on trouve un unique état lié 
pour  quand les deux par1cules lourdes sont présentes :

mM
|a | = + ∞

m

E(R) = − Ω2 ℏ2

2mR2 Ω2 ≈ 0.322

Cele énergie jouera ensuite le rôle de poten1el effec1f d’interac1on 
entre les deux par1cules lourdes quand on étudiera leur mouvement

Nous tenons notre potenEel aHracEf en   entre les deux parEcules lourdes !!!1/R2
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3. 

Longueur de diffusion finie et problème mMM

Que se passe-t-il pour  et pour  ?a > 0 a < 0



R

m
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Les deux “orbitales” possibles

SoluEon symétrique ou “orbitale liante”

κR −
R
a

= e−κR e−κ|r−R/2|

|r − R/2 |
+

e−κ|r+R/2|

|r + R/2 |
correspondant à 

R

m
SoluEon anEsymétrique ou “orbitale anEliante”

κR −
R
a

= − e−κR e−κ|r−R/2|

|r − R/2 |
−

e−κ|r+R/2|

|r + R/2 |
correspondant à 

N’existe pas pour , ni pour |a | = + ∞ a < 0

On va s’intéresser à ceNe solu/on dans ce qui suit
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Le cas d’une longueur de diffusion a > 0

SoluEon symétrique ou “orbitale liante”

κR −
R
a

= e−κR

Il y a toujours une (et une seule) solu1on

0 1 2

0

1

�R/a  = 1/a solution

R

Ecriture de la solu/on en terme de la fonc/on de Lambert W(x)
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La fonction de Lambert

On note  la solu1on  de l’équa1on    W(y) x x ex = y

�2 �1 0 1
�0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

⌦

W

W
eW

�0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
�1

0

1

⌦

x
W

(x
)

Au voisinage de , on a y = 0 W(y) ≈ y

x ∈ [−1, + ∞[
y ∈ [−1/e, + ∞[

x

x ex

y

W(y)

W(1) = Ω ≈ 0.567



28

L’énergie de la particule  pour m a > 0

κR −
R
a

= e−κR

Expression de la solu1on  en fonc1on de  et κ R a

Energie associée  E = −
ℏ2κ2

2m

Examen des deux cas limites     et  R ≫ a R ≪ a

R

m

0 0.5 1 1.5 2

0
�0.5

�3

R/a

E(R) [ℏ2/ma2]

+
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Le cas d’une longueur de diffusion a < 0

SoluEon symétrique ou “orbitale liante”

Solu1on uniquement pour R < |a |

κ = −
1

|a |
+

W(eR/|a|)
R

R < |a | :

R ≥ |a | : κ = 0

Rappel : pas d’état lié à deux corps pour a < 0

κR −
R
a

= e−κR ⟺ κR +
R

|a |
= e−κR

0 1 2
0

1

κR

R/ |a |



Bilan pour l’énergie du fondamental de m

a < 0 |a | = + ∞ a > 0

E(R) [ℏ2/ma2]

R

E(R)

0

= 1/R2

0 0.5 1 1.5 2

0

�0.5

�3

R/a

E(R) [ℏ2/ma2]

∼ 1/R2

∼ Yukawa

∼ 1/R2

= 0

0 0.5 1 1.5 2

0

�3

R/|a|
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4. 
 

Généralisa1on au problème à  corpsN
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Quelques généralisations possibles du problème mMM

On augmente le nombre de par1cules légères

mmMM mm⋯m MM

Tout dépend de la nature sta/s/que (bosons ou fermions) des par/cules légères et de leurs interac/ons

• Bosons sans interac1on : on met toutes les par1cules  dans l’orbitale liantem

• Par1cules légères en interac1on

Le problème à une par1cule lourde    n’est pas simple : polaronmm⋯m M
Le problème à deux par1cules lourdes    l’est encore moins : bi-polaronmm⋯m MM

• Fermions sans interac1on : on remplit une mer de Fermi en prenant en compte la distorsion 
des niveaux d’énergie due à la présence des deux par1cules lourdes
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Quelques généralisations possibles du problème  (suite)mMM

On augmente le nombre de par1cules lourdes

m MMM⋯M

m

 One Ring to bring them all,  
and in the darkness bind them 

Tolkien

Peut-on se ramener à un poten1el effec1f binaire

entre par1cules lourdes ?

1
2 ∑

i≠j

V( |Ri − Rj | )
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En résumé

Nous avons effectué pour le problème  la première étape du programmemMM

PosiEons des parEcules lourdes fixées en ±R/2

Nous avons trouvé les états propres et leurs énergies pour le mouvement de m

En par/culier, la loi   émerge pour une interac/on  résonnanteE(R) ∝ −
1

R2
mM

Deuxième étape : il faut maintenant étudier le mouvement des par1cules 
lourdes en traitant  comme un poten1el effec1f d’interac1on E(R)


