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Le cours a repris '’étude des solutions asymptotiques de Maslov : le traité
de Maslov (traduit chez Dunod) et ’exposé que le cours en avait fait deux
ans auparavant employaient un choix particulier de coordonnées pour
construire des notions, qui se révelent finalement indépendantes de ce choix.

Le cours de cette année a libéré cette théorie d’'un tel choix en employant
— au lieu du groupe fini engendré par les transformations de Fourier opérant
chacune sur I'une des coordonnées — une représentation unitaire Sp, du
revétement a deux feuillets du groupe symplectique Sp.

Cette représentation Sp, fut employée par D. Shale et V. C. Bouslaev,
qui développaient tous deux des notions introduites en théorie quantique par
I. Segal. Cette représentation Sp, est 'un des groupes algébriques d’opérateurs
unitaires qu’A. Weil relie aux travaux de théorie des nombres de K. Siegel.
Mais aucun de ces auteurs n’énonce les propriétés de Sp, qu’emploie la
théorie des solutions asymptotiques.

Voici ce nouvel aspect de cette théorie, que résume moins sommairement
I’exposé du cours fait au Colloque de Nice (mai 1974) « Opérateurs intégraux
de Fourier et équations aux dérivées partielles » (2 paraitre chez Springer :
Lecture Notes).

INDICE D’'INERTIE ET INDICE DE MASLOV. — Notons Z ’espace
R?! muni d’une structure symplectique [.,.]. Nommons plan lagrangien de Z
tout sous-espace de Z, de dimension /, sur lequel la forme bilinéaire alter-
née [.,.] s’annule identiquement. Notons A(Z) la grassmannienne lagrangienne
de Z, c’est-a-dire I’ensemble de ses plans lagrangiens. I. Arnold a prouvé
que son groupe fondamental est Z ; A(Z) posséde donc un seul revétement,
A(2), a q feuillets (@ = 1, 2, ..., o).
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Soient A, )/, 7 € A(Z), deux a deux transverses ; la condition

ZzEM ZEN, z—Z EN
définit un isomorphisme
Aoz|l>z@EVN
d’oll une forme quadratique de z :
Aozl [z,Z(z)] ER;
son indice d’inertie sera noté :
Inert(\,A%,1") = Imert(V,A”A) = .. = I— Inert(A,A”,)) €10, ..., I}.

Soient Ay, 1y, A7y € AZ) de projections naturelles A, X, A” sur A(Z);
il existe une fonction et une seule

m : (Vgshg) [—> m Vghy) € Zg

définie pour A\, non transverses (c’est-a-dire A,\” non transverses), loca-
lement constante et telle que

)] Tnert(V,7,h) = m(Vghg) — m(Vy, Xy) + m(Vg,)”y) mod. q;

c’est indice de Maslov ; on a
) m@,V,) + mW2) = ! mod. q;
3) m\ k) = m(’ A ) mod. q.

0 co

VARIETES LAGRANGIENNES ET REPERES SYMPLECTIQUES. —
Une variété lagrangienne V de Z est une variété de dimension ! dont les
l-plans tangents sont lagrangiens; cette condition s’énonce :

) dlz,dz] = 0;
v
sur le revétement universel V de V existe donc une fonction, nommée phase,
v
@ : V> R telle que
1
5) dgp = 2— [z,dz].

Munir d’une g-orientation V, (@ = 1,2,...,.0) sera définir une application
continue V — A (Z) qui, composée avec la projection naturelle A(Z) — A(Z)



— 53 —
soit lapplication de chaque point z de V sur la direction de son l-plan
tangent.

Notons Z, la donnée de Z et de q € {1,2,...,0} ; convenons que dans Z,
les seules orientations des variétés lagrangiennes utilisées seront des 2g-orien-
tations.

Pour définir des repéres de Z,, notons X = R’ et X* son dual ; Z() désigne
X@ X* muni de la structure symplectique

(6) [z2] = <pxX >—<px>
ou z=x+p, Z=%X+p; xxXEX; pp €EX*;
soit A(/) la grassmannienne lagrangienne deZ(l).

Un repere R de Z, est constitué par
— un isomorphisme ji : Z — Z(J) respectant la structure symplectique ;
— un homéomorphisme hy : Axy(Z) — Agy(D
ayant pour projection naturelle ’homéomorphisme A(Z) — A()) induit par jg.
Soient deux reperes
R = jp X hg, RZ = ju X hg.
Notons
R
sg = Jjr Tt
évidemment

sy e sp,

Sp(l) désignant le groupe des automorphismes de Z(l), c’est-a-dire le groupe
symplectique réel. Or le groupe fondamental de Sp(l) est Z ; son revétement
a q feuillets Sp,(/) opere transitivement et effectivement sur A,(/). Puisque
hg hp-—1 est un homéomorphisme de A, (/) sur lui-méme ayant pour pro-

. . A . . , . .
jection I’homéomorphisme de A()) sur lui-méme induit par sg, il existe un
/
élément et un seul s§ de Sp,() ayant les propriétés suivantes :

/ 7
la projection naturelle de S;: sur Sp(l) est sg 3
sﬁ' induit ’homéomorphisme hy hg/—1 de Ay () sur lui-méme.

J
Nous identifierons donc SI}: au changement de repére

R R'-1 = jg jmw—! X hg hgi—1
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et nous écrirons :
R! . R/ .
R = Sy R/, ot Sy € Spy(); R pour jp ou hg.

Une coordonnée locale de z €V, a savoir la composante
x€X de Rze XD X*,

est définie par chaque repére R, quand le plan tangent & V en z est trans-
verse a R—1 X* ; I'ensemble des points de V ne vérifiant pas cette condition
est noté Xy ; c’est «le contour apparent » de V relativement & R.

I
Un changement de repére SII: définit donc au voisinage de chaque point
de V\ 3y U 3p/ une bijection x’ |— x(x’), dont le déterminant fonctionnel

dix
o ; supposons la variété V munie d’une 2g-orientation ;
X

en z est noté

s0it Ayq € Agy(Z) son plan tangent en z; soit X*,, € A, (), de projection
naturelle X* sur A()) ; notons

mp(z) = mR-1 X*,, ky) mod. 2q;

cet indice de Maslov sert a définir :

dix

@] arg T = n[mgi(z) — mg(z)] mod. 2qx
X

et

(8) arg dXx = — 5 mg(z) mod. 2qm.

Cette définition est employée par (18) qui explicite la structure des
« fonctions lagrangiennes ».

Note. — L’emploi de cette définition recourt aux notions suivantes :
(), ensemble des s € Sp(J) tels que sX* et X* ne soient pas transverses ;
3D la partie de Spy()) se projetant sur 3(]) ;

Inert(s,s’s”) = Inert(s’,s”,s) = .. = | — Inert(s”—1,s’—1s—1) = ..

= Inmert(s—1X* X*X*) = .. € {0,...,0[}

défini pour : s ¢’ s” = I;ss ets” € Sp() \ () ;
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m(s,) = I — m(s,—1) = mX*p,5, X*5)) € Zy,,
défini pour : s, € Spy() \ 2q() et vérifiant
Inert(s,s,s”) = m(sy)) — m(s’,—1) + m(s”,) mod 2q;
Inert(s,\,))) = Inert(s—! X*,X*X) = Inert(X*,sX*\)
(9) = m(sq) - m(X*2q9}\-2q) + m(X*2qs ,2q) mOd Zq)
défini pour : s€Sp()) \ (), A et X transverses & X*, kyy = s; Ny,

LE GROUPE METAPLECTIQUE Mp()), plus précisément son sous-groupe
Spo(l), permettra de définir «les fonctions lagrangiennes » sur les variétés
lagrangiennes de Z,. Notons Z(X) I’espace de Hilbert des fonctions f : X — C
de carrés sommables et &’(X) D Z(X) l'espace des distributions tempérées
sur X. Soit v un nombre imaginaire pur, non nul :

inR;

1
les opérateurs x et —
v X

sont self-adjoints sur X, de méme que leurs
- e . . 1 3 . 14
combinaisons linéaires a coefficients réels a(x, — —a——), qui sont les éléments
v °Xx

d’'un espace vectoriel ¢# ; ¢ s’identifie 4 Z(I). Ceux des automorphismes
S de €’(X) qui transforment les a € ¢4 en SaS—1 & ¢4 constituent évidem-
ment un Groupe G(/) ; tout S € G(!) a donc pour image un automorphisme
a |— SaS—1 de ¢4 = Z()), qui est nécessairement un élément s de Sp()). D’ou
un morphisme

G() — Sp(.

Son noyau € = C \ {0} est I'ensemble des S consistant en la multiplication
des éléments de €/(X) par un nombre complexe non nul. Ce morphisme
est un épimorphisme ; donc

G / € = sp.

Chaque élément de G(J) est le produit S, S; S, S; de quatre éléments de
G()) du type suivant :
SletS4:vI—>u=eiqv

ol u et ve &’(X), q est une forme quadratique réelle X — R.

S, est une transformation de Fourier relative a toutes les coordonnées ou
a quelques-unes d’entre elles ;

S; : v |— u est défini par u(x) = K v(Tx), ou T est une automorphisme
de X et KEC.



S;, S4, S, sont donc unitaires sur ZZ(X) ; S; aussi, si

(10) [K|2 = |dét T[.

Les éléments de G(J) dont la restriction & Z(X) est unitaire constituent
donc un sous-groupe de G(l) : c’est le groupe métaplectique Mp(l) : on a

GO = Mp() X R,; C = S' X R,;
Mp() / St = Sp();

R, étant le groupe multiplicatif des nombres positifs et S! celui des nombres
complexes de module 1.

En imposant & K la condition, plus stricte que (10)
(11) K = = \/dét T,

nous obtenons des éléments S = S, S3 S, S; de Mp(J) qui constituent encore
un sous-groupe ; ce sous-groupe est le revétement connexe a deux feuillets,

Sps(D), de Sp()) :
Spo() / S° = Sp(), ot 8° = {l,—1} = 8!

Si s €Sp()) \ X()), alors il existe une forme quadratique réelle
A: X @ X — R telle que s(x,p) = (x,p) s’énonce
P = A/xX), p = — Au(xX);

s E€Sp() est la projection de = S & Sp,()) définis comme suit :
signifie

Sv

e
1

1/2

v

12) ux) = (_IL)A(A) g evA (xx)y(x)dx’,
2 X

ot AA) = = \/det (Agz,).

ik
Note. — On a
(13) arg A(A) = —’25 m(S) mod 2.

FONCTIONS LAGRANGIENNES. — Donnons-nous dans l’espace sym-
plectique Z, une variété lagrangienne lisse V, de phase ¢.

Soit R’ un 2-repere de Z, ; définissons
v 1
@r/ ¢ V = R par gri(2) = ¢(z) + > < pX >,

ol zEV, Rz, Rz = x + p, X €X, p’ € X* ; donc dgr/(z) = < p/,dx’ >.
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Notons Uy une fonction de z€ V \ Xys, fonction formelle de vEiR,
du type :

14) Uri(v,2) = opi(v,2) e @

ol qp/ est la série formelle, a coefficients indéfiniment différentiables :

api(viz) = 2 v ayri(2).
]

Soit R un autre 2-repére de Z, ; le changement de repére est

r/
SR S Sp2(l) .

Soit ' une fonction de (v,x") admettant, pour v tendant vers ico, le déve-
loppement asymptotique

(15) Wgi(v,x) = by Ur/(v,2) ;
{z[RzEX + X*}

sﬁ' f’ est une fonction f de (v,x); la méthode de la phase stationnaire
montre que f admet un développement asymptotique

uR(v,X) = > UR(V’Z)
{z|Rz €x + X*}

ol Uy est défini comme Upgs l'est par (14) et est unique; nous écrirons

(16) ug = S¥ ug, Up = S¥ Uw;

]
sﬁ opére localement sur ugs et Ugl, en conservant le support de Ugi :

Supp Ugpr = U Supp oy = V.
j

Nous dirons que Uy et ug sont des fonctions v-formelles définies respec-
tivement sur V et X ; up sera nommée : projection de Ug.

La donnée sur V\Xy pour chaque 2-repére R d’une fonction v-formelle Ug
telle que

RI
amn Ug = B Uw

constituera une fonction lagrangienne U = {Uy} définie sur V; Uy sera
son expression dans le repére R et uy sa projection sur X dans ce repere.



L’allure au voisinage de X de I'expression Uy de U peut étre précisée :
au voisinage d’un point z de X, n’appartenant pas & Xy on calcule

/
Ur = Sp Uy

au moyen de Uy par la méthode de la phase stationnaire ; elle introduit
Iindice d’inertie d’un hessien ; cet indice s’identifie a

n/
Inert (SR s R}\up R’}M)’

G &
Ly étant le plan tangent a V en z; plus précisément, vu (13), cette méthode
introduit
/ /
Inert (Sp, Rhs;, RL) — m(SY) mod 4

c’est-a-dire, vu (9) et la définition (7), ou q = 2,

dx
arg d—lx’— mod 2]’{:
On obtient ainsi la structure des expressions Uy des fonctions lagrangien-
nes U :
1

© 1)’ n H":; Vo ()
(18) Up(v,z) = 3 (—) (—— Bry@) e ;

j=0 v dix

ol : 1 est une mesure régulicre > 0 sur V;

. L #
\/dx est une demi-mesure, définie sur V par (8), ou q = 2

v
les Br’ sont des fonctions V — C, indéfiniment différentiables ;

Bro est indépendante de R et est notée f3.

Puisque Ug(v,z) est une fonction v-formelle sur V\Xy, chacun des termes
de (18) doit étre une fonction définie (donc uniforme) sur V\Xy ; autrement
dit :

1
vo + (3+—) x m
(19) Br; € 2 est uniforme sur V\2g ;

si 'V est orientable (au sens enclidien) (19) s’énonce :

Tt
v + —im
2 B .
est uniforme sur V\Xj.

(20) fry €
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OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS. — Soit a° une fonction
v-formelle, définie sur Z et de phase nulle :

21 a’(v,z) = X v—I a’(z) (série formelle).
i

Soit R un repére de Z; notons a’y la fonction v-formelle définie sur
Z(l) par

2) ap(v.x,p) = a(v,R—(x + p));
donc
23) ay = a% o sy ;
soit

1.2 58

2 x

e = o' TP Lk
o + 13 ,

si ap est un polynéme en (v—1,X,p), alors ap = ag (V’X’T &) est un opé-

rateur différentiel a coefficients polynomiaux ; 1’application

e

° + 1
a’ |-»> ag = ag(v,x,— )
v oX
se prolonge par complétion en une application de I'’ensemble des a° sur un

13
ensemble d’opérateurs ap = a;{ (v, x,— a—); ap est un endomorphisme de
v X

I’ensemble des uy et de 'ensemble des Uy ; ap opére localement :

Supp ur <= Supp ag uy : Supp Uy < Supp ap Ug.

7 1
ap est le transformé de agps par SII: :

/
4) ap = Sp aw Sw;
R’ s R/
donc agp Up = Sy (ap/ Up) si Uy = Sy Ug/.
Etant donnée une fonction lagrangienne, U = {Uy}, il existe donc une

fonction lagrangienne aU = {ap Ug}.
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L’opérateur
25) a={ag}:U—>alU

est nommé opérateur pseudo-différentiel de Z ; ay est son expression dans
le repére R.

a U ne dépend que de U, qui est défini sur V, et du germe de a° sur V,
c’est-a-dire des valeurs sur V de a° et de toutes ses dérivées.

Nous nommerons solution lagrangienne de 1'équation pseudo-différentielle
alU =0

toute fonction lagrangienne U vérifiant cette équation; en général cette
solution n’existera que pour certaines valeurs particuli¢res de v.

Note. — Un cas important, ou a est self-adjoint, est le suivant :

a° est indépendant de v, est & valeurs réelles et

< E, 3 > a’(x,p) = 0 (donc at = a°).
3x Op

(26)

SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES. — Soit, sur X, un opérateur diffé-
. 1 9, . L. . ,
rentiel ag(v,X,—, a—); il est évidemment I’expression dans R d’un opérateur
v X

pseudo-différentiel de Z unique : a.

Soit up(v,x) une solution asymptotique de 1’équation

27 an(v,x,l— i) ug (vx) = 0;
v 9x

c’est, par définition, une fonction v-formelle sur X vérifiant (27). Un calcul
classique donne la phase g de ugy par résolution d’une équation aux dérivées
partielles du premier ordre [c’est-a-dire par construction d’une variété lagran-
gienne V de Z(/) appartenant & une hypersurface donnée de Z(/)] et l'ampli-
tude de ap de uy par intégrations le long des caractéristiques de cette
équation : up est la projection d’une solution v-formelle Uy sur V\3y de
I’équation

(28) ag Ugp = 0.
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La théorie précédente montre que localement, de chaque c6té de Zg, Up
a la structure (18), fz; pouvant donc faire un saut a la traversée de Xy
en général Uy est indéterminé.

On leéve cette indétermination en imposant ¢ Uy d’avoir la structure (18),
qui implique (19) ou (20); cest imposer a Uy d’étre lexpression dans R
d'une fonction lagrangienne sur V, U, qui est évidemment solution lagran-
gienne de l'équation

(29) aU = 0.

On peut dire que c’est imposer & uy de vérifier, en un certain sens, (27)
méme sur Xg.

Cest la condition que Maslov impose aux solutions asymptotiques (sans
la justifier, puisquil n’emploie pas la notion d’opérateur pseudo-différentiel).

Note. — Dans le cas particulier ot a° vérifie (26), §, est constant et cette
condition s’énonce

k.
-1
vo + mR

30) e 2 et les (g; sont uniformes sur V.

LES APPLICATIONS DE CETTE THEORIE n’ont pu étre exposées
cette année-ci. Elles semblent limitées a des équations trés particulicres.

L'une d’elles est léquation relativiste stationnaire de Schrodinger, avec
champ magnétique non nul; cette équation vérifie (26). Elle dépend d’un
paramétre : < ’énergie » ; I’ensemble des valeurs de I’énergie pour lesquelles
elle posséde une solution, d’ailleurs unique, est «le spectre ». Ce spectre se
trouve é&tre rigoureusement le méme, qu'on impose aux solutions d’étre des
fonctions de carré sommable ou d’étre des solutions asymptotiques, c’est-a-

i
dire des fonctions v-formelles (ici, v = ey ou 2nxh = constante de Planck).

Cest également vrai de l'équation de Dirac.

Le spectre est repéré par des entiers : les nombres quantiques ; c’est seule-
ment quand ces nombres sont grands que la solution fonction de carré
sommable est approchée par la solution asymptotique. Celle-ci est toujours
définie en premiére approximation par une trajectoire et une densité d’élec-
trons relativistes. La notion de solution asymptotique donne donc une forma-
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lisation de la premiére théorie des quanta qui différe de la mécanique ondu-
latoire, qui emploie cependant les équations de Schrodinger et de Dirac sans
altérer leurs spectres.

Le Séminaire a consisté en les exposés suivants :

H. Brezis, Solutions a support compact d’inéquations variationnelles ;

R. TEMAM, Etude d’une fonction apparaissant dans la théorie de la turbu-
lence d’U. Frisch et M. Lesieur ;

~

U. FriscH, Dissipation a viscosité nulle en turbulence hydrodynamique ;

PHAM THE LAI1, Noyaux d’Agmon (noyaux continus associés a des opé-
rateurs réguliers d’espaces hilbertiens de fonctions) ; 1° exposé : introduction
des noyaux d’Agmon et applications aux espaces de Sobolev ; 2° exposé :
rapport avec linterpolation ; 3° exposé : application aux opérateurs dégé-
nérés ;

J. VAUTHIER, Cohomologie a croissance du d” sur une variété de Stein ;

P. MALLIAVIN, Calcul des variations pour la géométrie riemannienne sto-
chastique ;

D. Brezis, Classes d’interpolation associées a un opérateur maximal mo-
notone ;

M"¢ M.-F. BipAuT, Projection sur des ensembles non convexes dans les
espaces de Banach.

PUBLICATIONS

— Edition ronéotypée du Séminaire.
— Rédaction du Journal de Mathématiques pures et appliquées.
— Présentation de Notes aux Comptes rendus de I'Académie des Sciences.

— J. LERAY, Opérateurs partiellement hyperboliques (C.R. Acad. Sc.
Paris, t. 276, p. 1685).
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MIissIONS

— Colloque sur les opérateurs intégraux de Fourier et les équations aux
dérivées partielles (Nice, mai 1974) : exposé sur le groupe unitaire métaplec-
tique et son application a la théorie de Maslov des développements asymp-
totiques.

— Colloque sur la géométrie symplectique et la physique mathématique
(Aix-en-Provence, juin 1974) : exposé sur l’application de la théorie de
Maslov des développements asymptotiques a 1’équation de Schrodinger.



