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1. Nous avons étudié dans le cours des deux années précédentes, les
problémes d’inégalités aux dérivées partielles auxquels conduisent la théorie
de contrdle optimal par temps d’arrét ou par contrdle impulsionnel.

De maniére générale, on a une équation d’état qui est une équation diffé-

rentielle ordinaire ou stochastique ; dans le cas stochastique
dy = g(y)ds + o(y)dw(s), s >t

M y(O) = x € R*
ou w est un processus de Wiener standard dans [, g est régulire de
R2— R*® et o(x) € Z(R"; R avec go* définie positive ; «la variable
de contrdle » est soit un temps d’arrét pour (1), soit une famille de sauts
ou «impulsions », dont les instants, la longueur et méme le nombre sont
a notre disposition (avec des contraintes éventuelles) ; & I’état et au contrdle
on associe une fonction coit qui dépend donc de x,t et du contrdle; la
valeur minimum de cette fonction colit par rapport a tous les controles
admissibles est donc une fonction u(x,t). On a démontré que u(x,t) est
caractérisée par un ensemble d’Inéquations aux dérivées partielles, étudiées
par les techniques des Inéquations Variationnelles (I.V.) ou des Inéquations
Quasi Variationnelles (I.Q.V.). La connaissance de u permet de construire
un contrdle optimal.

Les résultats précédents donnent donc une représentation de la solution de
certaines 1.V. ou 1.Q.V., représentation qui est une généralisation des for-
mules classiques du type Feynman-Kac relatives aux cas sans contrdle.

2. Ces formules de représentation ainsi obtenues donnent donc une for-
mule explicite pour la solution, et 'on peut alors songer a Papplication
suivante : supposons que (1) soit remplacée par une famille d’équations
dépendant d’un paramétre ¢ (scalaire ou vectoriel) ; donc

(2) dye = ge(y)ds + o=(y)dw(s), ye(t) = x.
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Cela donne, toutes choses égales par ailleurs, des fonctions cofit minimum
ue(x,t). On peut étudier ue en fonction de ¢ a partir de 1’étude correspondante
de (1).

3. Nous avons considéré pour commencer — pour des raisons expliquées
ci-aprés — le cas de fonctions ge, o¢ trés rapidement oscillantes. On est ainsi
conduit a des problémes dont le plus simple est le suivant : soit Y un paral-
lélotope de R*, Y = II10,yy[, et des fonctions

a;y(y), a,(y) données dans L*([R%),
3) Y périodiques (i.e. de période y$ en v

a(y) & &= a E&, a > 0, pp. dans Y,
ayy) > a, > 0 pp. dans Y;

on leur associe I'opérateur A® donné par

3 ( (x)@m‘] (x)
a1 — +ao — |
axi € axj €

et I'on désigne par u, la solution de I'LV.

4) Atp = —

®) Asy, — £<0, 1, <0,
(Atu, — f)u, = 0 dans Q ouvert borné de 2,
6) u, = 0 sur I" = frontiére de Q ;

que peut-on dire de u, lorsque ¢ —> 07

Nous avons d’abord, avec Bensoussan et Papanicolaou [1] étudié ce type
de probléme par usage de (2). Puis nous nous sommes apergus que, par
usage d’autres méthodes (dont nous allons donner un bref apergu), on
pouvait obtenir des résultats valables pour des opérateurs d’ordre quelconque,
linéaires ou non.

Le type de résultat que l'on obtient est qu’il existe un opérateur aux
dérivées partielles o8, elliptique (dans le cas particulier (3) (4), a coefficients
constants), tels que u,—> u dans un espace de Sobolev faible (Hg(Q) faible)
lorsque ¢ — 0, ot u est la solution du probléme (analogue a (5) (6) avec of
au lieu de A®) :

) ofu —£<0,u<O0,
(¢fu — flu = 0 dans Q,
8) u=0sur I

L’opérateur of est appelé homogénéisé de Ae. Disons tout de suite que
o6 n'est pas construit en prenant simplement les moyennes de coefficients
dans (4)!
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4. Bien entendu le choix fait au n° 3 est seulement I'un de ceux possibles
dans un ensemble assez vaste. Nous avons commencé par ce cas parce que
les opérateurs du type (4) apparaissent dans la modélisation des problémes
aux limites dans les matériaux composites (matériaux a structure inhomogéne
périodique avec une période trés petite au regard des dimensions du do-
maine).

Les résultats du type de ceux du n° 3 sont donc utiles du point de vue
des applications, numériques en particulier.

5. Méthode des échelles multiples

Considérons d’abord le simple probléme de Dirichlet,

) Acsu, = f dans Q
u, =0 sur I

On introduit y = x/¢ et I'on considére dans les calculs intermédiaires
X et y comme variables indépendantes, remplagant y par x/¢ dans le résultat
final.

On cherche alors

(10) u, = wW(X,y) + ewy(X,y) + e2wo(x,y) + ...
ou les wy(x,y) doivent étre Y-périodiques en y.

L’opérateur Ae s’écrit

(11) Az = E_2A1 + 8—1A2 + 80A3,
3 3
Al=— — a;ly) —
ayi 3Yj ’
d 3 Q2
Ay = — — a;(y) — | — ay(y) )
ay: ox; Jy;0x;
a2
Az = — ay(y) + a,y).
xian

Alors un calcul d’identification conduit a
(12) Wo(x,y) = u(x),
du
(13) wi(x,y) = — ¥i(y) S_(X) + W, (%),
X;
olt 3 est la solution Y-périodique, définie 3 une constante additive pres,
de

(14) Ayyi —yp) = 0.
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Le terme en g° donne
(15) AWy + Agwy + Agwy = f

et le calcul de w, n’est possible que si

SY (Aow; + Agwy)dy = fY (f(x)dy = f(x)|Y],|Y| = volume de Y,
et remplagant w, et w; par (12) (13) on trouve

(16) efu = f,
d2u
a7 ofu = — (j +7a, u,
Ox;0%;
1 it - 1
q; = fv (ay(y) — awy) —y)dy, a, = — (¢ a,(y)dy.
) |Y|

L’opérateur o# défini par (17) est 'opérateur homogénéisé évoqué au n° 3.

La jusitfication de ce fait suppose des hypotheses de régularité assez fortes
sur les coefficients.

6. Extensions et variantes

D’autre part, comme a remarqué L. Tartar [1], une méthode énergétique
permet de justifier le calcul du n° 5 sous les hypothéses minima (3).

On a ensuite (Bensoussan-Lions-Papanicolaou [2] [3] [4]) étendu les résultats
du type précédent :

— aux opérateurs d’évolution,

N

— aux opérateurs a coefficients

X X X
aij X, = = ey — |5
g g2 eN

— aux opérateurs elliptiques d’ordre quelconque et aux systémes,
— 2 des opérateurs non linéaires, et & des I.V. stationnaires et d’évolution.

Les méthodes que l'on vient d’évoquer permettent de reprendre, en la
généralisant, la théorie des moyennes (« averaging ») de Bogoliubov.
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