
Analyse mathématique des systèmes et de leur contrôle 

M . Jacques-Louis L I O N S , m e m b r e de l ' Insti tut 

(Académie des Sciences), professeur 

1 . Considérons u n système don t l 'état est fourni , p o u r u n e fonction 

contrôle v = v(t) donnée , par la solution y = y(x, t ; v) = y(v) de l 'équat ion 

parabol ique 

( 2 ) y = 0 si x ∈ Γ = frontière de Ω, t ∈ (O, T) 

( 3 ) y = 0 si t = 0 ; 

dans ( 1 ) b est donné dans Ω et δ(x ̶ b) désigne la masse de Di rac au 

point b . I l s'agit donc d 'un p rob lème de contrôle ponctuel : on peut « agir 

sur le système » en un seul point b (naturel lement tout s 'étend sans aucune 

difficulté au cas où l 'on peut agir sur le système en u n n o m b r e fini de 

points) . 

O n veut , pa r exemple, choisir v, dans une classe fonctionnelle convenable, 

de façon à minimiser la fonction coût 

où T > 0 est donné (l 'horizon d u problème) , où z d est u n état « désiré », 

fonct ion donnée dans L 2 ( Ω ) , et où N est u n facteur > 0, donné , p r enan t en 

compte le coût du contrôle v (si N → 0 , o n dit que l 'on a affaire à u n 

contrôle « bon m a r c h é » - « cheap control »). 

Na tu re l l ement il faut que (4) ait un sens ; le deuxième facteur de (4) 

impose de p rendre 
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(5) v ∈ L 2 ( O , T ) 

mais si Ω ⊂ Rn, avec n > 1 , la condit ion (5) n'entraîne pas q u e 

y ( . , T ; v) ⊂ L 2 ( Ω ) ; on peut vérifier que , la solution de ( 1 ) , (2), (3) é tant 

définie de façon faible, alors y ( . , T ; v ) a un sens si n ≦ 3 dans H ̶ 1 ( Ω ) 

(espace de Sobolev d 'ordre ̶ 1 , donc espace de distributions sur Ω) (tout 

cela s'étend au cas n quelconque , en introduisant des espaces « plus grands »). 

O n est alors condui t à définir l'espace U pa r 

(6) U = {v ¦ v ∈ L2(O, T), y ( . T ; v) ∈ L 2 (Ω)}. 

C'est un espace de Hilbert pour la n o r m e 

O n peut mon t re r que cet espace est indépendan t de b , indépendan t de Ω 

et également indépendan t des condit ions aux limites (par exemple on peu t 

dans (2) remplacer la condi t ion de Dirichlet pa r celle de N e u m a n n ) ; c'est 

l 'espace des v ∈ L 2 ( O , T ) telles que , si Ω ⊂ Rn, n = 2,3 

O n peut également remplacer dans (1) l 'opérateur ̶ Δ par u n opéra teur 

elliptique du 2e o rd re à coefficients a i j (x, t) tels que 

O n peut encore définir U pa r (6) et on re t rouve le même espace U (résul-

ta t dû à L i T A T S I E N , cf. Bibliographie). 

O n peut alors considérer le problème 

(9) inf. J(v), 

v ∈ Uad = ensemble convexe fermé non vide de U. 

Ce prob lème admet une solution unique u, qui peut être caractérisée p a r 

un système d'optimalité, généralisant les systèmes d 'opt imali té usuels (*) e t 

(*) J.-L. LIONS, Sur le contrôle optimal des systèmes gouvernés par des équations aux 
dérivées partielles, Dunod, Gauthier-Villars, 1968. 
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faisant intervenir l'espace U' dual de U (lorsque L 2 ( O , T) est identifié à son 

dual) . 

2 . D e très nombreux problèmes du type de ceux présentés ci-dessus se 

rencont ren t dans un certain n o m b r e d 'applications, soit que le contrôle, soit 

que l'observation, soient ponctuels. 

P a r exemple la théorie du filtrage conduit à un prob lème du type sui-

vant (*) : pour v ∈ L 2 ( Ω ) donnée , on désigne pa r y = y(x, t ; v) la solution de 

(11) y = 0 sur Γ × ]O,T[ 

( 1 2 ) y(x, 0 ) = v(x) sur Ω. 

Alors , pour b donné dans Ω, y(b, t ; v) a un sens c o m m e fonction de t 

mais n 'est pas dans L 2 ( O , T) en général . Si donc l 'on considère la fonction 

coût : 

z d donnée dans L 2 ( O , T ) , N donné > 0, on doit alors in t roduire l 'espace 

(14) H = {v¦ v∈ L 2 ( Ω ) , y(b, . ; v) ∈ L 2 ( O , T)} ; 

H est un espace de Hilber t pour la no rme (du graphe) 

O n peut vérifier que cet espace H ne dépend pas des condit ions aux 

limites et « n e dépend pas de Δ » : o n peut , sans changer H, remplacer Δ 

pa r u n opéra teur elliptique à coefficients variables (holdériens). L 'espace H 

coïncide avec l 'espace des v ∈ L 2 ( Ω ) tels que 

O n peut encore obtenir le système d'optimali té, utilisant l 'espace H', dual 

de H ( lorsque L 2 ( Ω ) est identifié à son dual) . 

(*) Cf. A. BENSOUSSAN et J . -L . LIONS, article à paraître. 
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3. Des problèmes analogues se posent avec les systèmes hyperboliques ; 

les résultats généraux s 'appliquent, les espaces analogues à U, H ci-dessus, 

étant introduits « abst ra i tement » ; la caractérisat ion explicite des espaces 

U, H, etc., semble être en général un prob lème ouver t ; plusieurs conjectures 

à cet effet ont été indiquées dans le cours . 

4. Quelques extensions ont été données dans le cas d 'équat ions d'états non 

linéaires. Mais il ne s'est agi là que de résultats très partiels. 

5. Quelques problèmes asymptot iques ont également été étudiés dans 

le cours , dans le cadre général de la quest ion fondamenta le de la « réduction 

de la complexité ». Des cours ultérieurs reviendront sur ce thème. 

J .-L. L. 
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