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1. Dans la théorie du contrôle des systèmes distribués (i.e. des systèmes 
gouvernés par des équations aux dérivées partielles) on rencontre trois 
situations. 

Dans la première situation (la seule étudiée jusqu'ici systématiquement dans 
la littérature) on a une équation d'état, écrite formellement 

( 1 ) Ay = Bv 

où A est un opérateur différentiel, linéaire ou non, stationnaire ou d'évolution 
et où v désigne le contrôle ; la variable de contrôle v varie dans un espace 
de Banach U (voir plus loin) et l'opérateur B applique U dans l'ensemble 
des deuxièmes membres ou conditions aux limites (cela doit, bien sûr, être 
précisé dans chaque situation particulière) ; on ajoute également à (1) les 
conditions initiales si A est d'évolution. Dans la « première situation » on 
suppose 

(Hl) lorsque v U, l'équation (1) admet une solution unique (faible ou 
forte) dans un espace Y. 

On note alors y (v) la solution de (1) ; c'est l'état du système. 

On donne ensuite une jonction coût de la forme 

(2) J(v) = Φ(y(v)) + Ψ ( | | v | | u ) 

où Φ est une fonctionnelle de Y R et λ Ψ(λ) est continue dans 
λ 0, Ψ(λ) + ∞ si λ + ∞. Il faut bien noter que les données sont 
(1) et (2) ; la forme de (2) impose le choix de U et il faut alors voir si (1) 
est soluble avec v U. 
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La deuxième hypothèse de la première situation est 

(H2) y Φ (y) est continue (ou différentiable) de 

On cherche alors à minimiser J (v) et à trouver des conditions nécessaires 
(ou nécessaires et suffisantes) satisfaites par un contrôle optimal u, solu
tion de 

(3) J (u) = inf. J(v), v uad u, u uad 

(uad = sous-ensemble de u constituant les contrôles admissibles). 

Comme on a dit, cette première situation a été étudiée systématiquement, 
les problèmes essentiels encore ouverts étant relatifs au cas où 

v Φ (y(v)) 

n'est pas différentiable sur soit que ne le soit pas, soit que v y (v) 
ne soit pas différentiable (ce qui est le cas assez général dans les problèmes 
de contrôle de phénomènes de frontière libre). 

Dans la deuxième situation on a encore (H1) mais l'on n'a plus (H2) ; 
il faut donc restreindre J à des sous-espaces (ou ensembles) de u qui font 
intervenir à la fois J et A. Des exemples de cette situation ont été étudiés 
dans le cours de 1979-1980. 

Dans la troisième situation qui a commencé à être étudiée dans le cours 
de cette année, on n'a plus l'hypothèse (H1). On ne peut plus alors parler 
de y (v) et il faut changer le point de vue, de la façon suivante. 

2. On considère donc maintenant l'ensemble des couples {v, z} avec 

(4) v, z u × Y 

et qui vérifient, dans un sens convenable 

Az = Bv. 

On se donne ф (y) continue de et (λ) comme ci-dessus et on 
considère la fonction coût 

(6) J (v ,z) = Φ(z) + ( | |v | |u) . 

II s'agit alors de minimiser J (v, z) sur l'ensemble des v, z vérifiant 
(4) (5) avec éventuellement des contraintes 

(7) v u a d , z Yad. 
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Les questions qui se posent sont : 

(i) y a-t-il existence de solution (s) ? 

(ii) peut-on encore donner des conditions nécessaires (ou nécessaires et 
suffisantes) caractérisant un couple optimal {u, y} (s'il existe), i.e. tel que 

(8) J (u, y) = inf. J (v, z), v uad z Yad 

(iii) trouver des algorithmes numériques d'approximation. 

3. Des questions de cette nature se posent 

(i) pour des raisons méthodologiques 

(ii) pour le contrôle optimal des systèmes instables, à bifurcation, etc. 

Des applications à (ii) sont en cours de vérification en collaboration avec 
J.-P. Kernevez à l'Université de Technologie de Compiègne. 

4. Le cours de cette année a étudié le problème (ii) du N° 2 . 

4.1. On considère d'abord 

avec 

(10) z (x, 0), z = 0 sur Σ = Γ ]O, T[, Γ = Ω 

(il faut vérifier, utilisant des résultats de trace convenables, que les condi
tions (10) ont un sens!). 

Le problème (9) (10) est un classique problème « mal posé ». On ne peut 
donc pas (en général) parler de la solution z = y(v) de (9) (10), mais 
on peut parler des couples {v, z} avec (9) (10) (il en existe de différents 
de {0, 0} !). 

On considère ensuite 
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et l'on cherche 

(12) inf. J (v, z), v uad = ensemble convexe fermé de L 2 (Q) 

Ce problème admet une solution unique {u, y}. Cette solution est caracté
risée si uad = L 2 (Q) par la solution du système d'optimalité 

Le découpage de (13) conduit à de nouvelles équations integro différen
tielles non linéaires (du type Ricatti). 

De très nombreuses variantes sont possibles : ordre supérieur, systèmes 
changeant de type, etc. 

Si uad L 2 (Q) strictement, un intéressant résultat partiel a été obtenu par 
l'un des auditeurs du cours, P. Rivera [4]. 

4.2. Une autre situation étudiée a été celle du contrôle de systèmes 
instables. On considère 

et 

On peut encore montrer l'existence d'une solution et donner un système 
d'optimalité. 

4.3. On considère le système 
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On peut encore considérer des problèmes de contrôle pour un système du 
type (16) bien que le problème (16) soit mal posé. 

5. Le cours prochain donnera d'autres situations (optimum design, équa
tions hyperboliques instables ou mal posées) et exposera les premiers résultats 
numériques. 

J.-L. L. 
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