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Analyse mathématique des systèmes et de leur contrôle 

M. Jacques-Louis LIONS, membre de l'Institut 
(Académie des Sciences), professeur 

1. On a poursuivi l'étude du contrôle optimal des systèmes distribués 
singuliers c'est-à-dire des systèmes dont l'équation d'état est une équation 
aux dérivées partielles (avec des conditions aux limites et, s'il s'agit d'un 
problème d'évolution, des conditions initiales, convenables) singulière ; sin
gulière signifie ici : pouvant ne pas admettre de solutions, pouvant admettre 
une infinité de solutions, pouvant « bifurquer », etc. 

On a étudié cette année dans ce cadre des problèmes hyperboliques 
instables, des problèmes hyperboliques mal posés et des problèmes para
boliques ou hyperboliques périodiques en temps pouvant admettre une infinité 
de solutions. 

2. On a commencé par donner un résultat de régularité très simple mais 
qui semble nouveau : si l'on considère dans un cylindre 

Q = Q X ]0,T[ 
l'équation des ondes 

3 2 $ 
A $ = f 

3t 2 

avec f £ L 2(Q), avec $(x,0) = $ t (x ,0) = 0 dans Q e t $ = 0 s u r S = r x 
]0,T[, r = frontière de Q, alors (supposant r régulière) la dérivée normale 

3 $ 
prise sur 2 vérifie : 

3v 

Ce résultat a été utilisé pour résoudre un problème non homogène avec 
donnée au bord irrégulière — problème utile pour l'étude du problème 
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de contrôle que voici : on suppose que T = To U Ti, To e t Ti étant dis
tinctes (cf. fig. 1) ; on considère le couple «contrôle-état» {v,z} vérifiant 

3 2 z 
"St 2" 

— Az = 0 dans Q, 

v 0 , 
3z 
3v = v x sur 20 = r 0 X ]0,T[, v = {v0, V l } , 

z (x,0) = z t(x,0) = 0 dans Q. 

FIG. 1 

Ce système est singulier : v 0 , vx étant donnés dans L 2 (20), il n'existe pas, 
en général, de z vérifiant (1). On considère donc a priori l'ensemble des 
couples {v,z} tels que 

(2 ) 

et vérifiant (1). 

v G L 2 (20) X L 2 (20), z G L 2 (Q) 

Il faut pouvoir introduire des contraintes sur v. Soit donc 

(3) ^ a ( 1 = ensemble convexe fermé non vide de L 2 (20) X L 2 (20)-

On définit alors l'ensemble des couples {v,z} admissibles par 

(4) v G W&A, z G L 2 (Q) et (1) a lieu. 

On fait l'hypothèse que cet ensemble n'est pas vide ; on a donné des 
conditions suffisantes simples pour qu'il en soit ainsi. 
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On définit ensuite la fonction coût 

(5) J (v,z) = - J - za) 2 d x
 d t + " J v 0 d 2 0 + y J v ' d 2„ 

2 Q 2. 

où z d est donné dans L 2 (Q) et où N 0 , Ni sont donnés > 0, et l'on cherche 

(6) Inf J (v,z), v,z parcourant l'ensemble (4) des couples admissibles. 

Ce problème admet une solution unique {u,y} (couple optimal). On a donné 
la condition nécessaire et suffisante pour que {u,y} soit le couple optimal. 
Il s'agit du Système d'Optimalitê Singulier, que l'on n'explicite pas ici. 

3. On a ensuite (après des rappels techniques sur des résultats d'unicité 
et sur la méthode de convexité logarithmique pour l'étude d'instabilités) 
considéré le système suivant : 

(7) 

3 2 z Az — z 3 = v dans Q, 
3 t 2 

z (x,0) = z t (x,0) = 0 dans Q, 

z = 0 sur 2 . 

On considère a priori l'ensemble des couples admissibles : 

v G <^ad> <^aa = ensemble convexe fermé non vide de L 2 (Q), 
(8) z G L" (Q), a donné ^ 3, 

v et z vérifiant (7) (dans un sens faible). 

On suppose cet ensemble non vide (noter, en effet, que pour v donné dans 
L 2 (Q), (7) peut ne pas admettre de solution dans L a (Q)). 

On considère la fonction coût donnée par 

(9) J(v,z) = — j ]z — z a | a dx dt + 
2 J Q 

2 dx dt, 

z d donné dans L° (Q) et N donné > 0. On cherche alors 

(D inf J (v,z), {v,z} satisfaisant à (8). 

Pour fixer les idées on suppose Q c [ R 3 . (Les résultats sont un peu diffé-
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rents si Q <= IR n , n = 1,2). On a existence d'un couple optimal, i.e. de {u,y} 
admissible avec 

(1) J (u,y) = inf J (v,z) 

si a > 1 8 / 5 (le problème de l'existence est ouvert si 3 ^ a 1 8 / 5 ) . 

On a pu établir l'existence d'un système d'optimalité singulier (c'est-à-dire, 
en fait, d'un multiplicateur de Lagrange) seulement dans le cas a = 6. 

4. On a ensuite considéré le système parabolique périodique en temps : 

3z 

(12) 

avec 

(13) 

3t •Az — z 3 - v dans Q = Q X ]0,T[, 
z (x,0) = z (x,T) dans Q (condition de périodicité), 

z = O sur 2 , 

v G ^ a d ( ^ a d comme ci-dessus) 
zGL«(Q) , a > 3. 

Ce système peut admettre, pour v donné, une infinité de solutions, puisque 
si v (x,t) = v (x), il existe en général une infinité de solutions indépendantes 
de t (et donc périodiques en t !) — L'étude du nombre de solutions de (12) 
pour v = v (x,t) est un problème qui donne lieu à diverses recherches en 
cours et à des expériences numériques (cela sera exposé dans le cours de 
l'an prochain). On considère ensuite la fonction coût donnée par (9), avec 
a = 6, et on cherche 

(14) inf J(v,z), v,z vérifiant (12), (13). 

On a obtenu l'existence d'un système d'optimalité singulier dans le cas où 
^ a d contient toutes les fonctions à support dans un « tube tordu » <P de Q, 
tel que l'intersection de <S> avec le plan t = s soit, pour O < s < T, un 
ouvert non vide. La démonstration repose sur un théorème d'unicité établi, à 
cet effet, par J.-C. SAUT et B. SCHEURER. 
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