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Analyse mathématique des systémes et de leur controle

M. Jacques-Louis LioNs, membre de I'Institut
(Académie des Sciences), professeur

1. On a poursuivi I'étude du contrdle optimal des systémes distribués,
c’est-a-dire des systéemes dont I’équation d’état est une équation aux dérivées
partielles.

On a étudié des situations ou I'équation d’état, et les conditions aux

limites, ou bien conduisent & des problémes « mal posés»> au sens de
J. HADAMARD, ou bien ne sont pas suffisantes pour déterminer I'état (systémes
a données incompletes, tres fréquents dans de nombreuses applications).

2. On a d’abord considéré, dans un ouvert Q de [R™ dont la frontiere
est divisée en deux parties :

aQ=F=F0UF1

I’équation
1) Az=0 avec z € L2 (Q)
(fonctions harmonique de carré sommable), avec les données de Cauchy

dz
v

(2) Z = Vv, =v; sur [y;

le probléme (1) (2) est le plus classique des probleémes « mal posés » au sens
de HADAMARD : (1) (2) n’admet pas en général de solution dans les espaces
< usuels » de distributions et, lorsqu’il a une solution, elle dépend de
maniere discontinue des données v,, v; dans toute topologie « raisonnable ».

Rien n’empéche néanmoins de considérer a priori les triplets
{vg, V1, 2} dans L2 (["y) X L2 ("y) X L2 (Q) vérifiant (1) (2).

Si @,q est un ensemble convexe fermé de L2 (I"y) X L2(I"y), on suppose
quil existe {v, z}, v. = {vg, v}, avec (1) (2) et v € @,,; si ensuite
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v, z—J (v, z) est une fonction de L2(["y) X L2 () X L2(Q)—> R, on
considére le probléme

3) inf J(v, 2), v € @4, {v, z} avec (1) (2).

On a montré que, sous certaines hypothéses sur J (v, z), on peut donner
un ensemble de conditions nécessaires satisfaites par un couple optimal
{u, y} (réalisant le minimum dans (3)). 3

Ces conditions (le systéme d’optimalité singulier) font intervenir un multi-
plicateur de Lagrange qui est une fonctionnelle analytique.

De maniére générale, si A est un opérateur différentiel dans un ouvert Q
de [R", avec des conditions aux limites homogénes sur 3 Q exprimées par
I'appartenance au domaine D (A) de A, on introduit l'espace

D (A®) = {(p]q; € D(A), A ¢ € D(A),...} puis I'espace

1
F(Q) = {g|p € DA, = || A ¢ 2 o}

_ <
L2(Q) Qk+1)!

Si A est a coefficients analytiques dans €, I'espace F(Q) est composé
de certaines fonctions analytiques dans Q (et méme dans Q si les coefficients
de A sont analytiques jusqu’au bord, et si 3 Q est analytique). Le multipli-
cateur de Lagrange est alors dans des espaces du type «dual de F (Q)»
(i.e. un espace de fonctionnelles analytiques).

3. Dans le méme ordre d’idées, on a étudié des problémes de contrdle
pour I’équation de la chaleur rétrograde

dz
-5-{+Az:v‘dans Q X 10, T[

avec zZ (X, 0) = O dans Q et z = O sur X = 3rx ]0, T[, autre exemple classique
de probléme mal posé (dans les espaces « usuels »).

4. On a considéré ensuite des systtmes a informations incomplétes.

Le premier probléme de ce type que l'on a étudié est celui de I'équation

4 aazt — Az =0 dans Q X 10, T,
avec
) z =0 sur 3 Q X 10, T[

mais sans que la donnée initiale soit connue. A un instant t;, 0 < t; < T,
on a une information du type
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z (X, t;) € ensemble donné d'un espace fonctionnel
©® sur Q.

On cherche parmi tous les z € L2(Q X ]0, T[) et qui vérifient (4) (5)
(6) celui de norme minimum. Soit y. Cet élément y peut-étre caractérisé par
un systtme d’optimalité qui fait encore intervenir un multiplicateur de
Lagrange qui est une fonctionnelle analytique.

5. On a ensuite considéré I'équation des ondes

%z

( atz—Az:O dans Q X 10, T[
7

z € L2(Q X 10, TD
avec comme seule information supplémentaire

z (b, t) & ensemble donné d'un espace fonctionnel sur

8
® 10, T[, out b est donné dans Q.

La fonction de norme L2 minimum dans l'’ensemble des z vérifiant
(7) (8) peut étre caractérisée par un systeme d’optimalité d’'un type nouveau.

On a remarqué que les problemes analogues stationnaires :

© ‘ —Az=0,z € 12(Q),

z (b) donné

conduisent a de nouvelles démonstrations d’anciens résultats de S. ZAREMBA.
6. On a enfin abordé des systeémes hyperboliques a contrdle ponctuel,
un sujet sur lequel de trés nombreux problémes restent ouverts.
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