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Analyse mathématique des systémes et de leur contrdle

M. Jacques-Louis LioNs, membre de I'Institut

(Académie des Sciences), professeur

1. Les structures flexibles interviennent, notamment, dans les « grandes »
structures spatiales et dans les robots flexibles. Ces structures doivent étre
controlées (stabilisées) par des contrdles qui s’exercent généralement sur des
parties du bord ou de maniere ponctuelle. On est aussi conduit au controle
de systemes gouvernés par des équations aux dérivées partielles ol les opé-
rateurs différentiels intervenant dans le modele sont du type

32 92
— A (opérateur des ondes), ou —— + A2

ot2 at2
(On se borne, pour linstant, au cadre linéaire.)

Cela conduit a un certain nombre de questions tout a fait naturelles sur ces
opérateurs et les divers problemes aux limites qui leurs sont attachés. Questions
qui, néanmoins, n’ont pas été considérées jusqu’ici de maniére systématique.

Nous donnons dans le résumé qui suit quelques exemples de problémes
résolus dans ces directions.

2. Dans le cylindre

Q = Q X Jo, T[, Q = R ouvert borné de frontiére I" réguliére,
t € lo, T[, t = temps,

considérons I'équation

(6]
avec

(2) (I):OSUI'E:FX]O,T[,

2P
ot

—A® =f
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et
3) d x,0) = o0 (x, 0) = 0 dans Q.
ot
T
On sait que si f € L (0, T; L2 (Q)) (e. | ({ f(x,t)?2 dx) 1/2 dt < o)

0 Q

alors les fonctions @, —ai, w53 a_CI)_, iqi sont continues de [0, T] dans L2 (Q).

9%, ox, ot

On peut en outre démontrer (cela a été exposé dans le cours de 1982-1983)
par une variante d’une ancienne méthode de Rellich pour des probléemes
elliptiques, que

L]
4) € L2 (D)
v
(o = dérivée normale a T, dirigée, pour fixer les idées, vers I'extérieur
v
de Q).

On peut, a partir de 13, démontrer (par transposition) le résultat suivant :
si on considére I'équation d’état

32

) —at: — Ay = fdans Q, f € L1 (0,T; L2(Q)),
avec

(6) y = v sur X, v = contrdle appartenant a L2 ()
et

@) y(X,0) = Sy (x,0) = 0 dans Q,

alors y = y(x,t;v) = y(v) ('état du systéme correspondant au contrble v)
est continu de [0, T] — L2(Q).

Cette propriété est «optimale », au sens : quel que soit f donné dans
L' (0, T; L2(Q)), il existe v € L2(X) tel que y (v) ne soit pas continu de
[0, T] — He (Q), £ > O arbitrairement petit (He (Q) est 'espace des fonctions
sur Q qui sont dans L2 (Q) ainsi que leurs dérivées d’ordre ¢ ce qui est défini
a laide, par ex., de la transformation de Fourier).

Remarque

Signalons que la question analogue pour le cas ou I'on remplace la condition

de Dirichlet par celle de Neumann : = v sur 3, n’est pas résolue. Cela

v
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n’empéche pas de faire des calculs numériques d’approximation dans les
situations correspondantes, mais les calculs sont conduits formellement. []

Si l'on considere
8) @l,q = ensemble convexe fermé de L2 (X),
et si I'on introduit la fonction coiit
) Jv) = gg[y(x,T;v)—zd(x)]2dx+N§2v2d2,

z4 donnée dans L2 (Q), N donné > 0,
le probleme

(10) inf. J(v), v € @,
admet une solution unique u (le contréle optimal).

Cette fonction u est caractérisée par le systtme d’optimalité

%y Av — ¢ o%p Ap = 0 d
e MY S h g TAR=0En
y=u p=0 sur X,
an
60 = 2 o =0,pxT = 0,2 @D
X,0) = ,00 =0, px,T) = 0, X
y ot P ot
=y (X, T) —Z (X)
avec
op
— +NuJv—u) dZ>0 Vv E @,
ov
1 | =

ueE @,y 0O

On a démontré dans le cours des résultats de régularité complémentaire.
Par ex. si f vérifie

of of

f, 5 sy
(13) 3%, ax,

of
) € L2 (Q),
ot
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alors la solution @ de (1) (2) (3) vérifie

o

v

€ H! (2)

(14) (i.e. la dérivée en t de

et toutes les dérivées premiéres
v

tangentielles & X dans L2 (X)).

3. On a ensuite considéré le cas ou le contrdle est ponctuel, i.e. ou le
modele est

(15) a;; — Ay = v(t) d(x —b) dans Q, b donné dans Q, Q = R3,
avec

(16) y =0 sur X

et (7).

Alors si v € L2 (0, T), la solution y =y (v) de (15) (16) (7) est continue de
[0, T] — L2(Q) (la dimension de I'espace intervient ici, si par ex., Q = R},
y (v) est continue de [0, T] — H1(Q), et y(v) est continue dans des espaces
plus grands que L2(Q) si la dimension d’espace est > 3). Ce résultat a été
démontré par Y. MEYER (dans le séminaire de 1983-1984) en utilisant des
méthodes d’Analyse Harmonique ; nous l'avons redémontré en utilisant les
résultats du point 2 et L. NIRENBERG (communication personnelle) en a
obtenu une 3° démonstration basée sur la propriété duale suivante : si @
est solution de

R
a7 e A ® = 0 dans Q,
avec
(18) ® =0 sur I,
19 d (x,0) =0, 8_(1) (x,0) = g(x) dans Q,

ot

alors sig € L2(Q) ona @ (b, t) € L2(0,T).

4. On est ensuite passé a des questions du type précédent pour I'opérateur

82

s & AP
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De nombreux problémes sont encore ouverts dans ces directions. Nous
avons démontré, d’abord dans des cas particuliers puis dans le cas général
grice 4 une remarque de J. SIMON, le résultat suivant : soit ¢ solution de

2P
20) e + A2 @ = f dans Q,
avec
(21) (I):@—:Osur >.
v

et (3). Supposons que f vérifie (13) avec f = 0 sur 2.

Alors

(22) A ’E € L2(0, T; H1(I) (O
QA @

23 ! L2 .

(23) s € bY)]

5. Nous avons ensuite abordé une question qui sera reprise dans le cours
prochain ; il s’agit de la modélisation des plaques bidimensionnelles minces
(modele de Von Karman) a partir de calculs asymptotiques faits sur le modéle
tri-dimensionnel, en supposant 'épaisseur petite. On a exposé, de maniére
un peu différente, un résultat de Ph. CIARLET sur ce sujet.

Ce type de question sera examiné dans les cours suivants en liaison avec
les probléemes de contrdle de structures complexes « pluridimensionnelles ».
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Non homogeneous boundary value problems for second order hyperbolic
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Un probléme asymptotique en contrdle ponctuel. Annales Acad. Sc. Fennicae.
Dédié a O. Lehto.

Un exemple de probléme aux limites couplé parabolique-hyperbolique pour
une structure pluri-dimensionnelle. Dédié a S. Faedo.
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sont dans L2 (3).
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