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1. Le cours a porté cette année sur la contrdlabilité exacte des systémes
distribuée.

Le probléme est le suivant : on considére un systeme dont I’état, désigné
par y, est solution d’'une équation d’évolution du type

(1) 3—+Ay=0

ou A est un opérateur (ou un systeme d’opérateurs) elliptique symétrique.

Les cas les plus importants sont

9 ?
) A=—A=—<—2-+--+ ,)
X} X,

auquel cas (1) est I’équation des ondes,

ou bien
3) A = systeme de |’élasticité
ou bien

4) A = A%, ce qui, en dimension d’espace 2 correspond a I’équation des
plaques vibrantes.

On peut agir sur le systeme par la frontiere.

Bornons nous ici au cas (1) (2) ; 'équation (1) est considérée pour x dans
un ouvert ) borné de R", de frontiere I' réguliere, et pour 0 <t < T.

L’action (ou le contrdle) sur le systéme (1) (2) s’exerce alors de I'une des
maniéres suivantes :

5) y=vsur I' X (O,T)
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ou
(6) i v sur I' X (O,T)
v

(ou d’autres conditions aux limites, par ex. un mélange de (5) et de (6)). Par
ailleurs on se donne les conditions initiales

7 y(x,0) =y (), 3—: (x,0) = y'(x) dans Q.

Le probléme de la contrdlabilité exacte est alors le suivant: T est
donné > 0. Pour y°, y' quelconques dans un espace fonctionnel convenable,
peut on trouver v (dans un espace fonctionnel convenable) tel que, si
y(x,t ; v) est la solution du probléme (1) (2) (5) ou (1) (2) (6), alors

ad
8 yxT;v)= a—f x,T;v)=0 dans Q.
Naturellement cet énoncé est général. On I’explicite ici pour 1’équation des
ondes pour limiter I’exposé.
On peut en outre ajouter des conditions sur v : par exemple
9 v est a support dans I', X (O,T), I', CT.

On dit que l'on a contrélabilité exacte lorsqu’il est possible de trouver v
avec (R).
En fait il faut préciser ce probléme :
(i) en précisant (9)
et, surtout
(ii) en précisant les espaces fonctionnels dans lesquels on travaille.
Notons que, compte tenu de la vitesse finie de propagation des ondes (cela

est spécifique — a peu prés — aux cas hyperboliques), on ne peut avoir
contrdlabilité exacte que pour T assez grand.

2. Nous avons introduit (J.L.L. [1] [2]) une méthode générale pour attaquer
ce type de probleme. Expliquons cela dans le cas trés particulier (1) (2) (5).
On part de I’équation des ondes
P
a—:zp—A ¢ =0 dans Q x (O,T),

(10) ¢ =0 sur I x (O,T),
= 0 9¢ _ 1
¢(x,0) = ¢'(x), P (x,0) = ¢ (x) dans Q,

¢’ et ¢' étant données régulieres (avec ¢’ = O sur I).
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On résout ensuite ’équation « rétrograde » ou « adjointe »

5
%—A\I’=O dans Q X (O,T),

any |w-= %i’i sur T, X (O,T),
v

O sur (I'/T,) x (O,T),

ov
v (x,T) = oy (x,T) = O dans Q.

On définit aussi un opérateur A par

)2
@ A o= {2 o) - ¥ixo)).
Si 'on peut résoudre 1’équation
(13) A" o't =1{y', -y}
alors choisissant

d
(14 v=22 surT,x (0O,T), O ailleurs,

v
on a

yx,t; v) = ¥ (x,t)
donc (8) a lieu.

Tout revient donc a étudier (13).

Or — on a fait ce qu’il fallait pour cela —
0 .1 0 1 39\’
(15) <Aoo} {9, ¢}>= 1] —) dI dt.
T, x (0,T) \dv
On note alors (c’est le point essentiel) que
g\ 172
a9 (r (3] arat) =l o
I, x (0.T) \ov

définit une norme sur I'espace des données {¢°, ¢'}.

On utilise ici (ou on démontre, selon les situations) un théoréme d’unicité :

2

si‘l—tf—Acp=O dans Q x (O,T), avec ¢ =0 sur I' x (O, T) et

0
il O sur I', X (O,T), alors si T est assez grand, on a ¢ = O :

av
donc ¢’ = ¢! = O.
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On désigne par F I’espace de Hilbert complété par la norme (16). On voit
alors que A est un isomorphisme de F sur F’. On a donc contrdlabilité exacte
avec « T assez grand » et avec

an Ly} eF.
Reste a préciser F (et F'). Cela dépend de I,.

Si I', est « convenable », alors
F=Hj (0 x L? (),

Hj (©2) = espace de Sobolev usuel des fonctions a énergie finie et nulles au
bord de (.

Si I, est « tres petit », alors F est beaucoup plus grand, et F' beaucoup plus
petit : cela est conforme au bon sens.

La structure exacte de F’' pour I', « trés petit » n’est pas encore complete-
ment élucidée, mais devrait I’étre trés prochainement par les travaux de C.
Bardos, G. Lebeau, E. Zuazua, entre autres.

Comme on ’a dit, cette méthode désignée par HUM (Hibert Uniqueness
Method) est générale. Mais les espaces F doivent étre étudiés cas par cas.
Nous avons étudié I’équation des ondes pour différentes conditions aux limites
et les équations d’ordre supérieur (cas (4)).

On peut noter que, parmi les différents contrdles v conduisant a (8), le
contrdle v construit par HUM (formule (14)) est le contrble qui minimise

(18) [ v* drI dt.
T, x (0,T)

On peut également définir le probléme dual de (18).

On peut également étudier par cette méthode le cas de contrdles distribués
dans (), ou s’exercant en un point de Q0 (ou un point de I').

3. Les cours ultérieurs étudieront :

(i) la stabilisation des systémes
(a partir de la méthode précédente et par des méthodes directes)

(ii) le comportement de la contrdlabilité exacte lors de perturbations des
systemes (perturbations singuliéres, perturbations de domaines, homogénéisa-
tion).
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