Chapitre 6

L'effet Efimov exploré avec des gaz d’atomes froids
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Ce dernier chapitre est consacré a la description des principales mani-
festations expérimentales de l'effet Efimov dans des gaz d’atomes ultra-
froids. Cette exploration détaillée a été rendue possible grace aux réso-
nances de diffusion, appelées dans ce contexte résonances de Fano—Feshbach,
qui permettent d’ajuster la longueur de diffusion a a une valeur considé-
rablement plus grande (en valeur absolue) que la portée b des potentiels
inter-atomiques.

Dans ces expériences, la caractérisation des trimeres d’Efimov se fait es-
sentiellement par un signal de pertes d’atomes ou de dimeéres. Le taux de
pertes passe par un maximum ou un minimum en des points bien parti-
culiers du diagramme énergétique E(a) rappelé en figure 1. Nous allons
détailler les processus en jeu en §1 et montrer comment il a été possible
d’observer les principales caractéristiques de la physique d’Efimov de part
et d’autre de la résonance, ce qui revient a relier la physique pour a < 0 a
celle pour a > 0 (§2).

Signalons qu'il est également possible d’utiliser des méthodes de spec-
troscopie (incohérente ou cohérente) basées sur un processus de photo-
association pour étudier différentes facettes de 1’effet Efimov. Nous ne
aborderons pas ici et nous renvoyons les lecteurs intéressés vers LOMPE,
OTTENSTEIN et al. (2010), NAKAJIMA, HORIKOSHI et al. (2011), MACHTEY,
SHOTAN et al. (2012), YUDKIN, ELBAZ et al. (2019) et YUDKIN, ELBAZ et al.
(2020).

Les expériences menées entre 2006 et 2010 sur les gaz d’atomes froids
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» 1/a

FIGURE 1. Représentation schématique des énergies E des trimeres d’Efimov en
fonction de 1/a (I'échelle n'est pas respectée). Le nombre imaginaire pur so a pour
module |so| = 1.00624 (cf. chapitre 5).

ont révélé une propriété inattendue. On attendait pour le parametre a trois
corps Ry des valeurs a priori aléatoires, au moins dans le modele d’inter-
action de portée nulle. En fait, pour les interactions de van der Waals en
r=6 qui sont dominantes dans ce domaine de basse température, on trouve

que le parametre a trois corps est étroitement lié au rayon de van der Waals,

1/4 . ;. .
Ryaw = % (mC6 / h2) / . Nous discuterons l'origine de ce lien en nous ap-

puyant sur le formalisme de I'approche hypersphérique (§3).

La derniére partie (§4) sera consacrée a la présentation de quelques ef-
fets allant au dela de celui initialement considéré par Efimov. Nous nous
intéresserons notamment au cas des fermions, éventuellement accompa-
gnés d’'une particule supplémentaire pour les lier. Notre présentation sera
loin d’étre exhaustive; nous renvoyons donc les lecteurs spécifiquement
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intéressés par le probleme quantique a petit nombre de corps vers le nu-
méro spécial des Comptes Rendus de Physique de I’ Académie des Sciences
de janvier 2011 et vers les articles de revue récents de NAIDON & ENDO
(2017), GREENE, GIANNAKEAS et al. (2017) et D’'INCAO (2018).

1 Le taux de recombinaison a trois corps

1-1 Loi d’échelle pour le coefficient L3

La plupart des expériences menées a ce jour sur les gaz d’atomes froids
utilisent un signal de perte d’atomes pour détecter les seuils d’appari-
tion des trimeres d’Efimov. Ces pertes se produisent notamment quand
trois atomes (supposés ici étre des bosons identiques) sont voisins I'un de
l'autre, avec la possibilité de former une molécule. Pour un gaz atomique
uniforme de densité moyenne p 4, la décroissance du nombre d’atomes N4
obéit alors a la loi

ANy, g®
a3

Dans cette équation, le facteur g(® rend compte du groupement bosonique
qui doit étre pris en compte si le gaz est non-dégénéré (effet Hanburry-
Brown et Twiss) : il correspond a la somme des différentes contributions
liées a la symétrie d’échange des trois bosons et il vaut alors g©* = 3! =
6. Pour un condensat pur, il n’y a pas de corrélations densité-densité et
¢® =1.0n pourra consulter KAGAN, SVISTUNOV et al. (1985) et SODING,
GUERY-ODELIN et al. (1999) pour plus de détails.

L3piNa. 1)

Une simple analyse dimensionnelle, éventuellement complétée par un
traitement plus quantitatif (FEDICHEV, REYNOLDS et al. 1996), montre que
dans le cadre des interactions de portée nulle, le coefficient de perte L3
s’écrit comme

4
Ly = 3C(a)

m

)

Dans cette expression, le coefficient C' est un nombre sans dimension dé-
pendant du rapport a/Ry, ott Ry est le parametre a trois corps nécessaire
pour régulariser le probleme au voisinage de 1'origine. En dehors de tout
effet Efimovien, FEDICHEV, REYNOLDS et al. (1996) avaient prédit C' = 3.9.
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FIGURE 2. Recombinaison a trois corps assistée par la formation intermédiaire
d’un état d’Efimov d’énergie quasi-nulle, du coté a < 0 de la résonance (a ~ a™).
L’état final contient un dimeére fortement lié non décrit par I'approche du pseudo-

potentiel.

Quand on prend en compte les effets liés a la physique d’Efimov, les
processus en jeu dans cette recombinaison a trois corps different selon que
I'on s’intéresse a la partie a« < 0 ou a > 0 et nous allons donc les détailler
dans ce qui suit.

Notons que la mesure de L3 dans un gaz d’atomes froids piégés est gé-
néralement affectée par la température. La limite ~ ha*/m est notamment
remplacée par ~ h\*/m quand la longueur d’onde thermique \ devient
inférieure & a. Nous n’aborderons quasiment pas ces effets de température
finie dans ce qui suit et nous renvoyons le lecteur intéressé par exemple
vers REM, GRIER et al. (2013) et EISMANN, KHAYKOVICH et al. (2016), dans
lesquels le chauffage qui accompagne ces processus de recombinaison est
pris en compte dans la dynamique du gaz.

1-2 Partie ¢ < 0 de la résonance.

De ce coté de la résonance, les trimeres se forment directement a partir
d’une collision entre trois atomes libres (figure 2). Au seuil de formation, la
ot la longueur de diffusion s’approche d’un des a'™, ces trimeres ont une
énergie quasi-nulle, une grande extension et ils ont donc un recouvrement
fort avec la fonction d’onde des atomes libres. Une fois ce trimeére formé,
il peut se désintégrer en reldchant un atome libre et un dimeére fortement
lié (non décrit par I'approche pseudo-potentiel, mais bien présent pour les
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potentiels interatomiques réels). On s’attend donc a une augmentation de
(n)

L3 autour de chaque valeur a = a

Cet effet a été initialement prédit par ESRY, GREENE et al. (1999a) et
on trouvera des références détaillées dans les articles de revue récents de
NAIDON & ENDO (2017), GREENE, GIANNAKEAS et al. (2017) et D’'INCAO
(2018). L'analyse de la recombinaison a trois corps et de la formation de
dimeres fortement liés conduit a ’expression suivante ! pour le coefficient
L3 (BRAATEN & HAMMER 2004) :

sinh(27)

a<0: 0
sin? ||so| ln(a/a(_))} + sinh? 7

Cla) =~ C' ©)]

avec ' =~ 4590. Ce résultat dépend d’un parametre ajustable, le nombre
sans dimension 7, appelé parametre d’inélasticité.

La signification physique du parametre 7 est relativement simple : pour
tenir compte des pertes a trois corps et établir le résultat (3), on résout
I’équation de Schrodinger pour la fonction d’onde hyperradiale ¢(R) en
modifiant la condition aux limites aux courtes distances. Jusqu'ici, nous
avons posé pour R < |a|, k™1 :

O(R) ~ 7 sin 3o (/o) ~ = [0/ ittt/ 0] gy
otl les deux termes a l'intérieur du crochet peuvent s’interpréter comme les
ondes sortantes et entrantes dans une collision a trois corps : dans cette col-
lision, I'hyperrayon a initialement une valeur grande devant toutes les lon-
gueurs caractéristiques du probleme. Il décroit vers des valeurs de 1'ordre
de la portée des potentiels, ce qui correspond a la situation physique o1 les
trois particules sont relativement proches 1'une de I'autre. Il repart ensuite
vers l'infini, ce qui signifie qu’au moins une des trois particules est loin des
deux autres. La description d’une collision inélastique se fait en imposant
au flux de sortie de la collision d’étre strictement inférieur au flux entrant,
ce qui revient a poser la condition aux limites :

S(R) ~ % [e—m oilsol In(R/Ro) _ e—i|sO|1n<R/Ro>} _

©)

1. La structure de cette expression est tres voisine de celle donnant la transmission d"une
cavité optique Fabry-Perot, connue sous le nom de fonction d"Airy. Cette similarité n’est bien
stir pas fortuite, les deux problemes étant formellement similaires.



CHAPITRE 6 : L’EFFET EFIMOV EXPLORE AVEC DES GAZ D’ ATOMES FROIDS

§1. Le taux de recombinaison a trois corps

FIGURE 3. Coefficient normalisé de pertes par recombinaison d trois corps,
C(a) = L3/(3ha*/m), du coté a < 0 de la résonance avec n = 0.1 (trait continu
bleu), n = 0.3 (trait tireté rouge) et n = 1 (trait pointillé noir).

La détermination de (3) a partir de cette nouvelle condition aux limites est
décrite par BRAATEN & HAMMER (2004) et BRAATEN & HAMMER (2006).

Le parametre 1) varie selon les espéces atomiques et la force des transi-
tions conduisant vers les dimeres fortement liés. On vérifiera sur la figure
3 que ce coefficient L3 (normalisé par la valeur "nue" 3%ia? /m) passe par un
maximum pour toutes les valeurs de a égales a un des at™ (I'argument du
sinus est alors un multiple de 7).

On définit la longueur de recombinaison (ESRY, GREENE et al. 1999a) :

ps = (uLs/h)"* (6)

oupu =m/ V/3 est la masse réduite a trois corps. On s’attend a ce que les
résonances décrites ci-dessus ne soient bien visibles que si cette longueur
est plus faible que la longueur d’onde thermique des particules, ce qui im-
pose de travailler avec des gaz suffisamment froids (voir par exemple la
figure 9). Cette condition est plus difficile a remplir pour les trimeres exci-
tés que pour le trimere fondamental n = 0, puisque L3 augmente avec n
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FIGURE 4. Recombinaison a trois corps assistée par la formation intermédiaire
d’un état d’Efimov d’énergie quasi-nulle, du coté a > 0 de la résonance. L'état
final fait intervenir le dimere faiblement lié d'énergie —h?/ma?. Le taux de re-
combinaison normalisé C(a) présente des minima (af)) et des maxima (al(,n))
correspondant a un processus d'interférence entre les différents canaux condui-
sant i cet état final. Contrairement au cas a < 0, le calcul de ce taux peut étre
fait entierement dans le cadre du modele du pseudo-potentiel et il ne nécessite pas
Uintroduction d'un parameétre supplémentaire (en dehors de Ry).

('expression de L fait intervenir a?).

1-3 Partie a > 0 de la résonance.

Dans ce cas, l'existence du dimere faiblement li¢ d’énergie —h?/ma>
ouvre une nouvelle voie de recombinaison a trois corps (figure 4) : trois
atomes libres entrant en collision peuvent donner naissance a un de ces
dimeres, le troisieme atome repartant de maniére isolée. Un tel processus
peut étre analysé entierement dans le cadre de notre approche en terme
de pseudo-potentiel, puisqu’il ne fait pas intervenir d’états fortement liés.
Le résultat du calcul du coefficient L ne fait donc pas intervenir de para-
metre ajustable (contrairement au cas a < 0 ol 7 intervient) et on trouve
(ESRY, GREENE et al. 1999b; BEDAQUE, BRAATEN et al. 2000; PETROV 2004;
BRAATEN & HAMMER 2007a; D’INCAO 2018) :

a
o

a > 0 (dimeres faiblement liés) :  C(a) ~ C" sin® l|so In ( )
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avec
al” ~020a" " ~67.1. 8)

L’annulation de ce taux pour les valeurs agf) = a$)e"“/ sl s’inter-
prete comme un effet d’interférence destructive entre les différents che-
mins conduisant a la production du dimere lors d’une collision de trois
atomes. Dans un tel processus, '’hyperrayon est initialement tres grand,
il décroit, puis repart a l'infini. Plusieurs canaux correspondant aux po-
tentiels hypersphériques peuvent avoir simultanément une contribution
significative et le terme en sin?|- - - | de (7) peut étre compris comme une os-
cillation de Sttickelberg, résultant du couplage entre ces différents canaux.
L’article de revue de D’INCAO (2018) fournit une description détaillée de
ces différents chemins.

Notons qu’on trouve également dans la littérature la notation aén) pour

le maximum de la fonction sin®[- - -] intervenant dans (7). Chaque maxi-

(n)

mum ay, ~ est & mi-chemin (en coordonnées logarithmiques) entre deux

o e (n 1
minima successifs a|"” et a{"*"

aI(D”) — aS:L) V227 ~ oM,

La variation de C'(a) pour a > 0 est tracée en figure 5.

,etonadonc:

©)

1-4 Lien entre les deux c6tés de la résonance.

Dans le régime universel, on peut relier les points remarquables coté

a < 0, c’est-a-dire les valeurs seuils a(_") pour l'existence d'un trimere, et les
points remarquables coté a > 0, c’est-a-dire le croisement ‘dimere-trimere’
a{™, ou encore le minimum du taux de recombinaison a trois corps af).
Le résultat de BRAATEN & HAMMER (2006) [leurs équations (200) et (201)]

affiné par GOGOLIN, MORA et al. (2008) [leur équation (19)] donne :

o™

T~ -2131
al™

(10)

2. Nous repérons ici zz(f) par rapport a o' au lieu de o). En effet, quand on va au dela

de la limite de portée nulle et qu’on considére un potentiel réel de type van der Waals, la
branche du trimeére n = 0 ne croise pas la branche du dimere, ce qui entraine que le point

a,E‘O) est repoussé a l'infini (voir la discussion a la fin de §2-1).
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FIGURE 5. Coefficient normalisé de pertes par recombinaison a trois corps,
C(a) = L3/(3ha*/m), du cété a > 0 de la résonance. La valeur de a(f)
~4.5a™ ~ 020", oir o™ désigne le point de rencontre entre dimere et la
n-eme branche du trimére. Dans le modeéle qui conduit a cette prédiction, la recom-
binaison se fait uniquement vers le dimeére faiblement lié qui existe de ce coté-ci de
la résonance.

est

ce qui signifie que a'™ est en fait proche (en valeur absolue) de al" ™
(n)
a_ 1

On déduit de cette relation le lien entre a_ et a., qui sont les quantités les
plus facilement accessibles a partir de la mesure du taux de recombinaison
a trois corps entre atomes du gaz :

o
AOR.

(12)

Ces principales relations sont récapitulées sur la figure 6, extraite de XIE,
GRAATFF et al. (2020).
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FIGURE 6. Liens entre les cotés a < 0 et a > 0 pour les principales caractéris-
tiques de la physique d’Efimov. Figure extraite de X1E, GRAAFF ef al. (2020).

2 Observation des principales caractéristiques

2-1 Premiére observation sur le césium

Dans le domaine des gaz d’atomes froids, la premiere mise en évidence
claire d'un effet Efimov a été faite par KRAEMER, MARK et al. (2006). L'ex-
périence a été menée sur un gaz de césium préparé dans son état hyperfin 3
le plus bas |f = 3, my = 3) autour d"une résonance de Feshbach. L'atome
de césium se préte bien a ce type d’expériences pour deux raisons :

— La longueur de diffusion "de fond" aig, c’est-a-dire bien en dehors
d’une résonance [cf. cours 2020-21], est grande devant la portée Ryqw :
a ~ 2200 ap = 20 Ryqw, ce qui assure qu’on aura généralement affaire
a des résonances larges, pour lesquelles l'universalité liée a la descrip-

3. Rappelons que le noyau de 133Cs a un spin ¢ = 7/2 de sorte que le couplage hyperfin
avec le spin 1/2 de I’électron de valence donne naissance a deux états, f = 3 et f = 4.
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FIGURE 7. Prédiction théorique pour la longueur de diffusion a(B) d’'un gaz
de césium dans 'état |f = 3,my = 3), quand on ne prend en compte que les
couplages aux diméres de moment cinétique nul. Figure extraite de FERLAINO,
ZENESINI et al. 2011.

tion en terme de pseudo-potentiel sera assurée. Quand on prend seule-
ment en compte les interactions avec les états moléculaires de moment
cinétique nul, on arrive ainsi au diagramme a(B) de la figure 7.

— Le césium étant un élément lourd, les effets relativistes jouent un role
important dans la dynamique du couplage électronique. Cela ajoute
des couplages significatifs avec des états moléculaires de moment ci-
nétique non nul, et vient donc enrichir le diagramme a(B). Un zoom
sur la région de faible champ magnétique (marquée par le symbol I
en figure 7) est représenté en figure 8.

KRAEMER, MARK et al. (2006) ont étudié la variation du taux de re-
combinaison a trois corps en se plagant autour de B = 7.5G, ot a prend
des valeurs grandes en valeur absolue et négatives. Leur résultat princi-
pal est montré en figure 9. Pour les points a basse température (10 nK), on
constate une augmentation forte du taux de recombinaison a trois corps au
voisinage de al” = —872 (22) ag, correspondant au seuil d’apparition du
trimere d’Efimov fondamental. La ligne continue rouge de la figure 9 cor-
respond a un ajustement par la prédiction théorique (3) pour n = 0.10 (3).

Il est intéressant de comparer les propriétés du trimere observé par
KRAEMER, MARK et al. (2006) et celles du trimere fondamental Hez ob-
servé par SCHOLLKOPF & TOENNIES (1994) (voir chapitre précédent).
Comme montré par LEE, KOEHLER et al. (2007), ces deux trimeéres ont en
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FIGURE 8. Prédiction théorique pour la longueur de diffusion a(B) d’'un gaz de
césium dans l'état |f = 3, m; = 3), quand on ajoute les couplages aux dimeres
de moment cinétique non nul. L'axe des abscisses indique le champ magnétique
exprimé en Gauss. Figure extraite de FERLAINO, ZENESINI ef al. 2011.

commun le fait que leur branche énergétique, prolongée du codté des va-
leurs de a petites et positives, ne croise jamais la branche du dimere [voir
également BRUCH & SAWADA (1973) et YUDKIN, ELBAZ et al. (2020)]. De
ce point de vue, ni le trimere Hes, ni le trimere Cs; de KRAEMER, MARK
et al. (2006) ne satisfont I'ensemble des criteres que I'on peut imposer a
un édifice efimovien. En revanche, I'état observé par KRAEMER, MARK et
al. (2006) est indubitablement un état borroméen puisqu’il existe dans une
zone a < 0 pour laquelle il n’existe pas de dimeére dans un état faiblement
lié (il y a bien stir des dimeres Cs, fortement liés, mais c’est une autre phy-
sique). Par comparaison, rappelons que Hejs a été observé pour a > 0, donc
dans une zone ot le dimere He, faiblement 1ié existe : ce n’était donc pas
un état borroméen.

Signalons également que 1'expérience de KRAEMER, MARK et al. (2006)
a exploré de maniere continue une zone de champ magnétique conduisant
a des longueurs de diffusion de part et d’autre de a = 0. En plus du pic
remarquable montré en figure 9 obtenu pour a < 0, les auteurs ont égale-
ment observé des pics du c6té a > 0. Toutefois, il est important de signaler
qu’on ne s’attend pas dans ce cas a une relation universelle entre les deux
domaines. Ces relations universelles sont obtenues entre les zones a < 0 et
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FIGURE 9. Longueur de recombinaison a trois corps [définie en (6)] mesurée par
KRAEMER, MARK et al. (2006). Les carrés rouges (resp. triangles noirs) corres-
pondent a une température de 10 nK (resp. 200 nK). Figure adaptée de FERLAINO,
ZENESINI et al. 2011.

a > 0 encadrant une résonance a = +o00, pas un point d’annulation de a.

2-2  Connexion des régions a < 0 eta > 0

En 2009, plusieurs groupes expérimentaux ont annoncé avoir réussi a
connecter les deux domaines a > 0 et a < 0 situés autour d"une résonance
a = oo : KNOOP, FERLAINO et al. (2009), GROSS, SHOTAN et al. (2009),
Z ACCANTI, DEISSLER et al. (2009) et POLLACK, DRIES et al. (2009). Pour les
deux derniers cités, on pourra également consulter leur réanalyse partielle
des données dans ROY, LANDINI et al. (2013) et DYKE, POLLACK et al.
(2013).
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FIGURE 11. Taux de pertes a trois corps a travers une résonance de Feshbach pour

FIGURE 10. Longueur de diffusion et portée effective pour le résonance de Fesh- e )
un gaz de "Li. Figure extraite de GROSS, SHOTAN et al. (2009).

bach de "Li. Figure extraite de GROSS, SHOTAN et al. (2009).

en particulier un minimum prononcé de L3 autour de asrl) = 1160 ag,

Nous allons nous intéresser a 'expérience de GROSS, SHOTAN et al. s 17 B . S
correspondant a l'interférence destructive mentionnée en § 1-3.

(2009). Elle a été menée sur un gaz d’atomes de "Li (bosons) préparés dans
'état se connectant a |f = 1,m = 0) en champ nul (le niveau fondamental
de l'atome de "Li est clivé en deux sous-niveaux hyperfins f = let f =

Nous avions annoncé en § 1-4 le lien entre les deux c6tés de la résonance
avec pour une méme branche de trimere

2). Deux résonances de Feshbach a 846G et 894G entrent en jeu (figure o™ o™ A7

10), avec pour résultat une zone dans laquelle a diverge, tout en gardant oy = AT ou encore ﬁ = —?7 =—0.21. (13)

une valeur relativement faible pour la portée effective r. (résonance large). ay ay :

Cette configuration est donc bien adaptée a la recherche de l'universalité . . 0)

efimovienne. Le rapport entre les valeurs trouvées expérimentalement a_’ = —264ao
et aSLl) = 1160 ap conduit au rapport —0.23, proche de celui attendu si

Nous présentons sur la figure 11 le résultat obtenu par GROSS, SHOTAN
et al. (2009) pour la mesure du coefficient L3 de part et d’autre de la réso-
nance.

l'on suppose que les deux mesures portent sur deux trimeres consécutifs.
Comme 1’écrivent GROSS, SHOTAN et al. 2009 dans leur conclusion, "This
seems like an observation of the long hunted universal behavior of a three-body

— Coté a < 0 (correspondant aux grandes valeurs de B), L3 passe par observable in a physical system with resonantly enhanced two-body interactions"!

un maximum en o' = —264 (11) ag et un ajustement des mesures par
(3) donne n— = 0.236 (42). Ce résultat donne |a(_0)| ~ 8.5r., de sorte
que le régime universel est bien atteint. La température du gaz (1 uK)
ne permet pas d’observer la résonance suivante, attendue pour une
valeur 22.7 fois plus grande de |a|.

Indiquons également le résultat obtenu par ZACCANTI, DEISSLER et al.
(2009) et POLLACK, DRIES et al. (2009) apres la réanalyse mentionnée plus
haut et explicitée par NAIDON & ENDO (2017) :

— L’expérience de ZACCANTI, DEISSLER et al. (2009), menée sur 3K, a
conduit a a_ /a4 = —3.1(0.3) [valeur avant réanalyse —6.7 (0.6)].

— L’expérience de POLLACK, DRIES et al. (2009), menée sur "Li, a conduit
aa_/ay = —2.8(0.3) [valeur avant réanalyse —2.5 (0.6)].

— Coté a > 0 (correspondant aux petites valeurs de B), on observe le
début du comportement oscillant attendu pour L3 [cf. (7)]. On trouve

- page8 -
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Ces résultats sont notablement plus loin de la limite universelle, pro-
bablement en raison des effets liés a la portée effective r., qui était rela-
tivement grande dans ces expériences. On pourra consulter la discussion
approfondie de XIE, GRAAFF et al. (2020) pour plus de détails.

2-3 La suite géométrique d’Efimov

L’observation de deux résonances successives du méme codté de la ré-
sonance permet de tester directement le facteur d’échelle 22.7 de la théo-
rie d’Efimov. ZACCANTI, DEISSLER et al. (2009) et POLLACK, DRIES et al.
(2009) ont mené des premieres mesures pour tester cette loi sur les atomes
de 3K et "Li [voir également WILLIAMS, HAZLETT et al. 2009 pour I'obser-
vation d’un trimeére excité].

Nous décrirons ici une expérience plus récente menée a Innsbruck par
HUANG, SIDORENKOV et al. (2014) sur '33Cs. Dans cette expérience, un
soin particulier a été apporté a I’évaluation des effets de température finie
et a l'extrapolation des quantités mesurées a température nulle. L'expé-
rience a été menée sur une résonance de Feshbach a beaucoup plus haut
champ que celle utilisée par KRAEMER, MARK et al. (2006), aux alentours
de 800 G. Cette résonance large, couplée a une bon controle de la tempéra-
ture du gaz dans le domaine de quelques nanokelvins, permet d’atteindre
de grandes longueurs de diffusion, jusqu’a 10° ay.

Dans 'expérience de HUANG, SIDORENKOV et al. (2014), le gaz est pré-
paré au voisinage de la dégénérescence quantique dans un piege hybride
(magnétique + optique), a une température entre 7 et 10 nK. La taille de
I'état fondamental du piége est de ~ 5 um, a comparer a la taille attendue
pour le deuxieme trimere recherché ~ 1um :il y a assez de place pour ce
trimere, mais le suivant (de taille 22.7 fois plus grande) ne logerait pas dans
ce piege...

La figure 12 montre le résultat principal de HUANG, STDORENKOV et
al. (2014) avec un pic marqué du coefficient de perte a trois corps autour

de a = —17000ag. Le trimere fondamental avait été observé auparavant
par le méme groupe (BERNINGER, ZENESINI et al. 2011) et il se forme pour
a'” = —963 (11) ay, soit un rapport 17.71a ott 'universalité d’Efimov prédit
22.7.

page 9

4.0 T T T LI T T T T T T T

F m setA | 1
351 } e setB |
301 ++\ 4

-20 6 -1
L, (10% cm’s™)
[

RERA
gt

15} {L .
- \\..
1.0 s 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 h
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
-10%a,/ a

FIGURE 12. Observation du deuxieme trimere d'Efimov pour le césium autour
de 800 G. L’ajustement par un modéle théorique prenant en compte la température
non nulle du gaz conduit a oV = —20190 (1200) ay, soit a(_l)/a(_o) =21.0(1.3).
Ensemble A : T = 8.7nK, ensemble B : T' = 10.0 nK. Figure extraite de HUANG,
SIDORENKOV et al. (2014).

Cette déviation par rapport a la prédiction "universelle" d’Efimov peut
étre due (au moins en partie) a des effets liés a la température non nulle
du gaz. Pour la position a!” du trimere fondamental, les effets liés a la
température sont peu importants. Pour prédire la valeur seuil at! pour
le trimere suivant, HUANG, SIDORENKOV et al. (2014) ont utilisé le mo-
dele développé par REM, GRIER et al. (2013). IIs ont analysé leurs données

expérimentales en gardant la position a etla température comme para-
metres ajustables. L'ajustement a donné une température tres proche de
celle mesurée directement et fournit la valeur o) = —20190 (1200) ayg, soit
un facteur 21.0(1.3) au dessus de al?. Clest remarquablement proche de

la valeur universelle d’Efimov (1.3 o d’écart). Par ailleurs, on s’attend de
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toute facon a une déviation non négligeable par rapport a la loi d’échelle
pour les tout premiers trimeres n = 0 et n = 1, en particulier du fait des
effets de portée non nulle (SCHMIDT, RATH et al. 2012).

Pour terminer ce paragraphe, rappelons que cette suite géométrique efi-
movienne a également été mise en évidence dans des mélanges mM M :
I'expérience est alors moins contraignante car la raison de la suite géo-
métrique est considérablement réduite quand on va vers des rapports
m/M < 1 (voir chapitre 4).

2-4 Le croisement dimeére - trimére

Une caractéristique importante du diagramme énergétique du coté a >
0 de la résonance se situe en '™ quand l'énergie du trimere devient égale
a I'énergie du dimere (le troisieme atome étant quasiment au repos, infi-
niment loin du dimere). Si on part d’'un mélange atomes-dimeres, on s’at-
tend a ce que le taux de pertes Sap pour ce mélange soit maximal en un tel
point : lors d"une collision atom-dimere, les partenaires vont passer beau-
coup de temps au voisinage les uns des autres, ce qui favorise la transition
vers d’autres états plus profondément liés (figure 13). L'argument est le

méme que celui qui conduit & une augmentation du taux de pertes a trois
(n)

corps du coté a < 0 de la résonance aux points a

La premiere mise en évidence des pertes dans un mélange atomes-
dimeéres dues a cet effet a été publiée par KNOOP, FERLAINO et al. (2009).
Nous allons nous intéresser ici aux expériences plus récentes du groupe
de Boulder, décrites par CHAPURIN, XIE et al. (2019) et XIE, GRAAFF et al.
(2020), qui ont permis de vérifier l'universalité d’Efimov entre la valeur a.
et les autres points remarquables du diagramme énergétique.

X1E, GRAAFF et al. (2020) ont travaillé avec un gaz de 3K préparé dans
l'état hyperfin |f = 1, m; = —1) autour de B = 33.6 Gauss. Nous avons dé-
crit dans le cours 2020-21 les propriétés de la résonance de Fano-Feshbach
correspondante. Cette résonance a le mérite d’avoir une portée effective
assez petite (r. ~ 130 a¢ a résonance), ce qui permet d’augmenter la plage
d’universalité des effets efimoviens. CHAPURIN, XIE et al. (2019) avaient
étudié le coté a < 0 de cette résonance et trouvé a'” = —908 (11) ag et
n = 0.25(1) (figure 14).
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FIGURE 13. Collision inélastique atome-dimere assistée par la formation intermé-
diaire d’un état d’Efimov du coté a > 0 de la résonance. L'état initial fait intervenir
le dimere faiblement lié d'énergie —h? /ma® et I'état final contient un dimere for-
tement lié, non décrit dans le modele du pseudo-potentiel. Le taux de ce processus
est maximal pour a = al™, quand I'énergie du dimere faiblement lié coincide avec
celle du trimere d’Efimov.

Les diméres sont formés par "magnéto-association”, obtenue en traver-
sant rapidement la résonance de Fano-Feshbach vers le co6té a > 0. Le
nombre de dimeres peut ensuite décroitre par simple basculement de spin
d’un des atomes qui le composent, ce qui désintégre le dimére. Il peut éga-
lement diminuer sous l'effet des collisions avec les atomes, ce qui constitue
le processus intéressant, et qui conduit a I'évolution du nombre de dimeres
Np en présence d"une densité d’atomes p, selon la loi :

dNp
dt
Le taux Sap qui décrit ce processus est tracé en figure 15, avec un ajuste-

ment selon la loi proposée par BRAATEN & HAMMER (2007b) [voir aussi
BRAATEN & HAMMER (2009) et HELFRICH & HAMMER (2009)] :

= —fap pa Np. (14)

sinh(2n) ha

sin? [so In(a/ax )] + sinh?(n) m (15)

Bap =

La structure de ce terme est trés voisine de celle proposée en (3) pour la re-
combinaison a trois corps; c’est logique puisque ces deux termes décrivent
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FIGURE 14. Taux de relaxation a trois corps dans un gaz de 3°K coté a < 0
pour la résonance de Fano-Feshbach située autour de B = 33.6 Gauss. On trouve
a_ = —908 (11) ao. Figure extraite de CHAPURIN, XIE et al. (2019).

la méme physique, avec la formation d’édifices fortement liés, non précisés
dans le modele et décrits par le parametre 1.

Le résultat de 1’analyse de XIE, GRAAFF et al. (2020), extrapolé a tem-
pérature nulle, donne all) =884 (14) ag et n = 0.28 (2). Les mémes auteurs
ont également mesuré le taux de recombinaison a trois corps L3 (donc sans
dimere) co6té a > 0 et ont obtenu l'oscillation presque sinusoidale (apres di-
vision de L3 par a*) montrée en figure 16, comme attendu d’apres (7). On
en déduit la position du premier minimum a(f) = 246 (6) ag et du premier
maximum a') = 876 (28) a

P = 0-

Récapitulons I'ensemble des résultats obtenus par CHAPURIN, XIE et al.
(2019) et X1E, GRAAFF et al. (2020) (en unité de ag) :

oV =246 o» =876 oV =884 ¥ =—908  (16)

Cet ensemble constitue un test remarquable de l'universalité d’Efimov

Bap (cm?®/s)

a

Qg

108+ ' ' E
(b)
g
i gy
¢ 62(3)nK 1l 1w
= 105(4) nK $--52
218(13) nK 1
° 213(12) nK |
------- mc-vdW 62nK ]
1000 100

)

FIGURE 15. Taux de pertes a deux corps (atomes-dimeres) au voisinage de a,
dans un gaz de *°K. Figure extraite de X1E, GRAAFF et al. (2020).

avec les différents rapports

(1)
s 884
— = ——=-0.97 Valeur attendue : — 1.065 17)
o® —908
(0)
ap 876
— = ——— = —0.96 Val ttendue: — 1 18
2O~ 008 aleur attendue (18)
(0)
876
% =— =23.56 Valeur attendue : 4.76 (19)
o0 246
Notons que pour la derniére équation, la valeur relativement petite de af)

(comparée a la portée effective r.) rend problématique 'atteinte de la va-
leur universelle, ce qui peut expliquer la déviation attendue.
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FIGURE 16. Taux de pertes a trois corps dans un gaz de 3°K coté a > 0. Figure
extraite de X1E, GRAAFF et al. (2020).

3 Le parametre a trois corps

3-1 Une coincidence surprenante?

Dans I'approche que nous avons présentée ici, basée sur une interaction
de portée nulle, le parametre a trois corps Ry est un parametre ad hoc, sans
lien avec les autres quantités physiques du probleme. On s’attendait initia-
lement a ce qu’il en aille de méme pour l'interaction de van der Waals qui
est en jeu dans les gaz d’atomes froids. Ce fut donc une surprise quand,
apres avoir compilé les valeurs expérimentales de R, pour différentes ré-
sonances de Fano-Feshbach d’'une espece atomique donnée — le césium —
(GROSS, SHOTAN et al. 2010; BERNINGER, ZENESINI et al. 2011) ainsi que
pour différentes especes atomiques, on a constaté que ces valeurs étaient
étroitement liées a la longueur de van der Waals

1/ mCs\"*
RvdW_< 6) .

2\ 20
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FIGURE 17. Valeurs du rapport a@/ Ryaw pour le premier trimére d’Efimov
pour différentes espéces atomiques, en fonction de la largeur s,.s de la résonance
de Fano—Feshbach. La zone grise correspond a al” /Ryvaw = —9.7 £ 1.5. Figure
extraite de CHAPURIN, XIE et al. (2019).

Par exemple, si on s’intéresse au pic a'” du taux de recombinaison a trois
corps du coté a < 0 de la résonance, on constate que la position de ce pic
semble "verrouillée" autour de —10 R,qw avec quelques exceptions notam-
ment du c6té des résonances de Fano—Feshbach trés étroites (voir la figure

17 pour plus de détails).

Pour éclaircir la situation sur le plan théorique, WANG, D’INCAO et al.

(2012) ont étudié le comportement de ce rapport at” /Rvaw pour différents
potentiels a deux corps en variant a chaque fois le nombre d’états liés dans
ces potentiels [voir aussi MESTROM, WANG et al. (2017)]. Leurs résultats
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FIGURE 18. Valeurs du rapport al? /Ryaw pour le premier trimere d’Efimov
calculé pour différents potentiels d’interaction a deux corps. Figure extraite de
WANG, D'INCAO et al. (2012).

sont indiqués en figure 18; ils ont été obtenus pour :

Cs C
Vi) = —766 77122 Cha = N\5Cq (1)
Vi(r) = —% exp (—)\6/7"6) (22)
, C
VBL () = Bu® (s — 1) — o (r —rus) (23)

76

Ces potentiels ont tous un comportement en r~% a grande distance* et

zn

conduisent au "tir groupé" observé expérimentalement al” ~ —10 Ryqw.
Le quatrieme potentiel utilisé en figure 18, Vi (r), décroit exponentielle-
ment vite & 'infini et nous ne le discuterons pas ici.

4. Pour le potentiel de van der Waals avec cceur dur VB, () ("hs"=hard sphere), les para-
metres sont ajustés pour travailler au seuil d’apparition du premier état lié.
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Le lien trouvé entre le parametre a trois corps et Ryqw n’est donc pas
fortuit : on le retrouve théoriquement et il s’agit maintenant de comprendre
son origine physique.

3-2 L’approche hypersphérique

Pour comprendre l'origine de ce lien entre parametre a trois corps et
Ryqw, nous allons revenir sur la démarche décrite au chapitre précédent
pour traiter le probleme a trois corps. Une fois le passage dans le réfé-
rentiel du centre de masse effectué, le probleme est décrit par 6 variables,
I’hyperrayon R avec

R? =

(T%Q + 755 + 7":?1) (24)

[ )

et 5 angles :
— les 2 angles o (Delves) et 8 (Jacobi) qui déterminent la forme du tri-
angle (2 une homothétie pres),
— les 3 angles d’Euler qui déterminent I’orientation du triangle dans 'es-
pace.

Dans ce qui suit, nous noterons €2 le quintuplet formé par ces cinq angles,
une configuration donnée du triangle dans le référentiel du laboratoire
étant donc définie par (R, Q).

L'approche hypersphérique prend pour point de départ 1'équation de
Schrédinger mise sous la forme (D’INCAO, GREENE et al. 2009) :

82
“ore T

mE

Hang(Q;R)| ®(R, Q) = EB(R, Q) avec E=—5 (25

ott 'opérateur H,,¢(Q; R) fait intervenir des dérivées par rapport aux cinq
angles de Q2 (opérateur de moment cinétique généralisé), et contient égale-
ment les potentiels d’interaction entre les trois particules. L'hyperrayon R
joue le role de parametre dans H.,..(Q; R) : cet opérateur est local en R et
ne contient pas de dérivées par rapport a RR.

On commence par résoudre le probleme aux valeurs propres pour ’hy-
perangle Q a R fixé et on trouve ainsi une série de fonctions propres et de



CHAPITRE 6 : L’EFFET EFIMOV EXPLORE AVEC DES GAZ D’ ATOMES FROIDS

§3. Le parametre a trois corps

valeurs propres paramétrées par R :

Hang (2 R)Fy(Q; R) = €;(R) F;(; R), (26)

Pour tout R, ces fonctions F; forment une base orthonormée des fonctions
de Q avec

ERIE®) = [ F@R @R Ee=5, @)
Une fois cette premiére étape effectuée, on cherche la solution de 1’équation
initiale (25) sous la forme générale :

(R, Q) = Z ¢;(R) Fj(Q: R), (28)

ou les fonctions ¢;(R) sont a ce stade inconnues. Pour les déterminer, on
injecte cette forme dans (25) et on projette le résultat sur un ¢, particulier
pour trouver :

d?e;
- R G(RIO(R) + ] = Eau(R). 29)
Dans cette expression, le terme [- - - | apparait du fait de la dépendance en

R des fonctions F;(Q2; R) ; on trouve plus précisément, avec la notation uti-
lisée en (27) :

] = =23 S RIoRE) - S 6, (RUEIGRE)  (30)

L’approche la plus simple consiste a négliger completement le terme
[...]. Cela correspond a l'approximation de Born-Oppenheimer en phy-
sique moléculaire et c’est également ce que nous avons présenté au cha-
pitre 5, §4.1 : le potentiel hypersphérique que nous avions alors introduit,
[s2(R) — 1/4]/ R?, n’était autre que le terme ¢;(R) qui apparait dans (29).

A T'inverse, si on garde le systeme infini d’équations couplées pour les
¢;, on a une description exacte du probleme. En pratique, elle sera d’autant
meilleure que la troncature de ce systéme se fera pour un indice j élevé.

Une solution intermédiaire qui va nous guider ici consiste a ne garder
qu'une seule fonction inconnue ¢; tout en prenant en compte les correc-
tions provenant de la dépendance en R de F;(92; R) dans (30). Apres un
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calcul relativement simple [voir par exemple DALIBARD, GERBIER et al.
(2011) ou le cours 2013-14, chap.3, §4], on arrive a la forme simple sui-
vante pour 1'équation vérifiée par 1; :

2
{ [1(5% - .A,;(R)] +€(R) + Vi(R)} ¢i(R) = € ¢i(R) @31)
ot l'on a fait apparaitre deux potentiels géométriques A; et V; :
Ai(R) = (F(R)|OrFy(R))  Vi(R) =) _[(0rFy(R)IF(RDP | (32)

J#i

Si la variable R évoluait dans un espace de dimension supérieure a 1, le
potentiel A; serait un "potentiel vecteur" et décrirait une possible phase
de Berry. Pour le probléme qui nous intéresse ici, ou la variable R est
unidimensionnelle, A; ne joue pas de rdle significatif et peut d’ailleurs
étre éliminé par un changement de jauge pour la fonction ¢;, en posant
bi(R) = ¢i(R)e x(®) avec y(R) = fOR Ai(R')dR'. En revanche, le "poten-
tiel scalaire" V;(R) va jouer un role important. Notons tout de suite qu’il
est toujours positif et d’autant plus grand que l'état angulaire |¢;(R)) varie
vite avec R.

3-3 Emergence d’un cceur dur en ~ 2R qw

Pour apprécier de maniére quantitative le role du potentiel géométrique
défini au paragraphe précédent, il est intéressant d’examiner les résultats
de WANG, D’INCAO et al. (2012) déja cités, ainsi que ceux de NAIDON,
ENDO et al. (2014) [avec leur erratum NAIDON, ENDO et al. (2021)]. Ces
auteurs ont considéré deux types de potentiels a deux corps

Cs Cs Cro

——2 et e
76 + o6 76 2

Veott (1) = Vii(r) = (33)
Pour Cg fixé, ils ont fait varier le nombre d’états liés en changeant o ou C12,
puis calculé le potentiel total résultant W;(R) = ¢;(R)+ V;(R) pour le canal
de plus basse énergie i = 0. Le calcul a été fait a dans le cas unitaire (a = co)
pour lequel le potentiel adiabatique eo(R) est égal a —(|so|? +1/4)/R? sila

portée du potentiel a deux corps peut étre négligée.
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FIGURE 19. Potentiel total W;(R) = €;(R) + V;(R) pour le canal i = 0. Le
calcul est fait a I'unitarité, c’est-a-dire pour a = oo. Figures extraites de WANG,
D’INCAO et al. (2012) (haut) et NAIDON, ENDO et al. (2014) (bas).
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Le résultat tracé sur la figure 19 est frappant. Des que le nombre d’états
liés dépasse 3, la forme de W;(R) devient quasiment indépendante de ce
nombre d’états liés et donc de la profondeur du potentiel a deux corps V (r)
originel. Plus précisément :

— Pour R 2 10R.qw, on retrouve le potentiel d’Efimov déterminé au
chapitre précédent pour une portée nulle, —(|so|? + 1/4)/R>.

— Pour 2R,qw 2 R 2 10R,aw, le potentiel W;(R) est significativement
plus profond que le potentiel d’Efimov pour une portée nulle.

— Pour R =~ 2R,qw, un coeur dur émerge et cela méme si le potentiel &
deux corps de départ V (r) est strictement monotone, comme c’est le
cas pour Vo (7).

II ne reste plus qu’a comprendre pourquoi le potentiel Wy (R) fait ap-
paraitre ce quasi coeur dur a courte distance. L'explication de WANG,
D’INCAO et al. (2012) et NAIDON, ENDO et al. (2014) repose sur la forme

optimale du trimere en fonction de I'hyperrayon R :

— Quand R > R,qw, la forme optimale est la méme que pour un po-
tentiel de portée nulle : c’est un triangle allongé avec deux particules
proches 'une de 'autre et la troisieme beaucoup plus loin.

— Quand I'hyperrayon devient de I'ordre de quelques R,aw, la forme
optimale du triangle est plus proche d’un triangle équilatéral. En effet,
la forme allongée impliquerait d’avoir deux particules a une distance
< Ryaw, ce qui est peu probable quand on regarde la solution du
probleme a deux corps indiquée sur la figure 20 [voir également le
cours 2021, chapitre 4, §4].

La forme du triangle varie donc rapidement au voisinage R ~ 2R,qw, ce
qui crée un potentiel géométrique scalaire Vy(R) important [cf. (32)].

Notons que cette explication repose sur une analyse d"un potentiel bi-
naire a un canal. Dans les expériences menées sur les gaz d’atomes froids,
on utilise des résonances de Fano-Feshbach pour approcher la situation
a = oo et les parametres de la résonance, comme sa largeur et la lon-
gueur d’onde de fond (background scattering length), peuvent jouer un role
significatif. On pourra consulter SCHMIDT, RATH et al. (2012), WANG &
JULIENNE (2014) et LANGMACK, SCHMIDT et al. (2018) pour un traitement
détaillé dans ce cas.

Le cas des résonances de Feshbach étroites est particulier du fait de la
portée effective > R,qw qui apparait dans le probleme (PETROV 2004). Le
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K | - Le travail original d’"EFIMOV (1970) portait sur trois bosons identiques
S 06 . B 3 en interaction résonante et c’est sur ce cas que nous nous sommes concen-
2 04 Helium (n=1) 150 = trés dans ces deux derniers chapitres. Pour conclure cette présentation,
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S B 2, nous allons maintenant passer en revue quelques situations différentes, par
< 02 Lennard-Jones (115=1...,.10) 4, la nature statistique ou par le nombre de particules en jeu. Compte tenu de
E 0. 0 § la place impartie, notre discussion sera forcément parcellaire et nous ren-
',c.: &3 voyons les lecteurs intéressés vers NAIDON & ENDO (2017) qui présentent
S s en détail de nombreux prolongements au probleme d’Efimov.
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FIGURE 20. Densité de probabilité pour la fonction d’onde a deux corps d’énergie
nulle pour les différents potentiels donnés en (33). Des qu’il y a plusieurs états liés
pour ces potentiels, la probabilité pour trouver les deux atomes a une distance infé-
rieure a Ryqw devient treés faible. Les lignes en traits fins indiquent les potentiels
utilisés pour le calcul. Le calcul est fait pour a = oo. Figure extraite de NAIDON,
ENDO et al. (2014).

recours a un parametre a trois corps pour régulariser la situation n’est alors
plus nécessaire et GOGOLIN, MORA et al. (2008) ont pu fournir une solu-
tion analytique au probléme a trois corps dans ce cas [voir aussi CASTIN
& TIGNONE (2011), ENDO & CASTIN (2016), SECKER, AHMED-BRAUN et
al. (2021) et KRAATS, AHMED-BRAUN et al. (2022) et refs. in]. Plusieurs
expériences récentes ont été menées dans ce régime, parmi lesquelles
JOHANSEN, DESALVO et al. (2017), YUDKIN, ELBAZ et al. (2019), XIE,
GRAATFF et al. (2020), LI, YUDKIN et al. (2022) et ETRYCH, MARTIROSYAN
et al. (2022).
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Commencons par le cas simple ot1 I'on remplace les trois bosons iden-
tiques de 'effet Efimov par trois fermions polarisés. Il n’y a alors plus d’in-
teraction binaire en onde s et il faut se tourner vers les interactions binaires
enonde p (¢ = 1) pour lesquelles I'amplitude de diffusion f; (k) s’écrit [voir
le cours 2020-21, chap. 3, §2.3] :

1 1 +/<;e e
— R -+ — — ik,
fi(k)

kv 2
ol v est le volume de diffusion et k. un terme de portée effective (toujours
négatif au voisinage de la résonance). La transposition de |a| = oo pour une
résonance en onde s correspond alors a un volume de diffusion v infini. Un
état faiblement lié du dimere apparait du coté v > 0 de la résonance.

(34)

Ce probleme a été étudié par JONA-LASINIO, PRICOUPENKO et al.
(2008) [voir aussi LEVINSEN, COOPER et al. (2008) et BRAATEN, HAGEN
et al. (2012)]. Ces auteurs ont montré que pour le canal de moment ciné-
tique 1, il pouvait exister deux trimeres liés, un de chaque parité, pour v
choisi suffisamment proche de la résonance v = co. Ces trimeéres peuvent
étre de nature borroméenne, c’est-a-dire exister pour des valeurs grandes
et négatives du volume de diffusion, pour lesquelles il n'y a pas d’état fai-
blement lié & deux corps. La position de ces triméres est universelle dans la
mesure ol elle ne dépend que des parametres du probleme a deux corps,
en l'occurrence les valeurs de v, k. et de la portée b du potentiel (figure 21).
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(b)

0.75

FIGURE 21. Nombre d’onde q définissant 1'énergie du trimere —h?q* /m formé a
partir de trois fermions identiques. La portée effective est notée ici « = —k. /2. Le
parametre b désigne la portée du potentiel, obtenu ici par une modélisation d'une
résonance de Fano—Feshbach avec un couplage gaussien entre le canal ouvert et
le canal fermé. Figure de gauche (resp. droite) : parité positive (resp. négative).
Ligne noire continue : v = oc. ligne tiretée bleue : v = +10%b3, ligne tiretée
rougeforange : v = 10363, ligne tiretée verte : v = £102b3. Figures extraites de
JONA-LASINIO, PRICOUPENKO et al. (2008).

Il n’y a donc pas d’effet Efimov dans ce cas, c’est-a-dire pas d’émer-
gence d’'une série infinie d’états liés a trois corps au seuil de formation
du dimere. Par ailleurs, il n’est pas nécessaire d’introduire un parametre
a trois corps pour décrire 'énergie des deux trimeres universels mention-
nés ci-dessus. Ce probleme a été repris récemment par CHEN & GREENE
(2022), qui ont confirmé les conclusions de JONA-LASINIO, PRICOUPENKO
et al. (2008) pour des potentiels de type Lennard-Jones —r~—6 + r—12,

4-2 Trois particules discernables

Quand on considere trois particules discernables, la fonction d’'onde n’a
pas a étre symétrisée ou antisymétrisée, ce qui relache une contrainte pré-
sente pour des particules indiscernables. Pour une méme force des inter-
actions, 'énergie de 1’état fondamental du systeme a trois particules dis-
cernables est donc forcément inférieure ou égale a celle calculée pour des
bosons ou des fermions.

a>0

A+A+A+A 1/a

>
>

D+A+A

D+D

FIGURE 22. Les deux branches de tétrameéres universels attachées a chaque
branche de trimere d’Efimov. Figure extraite de FERLAINO, KNOOP et al. (2009).

Si les trois interactions en onde s sont résonantes (|a;;| = 00) et les trois
masses égales, on retrouve en fait le méme résultat que pour trois bosons
identiques du fait de la symétrie du systeme. On a en particulier le para-
metre d’échelle \ = e™/1%0l ~ 22.7 avec |so| = 1.00624.

Si deux interactions sont résonantes et la troisieme nulle, par exemple
|a12| = |a13] = 400 et agz = 0, on retrouve formellement le cas mM M étu-
dié aux chapitres 3 et 4. Si la relation m < M n’est pas vérifiée, I’approche
de Born—-Oppenheimer n’est plus valable mais un traitement similaire a
celui adopté dans le chapitre 5 reste possible. On retrouve alors un effet
Efimov, avec un paramétre d’échelle A = e™/I*0| ~ 2000 avec |so| = 0.414
(NAIDON & ENDO 2017). La trés grande valeur de ce parametre A rend
difficile toute vérification expérimentale.

4-3 Quatre bosons identiques

Nous continuons notre discussion par le cas de quatre bosons iden-
tiques, de spin nul ou polarisés. La aussi, la premiére question qui se pose
est celle d'un véritable effet Efimov a quatre corps, c’est-a-dire I'existence

d’une infinité d’états liés de tétrameres au seuil d’apparition a” du pre-

pagel7 -
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FIGURE 23. Décroissance du nombre d’atomes de césium au voisinage du seuil
d’apparition du premier trimére d’Efimov. Ligne tiretée (pointillée) : pertes a trois
(quatre) corps uniquement. Ligne continue : prédiction déduite de (36). Figure
extraite de FERLAINO, KNOOP et al. (2009).

mier trimere d’Efimov, coté a < 0. Cette question a en fait été abordée tres
peu de temps apres la publication d’Efimov par AMADO & GREENWOOD
(1973) et la réponse est négative.

Ce résultat ne clot malgré tout pas compléetement la question. Sans
qu'une série efimovienne de tétrameres existe, il peut y avoir un ou
quelques tétrameres attachés a chaque trimere d’Efimov. Il s’agit d'un édi-
fice a quatre particules, d’énergie négative et inférieure a 1’énergie du tri-
mere. La prédiction de tels tétrameres "universels" a été faite par HAMMER
& PLATTER (2007), puis affinée par STECHER, D’INCAO et al. (2009). Il y
a deux branches de tétrameres attachées a chaque branche de trimeres (fi-
gure 22). Ces tétrameres sont qualifiés d'universels car une fois la position
du trimeére connue, leur énergie peut étre calculée sans nécessiter 1'intro-
duction d’un parametre a quatre corps®.

Ces tétrameres ont une nature borroméenne, dans le sens qu’ils peuvent
exister pour une longueur de diffusion inférieure en valeur absolue a la

longueur de diffusion at™ (négative) pour laquelle le trimere apparait. La

5. Cette affirmation nécessite quelques précautions pour le trimére fondamental, car les
tétrameres correspondants ont une taille plus petite que lui et peuvent donc étre sensibles a
la physique a courte portée [voir NAIDON & ENDO (2017) ].
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prédiction de STECHER, D’INCAO et al. (2009) est

al) =0.43a" al%) =0.90a” (35)

L’existence de ces tétrameres a été confirmée par FERLAINO, KNOOP et
al. (2009) dans une expérience qui tire précisément parti de cette nature
borroméenne. Les chercheurs d'Innsbruck ont étudié les pertes d’atomes
dans un piege de césium au voisinage du seuil d’apparition a” = —870a,
du trimere. Ils ont observés deux valeurs de a pour lesquelles les pertes
s’expliquaient par la somme d’une loi a trois corps et d'une loi a quatre
corps (figure 23) :

N
N = —LSPQ - L4P3 (36)
Les valeurs trouvées pour ai%)l et ai%; sont en bon accord avec la prédiction

(35) [coefficients mesurés : 0.47 et 0.84].

4-4 N; fermions identiques et une autre particule

Le systeme mM MM, c’est-a-dire Ny = 3 fermions identiques et une
autre particule, ainsi que sa généralisation a Ny = 4, sont les seuls systémes
connus ® qui présentent un véritable effet Efimov. Le cas N; = 3 a été étudié
par CASTIN, MORA et al. (2010) et le cas Ny = 4 par BAZAK & PETROV
2017.

La question que nous abordons dans ce paragraphe peut se formuler de
la maniére suivante : combien de fermions polarisés de masse M peuvent
étre liés par interaction avec une unique particule légere de masse m <
M ? Pour commencer, rappelons le résultat important obtenu aux chapitres
3 et 4 pour le cas Ny = 2. Nous avons considéré le systeme a trois corps
mM M pour une interaction de portée nulle avec |a| = +o0 et indiqué que
(KARTAVTSEV & MALYKH 2007) :

— un effet Efimov peut se produire quand M/m > 13.607;

— pour 8.173 < M/m < 13.607, il existe cdté ¢ > 0 un (ou deux) tri-
meres "universels", dont ’énergie ne dépend pas d'un parametre a
trois corps.

6. En particulier, le systeme mM M M avec M bosonique ne présente pas cette propriété
(ADHIKARI & FONSECA 1981). Il en va de méme pour le systeme a quatre fermions mmM M
(ENDO & CASTIN 2015).
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Pour étudier le probleme mAM MM, donc avec un fermion M supplé-
mentaire, CASTIN, MORA et al. (2010) se sont placés eux aussi a 1'unitarité
pour une interaction binaire mM de portée nulle. Les interactions M M
entre deux fermions identiques sont supposées négligeables (il ne pourrait
s’agir que d’interactions en ondes impaires, a priori faibles a basse tempé-
rature). On considére donc I’'hamiltonien purement cinétique

4 B2
T 2
H**;mivi

avec les conditions aux limites de Bethe-Peierls aux points ou1 la particule
légere m vient au contact d'un des fermions M. La question est de savoir si
cet hamiltonien admet des états d’énergie négative dans lesquels les trois
particules lourdes sont liées ensemble par la particule légere.

(37)

Comme pour le probléme a trois corps, il est utile pour un probleme a
N corps (avec ici N = Ny + 1) d’isoler d’abord les 3 variables du centre
de masse (que 'on prendra au repos dans ce qui suit), puis de séparer les
d = 3N — 3 variables restantes en

— une variable R, I'hyperrayon, donnant 1’échelle de longueur du pro-
bleme;

— d — 1 = 3N — 4 hyperang]les, notés collectivement €2, définissant 1’ar-
rangement spatial des IV corps (a une homothétie pres) et 1’orientation
de cet arrangement dans 1’espace.

L'expression générale de 1'opérateur énergie cinétique en dimension
d peut s’écrire en fonction de ces variables (voir par exemple GREENE,
GIANNAKEAS et al. (2017)) :

hQ

A 2
H=Tg+ WAQ (38)
ol I'opérateur énergie cinétique radiale est :
. B> (0% d-10
Tpr=——\| 755 +—55 55 39
T om, <8R2 TR aR) (39)

et ot Aq est I'opérateur "grand moment cinétique” pour le systeme de
dimension d. Cet opérateur fait intervenir les hyperangles et les dérivées
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d’ordre 1 et 2 par rapport a ces angles’, mais pas I'hyperrayon R.

Notons que la définition précise du couple "hyperrayon — masse ré-
duite" varie selon les auteurs par des facteurs numériques d’ordre unité.
Dans ce qui suit, nous ne rentrerons pas dans des calculs quantitatifs et
nous n‘aurons donc pas besoin de spécifier ce choix. On pourra consul-
ter par exemple GREENE, GTANNAKEAS et al. (2017) pour une construction
explicite des hyperangles, de I'hyperrayon et de la masse réduite associée.

En regle générale, quand a n’est pas infinie ou nulle, les conditions aux
limites de Bethe-Peierls couplent hyperrayon et hyperangles, ce qui rend
le probleme particulierement complexe. Dans le cas |a| = 400 (ou dans
le cas sans interaction a = 0), les conditions aux limites de Bethe-Peierls
ne font intervenir que les hyperangles. C’est une signature de l'invariance
d’échelle du systeme déja mentionnée plusieurs fois dans les chapitres pré-
cédents : il n’y a aucune échelle de longueur a mettre en rapport avec R
pour obtenir une équation sans dimension. C’est ainsi que pour le pro-
bleme a trois corps, nous avons abouti au chapitre 5 a I'équation tradui-
sant ces conditions aux limites pour la partie angulaire F'(«) de la fonction
d’onde :

F(%)=0. (41)

dF 8
la| = +o0 : [

P + —
da:|o¢~>0 \/g

Le traitement de CASTIN, MORA et al. (2010) part donc du fait que I'on
peut chercher alors les états propres de H sous une forme factorisée :

() e
WF(Q) avec pour N =4 : ——=4

T
3

(R, Q) = (42)
Il faut dans un premier temps résoudre le probléeme aux valeurs propres
pour la partie angulaire F'(£2) en prenant en compte les conditions aux
limites de Bethe-Peierls :

ALF(Q) = AF(). (43)

7. Par exemple, en dimension d = 3, on a l'expression bien connue en fonction de 1’angle
polaire 6 et I'angle azimuthal ¢ :

R 7 1 8 . 8 1 82

A= - = Tl -7
h2 sin096° " 90  sin20 92

(40)
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(2+1)

Efimov M/m

8.173 13.607

(3+1)

Efim M/m

8.862 13.384

(4+1)

Efim M/m

9.672 13.279

FIGURE 24. Les états liés possibles de Ny fermions de masse M en interaction
binaire résonante avec une particule de masse m (Ny = 2,3, 4). Ces données sont
extraites de KARTAVTSEV & MALYKH (2007), CASTIN, MORA et al. (2010),
BAZAK & PETROV (2017) et BAZAK (2020). L'échelle de I'axe M /m n’est pas
linéaire. Il n'y a pas d’effet Efimov pour Ny = 5 ou 6 (BAZAK 2020).

Une fois cette étape (délicate!) franchie, I’équation radiale s’écrit simple-
ment

d2¢  s2—1/4
~ Gt 9(R) = co(R) (44)
ot [cf. Eq. (C-13) de WERNER & CASTIN (2006)]
2 1 2
s :’\+Z(d_2> (45)

est un nombre dépendant de M /m, mais indépendant de R, et ot1 on a posé
€ =2m.E/R%.

Nous nous retrouvons alors en terrain familier : si des valeurs négatives
de s? sont possibles, un effet Efimov apparaitra. Le résultat de CASTIN,
MORA et al. (2010) pour N = Ny + 1 = 4 est qu’effectivement, cet effet
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peut se produire quand

M
13.384 < — (46)
m

Cette condition est (légeérement) moins contraignante que celle trouvée
pour le probleme mAM M. 1l existe donc un intervalle de valeurs de M /m,
[13.384,13.607], sur lequel le probleme & quatre corps est Efimovien alors
que celui a trois corps ne l’est pas (voir la figure 24). Pour M/m > 13.607,
il est difficile d’énoncer des résultats généraux sur le probleme (3+ 1) dans
la mesure ot1 la résolution du probléme Efimovien (2 + 1) nécessite I'intro-
duction d"un parametre a trois corps non universel. Nous avons représenté
cette zone en violet sur la figure 24.

On peut également chercher un tétramere universel pour des valeurs de
M /m plus faibles, similaire au(x) trimere(s) universel(s) de KARTAVTSEV
& MALYKH (2007). Un tel tétramere existe effectivement sur l'intervalle
[8.862, 13.384] (BLUME 2012; BAZAK 2020).

Comme nous I’avons annoncé en introduction de ce paragraphe, le pro-
bleme (4 + 1), c’est-a-dire Ny = 4 fermions de masse m et une particule
lourde de masse M, conduit lui aussi a une effet Efimov original avec la for-
mation de pentameres, dans un (petit) domaine de valeurs de M /m pour
lequel il n’y a pas de trimeres d’Efimov, ni de tétrameres d’Efimov (BAZAK
& PETROV 2017). En revanche, on peut montrer qu’il n’existe pas d’états
d’Efimov pour les systémes (5 + 1) et (6 + 1) (BAZAK 2020). Ces résultats
sont eux aussi résumés sur la figure 24.
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