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Le but de ce cours

On considère trois particules identiques interagissant 
deux à deux avec un potentiel de courte portée

Peut-on former un édifice lié à trois corps ?

Efimov 1970, 1971

m
m

m

Réponse : oui, il peut exister des états liés à trois corps, même s’il n’y a pas d’état lié à deux corps

Il peut même y avoir une infinité d’états liés à trois corps, si l’interaction à deux corps est résonnante

Emergence d’un potentiel en  −
1

R2
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Le résultat d’Efimov

Interaction à deux corps caractérisée par la longueur de diffusion  a
On suppose que  est grande devant la portée du potentiel à deux corps   (limite )a b b → 0

Structure du résultat proche de celle 
trouvée pour le problème mMM

… mais le facteur d’échelle est 
maintenant imposé

On remplace  avec 

  

par , soit 

λ = eπ/|s0|

|s0 | = ( M
2m

Ω2 −
1
4 )

1/2

λ ≈ 22.7 λ2 ≈ 515

 E

1/a

a < 0 a > 0
a = ± ∞

trimère n

trimère n + 1 Edimère

a × 22.7

E/(22.7)2
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Vérifications expérimentales

Espoir initial d’Efimov : physique nucléaire

Par exemple :      α + α + α ⇌ 12C*

mais la limite de portée faible   n’est pas atteinte dans ce casb ≪ a

Physique atomique :

• Atomes d’hélium (1994-2015) : He + He + He ⇌ He3

• Gaz d’atomes refroidis par laser (2006-…) : Cs, Li, K, …
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1.

Paramétrisation de l’espace

Comment écrire le plus simplement possible :

• l’équation de Schrödinger pour les trois corps

• la condition aux limites prenant en compte les interactions binaires
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Les variables du problème

r1

r2

Pour le problème à deux corps, on a la séparation usuelle

{r1, r2} ⟶ {R12, r12}
R12 =

1
2 (r1 + r2)

r12 = r1 − r2

r1

r2

r3

Pour le problème à trois corps :

• Centre de masse : R123 =
1
3 (r1 + r2 + r3)

• Six autres variables à choisir judicieusement



Le pseudo-potentiel pour le problème à trois corps

Interaction prise en compte par les conditions aux limites de Bethe-Peierls

r12 → 0 : Ψ(r1, r2, r3) = ( 1
r12

−
1
a ) Φ(R12, r3) + 𝒪(r12)

1 2

3

On impose le comportement suivant quand deux particules s’approchent l’une de l’autre :

• On impose à  de diverger comme  quand Ψ (rij)−1 rij → 0

• Les coefficients de  et de   sont dans le rapport (rij)−1 (rij)0 −
1
a

L’hamiltonien est alors purement cinétique et il faut résoudre : −
ℏ2

2m

3

∑
j=1

∇2
rj

Ψ = E Ψ

Hamiltonien simple : la difficulté est reportée sur la prise en compte de la condition aux limites
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Les coordonnées de Jacobi

r1

r2

r3

R123 =
1
3 (r1 + r2 + r3)

• Un système de coordonnées possible (parmi 3)

• L’opérateur Laplacien pour ces coordonnées

• L’équation de Schrödinger

{r1, r2, r3} ⟶ {R123, r12, ρ3}

• Passage d’un système de Jacobi à un autre
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Les composantes de Fadeev

Comment prendre en compte la condition aux limites de Bethe-Peierls avec les coordonnées de Jacobi ?

Après élimination du mouvement du centre de masse : Ψ(r1, r2, r3) = χ(r12, ρ3)

La limite  est immédiate, mais quid des deux autres limites  et  ?r12 → 0 r23 → 0 r31 → 0

On va plutôt chercher  sous la forme :Ψ Ψ(r1, r2, r3) = χ(r12, ρ3) + χ(r23, ρ1) + χ(r31, ρ2)

Chaque fonction  va prendre en charge la divergence en  requise : χ(rij, ρk) (rij)−1

χ(r, ρ) diverge comme 
1
r

 quand r → 0

−
ℏ2

m (∇2
r + ∇2

ρ) χ(r, ρ) = E χ(r, ρ)avec
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Prise en compte de la condition aux limites de Bethe-Peierls

r1r2

r3

r → 0 : χ(r, ρ) =
A(ρ)

r
+ B(ρ) + 𝒪(r)

Ψ(r1, r2, r3) = χ(r12, ρ3) + χ(r23, ρ1) + χ(r31, ρ2)

avec la forme attendue pour  :χ(r, ρ)

Quelle est la condition à imposer sur  ?A, B, χ
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Quelles variables adopter ?

r1r2

r3 • Hyperrayon

• Variables angulaires

Angle de Delves α

Angle de Jacobi β

3 angles d’Euler
Ω

R2 =
2
3 (r2

12 + r2
23 + r2

31)
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L’hamiltonien (cinétique) pour les variables  {R, α, β, angles d′￼Euler}

On note :  {β, angles d′￼Euler} ≡ Ω

Opérateur énergie cinétique :      +    +  Ĥcin = −
ℏ2

m (∇2
r + ∇2

ρ) = ̂TR
̂Tα

̂TΩ

• Composante radiale :   ̂TRΨ = −
ℏ2

m
1

R5

∂
∂R (R5 ∂Ψ

∂R )
• Composante liée à l’angle de Delves  :   α ̂TαΨ = −

ℏ2

mR2

1
sin2(2α)

∂
∂α (sin2(2α)

∂Ψ
∂α )

• Composante liée à  :   Ω ̂TΩ =
1

mR2 [ ( ̂J − L̂)2

cos2 α
+

L̂2

sin2 α ]

  : moment cinétique des trois corps  ;     : moment cinétique du dimère aligné selon  ̂J L̂ r

{r, ρ} ⟶ {R, α, Ω}

On va se placer dans le sous-espace  : quatre variables en moins !J = L = 0



Le problème à deux variables

{r, ρ} ⟶ {R, α, Ω} Opérateur énergie cinétique :   Ĥcin = ̂TR + ̂Tα + ̂TΩ

J = L = 0

̂TRΨ = −
ℏ2

m
1

R5

∂
∂R (R5 ∂Ψ

∂R ) ̂TαΨ = −
ℏ2

mR2

1
sin2(2α)

∂
∂α (sin2(2α)

∂Ψ
∂α )

( ̂TR + ̂Tα) χ(r, ρ) = E χ(r, ρ) r = R sin α ρ = R cos α

On change la fonction inconnue     pour arriver à : Φ(R, α) = R5/2 sin(2α) χ(r, ρ)

−
ℏ2

m [∂2
R +

1
R2 (∂2

α +
1
4 )] Φ(R, α) = E Φ(R, α)

Se prête bien à une résolution séquentielle : d’abord , puis , si la condition aux limites le permetα R
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La condition aux limites de Bethe-Peierls pour (R, α)

Le choix de fonction  impose par ailleurs   Φ(R, α) = R5/2 sin(2α) χ(r, ρ) Φ (R,
π
2 ) = 0

Contribution du cas r12 → 0 Contribution du cas  ou r23 → 0 r31 → 0

1 2

3

↵ ! 0
1 2

3

↵ = ⇡/31 2

3

↵ ! 0
1 2

3

↵ = ⇡/3

1
R [ ∂Φ(R, α)

∂α ]
α→0

+ 2 ×
4

R 3
Φ (R,

π
3 ) = −

1
a

Φ(R,0)
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2.


Le cas résonnant  |a | = + ∞
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Simplification de la condition aux limites de Bethe-Peierls

1
R [ ∂Φ(R, α)

∂α ]
α→0

+ 2 ×
4

R 3
Φ (R,

π
3 ) = −

1
a

Φ(R,0)

|a | = + ∞ [ ∂Φ(R, α)
∂α ]

α→0
+ 2 ×

4

3
Φ (R,

π
3 ) = 0

La disparition de l’échelle de longueur  permet de chercher les solutions sous forme factorisée :a

Φ(R, α) = ϕ(R) F(α)

La variable  est “spectatrice” R

 avec toujours : Φ (R,
π
2 ) = 0
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Bilan pour le cas |a | = + ∞

On cherche une solution factorisée    à l’équation de SchrödingerΦ(R, α) = ϕ(R) F(α)

ℏ2

m [−∂2
R −

1
R2 (∂2

α +
1
4 )] Φ(R, α) = E Φ(R, α)

avec les conditions aux limites

[ ∂Φ(R, α)
∂α ]

α→0
+

8

3
Φ (R,

π
3 ) = 0

Φ (R,
π
2 ) = 0

F′￼(0) +
8

3
F ( π

3 ) = 0

F ( π
2 ) = 0

→

On commence par résoudre le problème angulaire ,  , avec   le plus petit possible, donc négatif−∂2
αF = s2 F s2
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Solution du problème angulaire   −F′￼′￼(α) = − |s |2 F

On écrit la solution  sous la forme  F(α) F(α) = sinh [ |s |(α −
π
2 )]

où  est solution de :   |s | |s |cosh( |s |π/2) =
8

3
sinh( |s |π/6)

|s0 | = 1.00624⋯

0 0.5 1 1.5
0

2

4

6

8

|s|

Une solution unique : 

Toutes les autres solutions correspondent à  et ne conduisent pas à des états liés.s2 > 0
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La solution du problème radial

−
ℏ2

m [∂2
R +

1
R2 (∂2

α +
1
4 )] Φ(R, α) = E Φ(R, α)

Retour vers l’équation initiale

avec
Φ(R, α) = ϕ(R) F(α)

−∂2
αF = − |s0 |2 F

Equation vérifiée par  :ϕ −ϕ′￼′￼(R) −
|s0 |2 + 1/4

R2
ϕ(R) =

mE
ℏ2

ϕ(R)

Interaction binaire  
à courte portée,  
mais résonante

Interaction effective  
à trois corps à longue portée : 

  V(R) ∝ −
1

R2

propriété 
“émergente”
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Un terrain familier… Φ(R, α) = ϕ(R) F(α)

Equation vérifiée par  :ϕ −ϕ′￼′￼(R) −
|s0 |2 + 1/4

R2
ϕ(R) =

mE
ℏ2

ϕ(R)

• Il faut introduire un paramètre à trois corps  (par exemple 
un cœur dur) pour empêcher la “chute vers le centre”

R0

• Nombre infinis d’états liés, avec des énergies formant 
une suite géométrique

En+1

En
≈

1
λ2

avec λ = eπ/|s0| ≈ 22.7, λ2 ≈ 515

E

0

E0

E1

E2

E3

|s0 | = 1.00624⋯
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La structure géométrique des états liés

Forme factorisée pour la fonction d’onde : Φ(R, α) = ϕ(R) F(α)

• Les états liés ne diffèrent les uns des autres que par leur taille :  
ils ont la même répartition angulaire 

• La fonction  est “piquée”  

autour de  : favorise des configurations allongées

F(α) = sinh [ |s |(α −
π
2 )]

α = 0
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3.


Le cas général        ou     a > 0 a < 0
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La séparation hyperayon ( ) — angle ( )  R α

L’équation de Schrödinger (purement cinétique) reste inchangée

−
ℏ2

m [∂2
R +

1
R2 (∂2

α +
1
4 )] Φ(R, α) = E Φ(R, α)

mais la condition aux limites de Bethe-Peierls couple maintenant l’angle de Delves et l’hyperrayon : 

[ ∂Φ(R, α)
∂α ]

α→0
+

8

3
Φ (R,

π
3 ) = −

R
a

Φ(R,0)

Approche semi-analytique possible, de type “adiabatique” 

• Résolution du problème angulaire avec  fixé  [on traite  comme une variable rapide]R α

• On injecte le résultat angulaire dans l’équation pour l’hyperrayon
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Le spectre en énergie des trimères d’Efimov (semblable au cas )mMM

0

0
a(n�1)
�

⇥�
����! a(n)� a(n+1)

⇤
⇥�
 ���� a(n)⇤

p
1/|a|⇥ signe(a)

�
��E(n)

��1/4

Choix de coordonnées linéaires “resserrées” ( 1
a

, E) ⟶ ( signe(a)
|a |

, − |E |1/4 )

En+1

En
=

1
λ2

λ2 ≈ 515

A résonance :

λ = eπ/|s0| ≈ 22.7

Lien entre les deux ailes :

a(n+1)
* ≈ |a(n)

− |

dimère
trimère n − 1

trimère n

0

0
a(n�1)
�

⇥�
����! a(n)� a(n+1)

⇤
⇥�
 ���� a(n)⇤

p
1/|a|⇥ signe(a)

�
��E(n)

��1/4

0

0
a(n�1)
�

⇥�
����! a(n)� a(n+1)

⇤
⇥�
 ���� a(n)⇤

p
1/|a|⇥ signe(a)

�
��E(n)

��1/4
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4.

Les trimères d’hélium
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Interaction entre deux atomes d’hélium

Rayon de van der Waals caractérisant la portée  du potentiel :b

RvdW = 0.27 nm

Longueur de diffusion :    a = 9.04 nm

L’hypothèse de résonance de diffusion  est bien vérifiée |a | ≫ b

On prédit un seul état lié à deux corps : 

Edimere ∼ 10−7 eV ≪ V0 ∼ 10−3 eV

Tang & Toennies, 2003
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La détection des dimères et des trimères
Schöllkopf & Toennies, Science (1994)

Jet supersonique d’hélium 4 : 15 bar, 30 Kelvins

Δv/v ∼ 0.15 : longueur de de Broglie bien définie   λdB = 0.18 nm

Collimation par deux fentes de 10 m séparées de 47 cmμ



Le signal de diffraction d’ondes de matière

Réseau de période  =200 nmd

Angle de diffraction : θ = n
λdB

d

Observation du dimère et du trimère

λdB =
h

mv

n = 0 n = 1 (atomes)

θ [mrad]
0 1

Est-ce un trimère d’Efimov ? Ta
ux

 d
e 

co
m

pt
ag

e
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Le paysage énergétique pour l’hélium

1

Trimère fondamentalPremier trimère excité

On multiplie le “vrai” potentiel par un facteur ζ

• Pour , on prédit l’existence de deux trimèresζ = 1

• Résonance  pour |a | = + ∞ ζ = 0.97
E1

E0
= 570 (à comparer à 515 pour une portée nulle) 

• Pour , le trimère fondamental disparaîtζ ≈ 0.90

Kunitski et al, Science 2015
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Le trimère observé est-il un trimère d’Efimov ?

1

Trimère fondamentalPremier trimère excitéArguments pour :

• Quasiment le bon rapport d’énergie si 
on “amène” le potentiel à résonance

• On est bien dans la situation d’une 
longueur de diffusion grande devant la 
portée du potentiel (a ≫ b)

Arguments contre :

• Pour , le trimère fondamental reste toujours sous  
le dimère (contrairement au cas d’une portée nulle)

ζ > 1

• La géométrie calculée pour le trimère est proche d’un 
triangle équilatéral (on attend un triangle allongé pour 
un trimère d’Efimov)

Ces arguments “contre” ne s’appliqueraient pas 
au deuxième trimère
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Recherche du trimère excité

1

Trimère fondamentalPremier trimère excité

Matter Wave Diffraction from an Inclined Transmission Grating:
Searching for the Elusive 4He Trimer Efimov State

R. Brühl,1 A. Kalinin,1 O. Kornilov,1 J. P. Toennies,1 G. C. Hegerfeldt,2 and M. Stoll2
1Max-Planck-Institut für Dynamik und Selbstorganisation, Bunsenstraße 10, 37073 Göttingen, Germany

2Institut für Theoretische Physik, Universität Göttingen, Friedrich-Hund-Platz 1, 37077 Göttingen, Germany
(Received 3 December 2004; published 2 August 2005)

The size of the helium trimer is determined by diffracting a beam of 4He clusters from a 100 nm period
grating inclined by 21!. Because of the bar thickness the projected slit width is roughly halved to 27 nm,
increasing the sensitivity to the trimer size. The peak intensities measured out to the eighth order are
evaluated via a few-body scattering theory. The trimer pair distance is found to be hri " 1:1#0:4

$0:5 nm in
agreement with predictions for the ground state. No evidence for a significant amount of Efimov trimers is
found. Their concentration is estimated to be under 6%, less than expected.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.95.063002 PACS numbers: 36.40.Mr, 03.75.Be, 21.45.+v, 33.15.2e

In 1970 Vitali Efimov found a remarkable unexpected
property in the notoriously difficult three-body problem
[1]. According to Efimov a weakening of the two-body
interaction in a system of three identical bosons can lead to
the appearance of an infinite number of bound levels,
instead of dissociation as one would expect from classical
mechanics. This effect is related to the divergence of the
atomic scattering length a with decreasing binding energy
Eb between two of the particles [2]. In nuclear physics,
despite extensive searches, no example for the Efimov
effect has been found up to now [3]. At present the most
promising candidate is the 4He trimer [4], although there
have been recent attempts to identify Efimov molecules in
ultracold collisions of Cs atoms [5].

Because of their very weak binding, the existence of the
4He dimer and trimer could only recently be established
experimentally by a new technique involving matter wave
diffraction [6]. A beam of clusters formed in a cryogenic
free jet expansion is directed at a nanostructured d "
100 nm period SiNx transmission grating. Since the cluster
de Broglie wavelength ! is inversely proportional to the
cluster mass, first order Bragg diffraction peaks for differ-
ent masses are observed at different angles # % !=d,
thereby identifying the clusters uniquely. This technique
can also be used to measure the spatial extent of the clus-
ters. From an analysis of the 4He dimer diffraction pattern
the slit function of the grating could be determined. After
accounting for the van der Waals interaction, the slit width
reduction was equal to 1

2 hri [7,8], from which the mean
bond length was found to be hri " 5:2& 0:4 nm [7]. This
extremely large distance is due to the weak binding energy
which was estimated to be only jEbj " 1:1#0:3

$0:2 mK [7].
For the helium trimer, theory predicts one Efimov state

with a similarly weak binding energy of jEej " 2:3 mK in
addition to the ground state with jEgj " 126 mK with
corresponding pair distances (bond lengths) hri "
7:97 nm and 0.96 nm, respectively [9]. These two s states
are expected to be distinguishable by their sizes. However,
experiments similar to those for the dimer did not yield

conclusive results which, ultimately, was attributed to an
insufficient resolution. The present experiment overcomes
this limitation by rotating the grating by an angle !0
around an axis parallel to the slits as seen in Fig. 1. At
!0 " 21!, due to the thickness of the bars, the projected
slit width is more than halved to s? " 26:9 nm, providing
a good compromise between the improvement in both the
ratio hri=s? and the resolution at the expense of total
transmission. The apparatus used is otherwise similar to
the one described in detail in Ref. [10]. For the trimer
measurements the cryogenic source temperatures T0
and pressures P0 were varied between 'T0; P0( "
'6:7 K; 1 bar( and (40 K, 50 bar) to produce optimal trimer
mole fractions of up to 7% [11]. The collimated beam with
a velocity spread "v=v ) 2% has a spatial lateral coher-
ence greater than the exposed 100 grating slits. For both
atom and trimer measurements the mass spectrometer

α
ξ

x

ηy

a) b)

Θ0k
Θ

y

dt β

s0S 0 s⊥

FIG. 1. Diffraction geometry at non-normal incidence: (a) a
single slit of width s0 in a plate of thickness t with a wedge angle
" has a projected slit width of s?. Both the angle of incidence
!0 and the angle ! are measured relative to the plate normal.
The hypothetical thin plate drawn along the # direction with a
slit of width S0 "

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

's0 # t tan"(2 # t2
p

at an angle $ "
arcsin't=S0( relative to the thick plate along the y direction casts
the same geometrical shadow as the thick plate. (b) Transmission
grating of period d along the y direction.

PRL 95, 063002 (2005) P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S week ending
5 AUGUST 2005

0031-9007=05=95(6)=063002(4)$23.00 063002-1  2005 The American Physical Society

Brühl et al, 2005 (Göttingen)

Expérience de diffraction avec un réseau incliné (1bar, 7 K) 

Effet passoire : le trimère excité (beaucoup plus gros 
que le fondamental) ne doit pas passer si l’angle 
d’inclinaison dépasse une valeur critique 

“We feel that the difference between the expectation of 10 % and the experimental upper 
limit of 6 % is sufficient to entertain the possibility that the He3 Efimov state does, in fact, not 
exist despite the over 40 theory publications which have appeared since 1977.”

Résultat négatif…
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L’observation du deuxième trimère Kunitski et al. (Francfort)  
Science 2015

Le trimère excité ne se forme qu’à faible pression (  bar) du jet supersonique  ∼ 0.3
On le détecte par explosion coulombienne : ionisation des trois atomes par une impulsion laser

Trimère fondamental : atomes proches  grande énergie libérée (5 eV)⇒

Trimère excité : atomes lointains  faible énergie libérée (0.57 eV)⇒

demonstrating that the notion of equilibrium structure for this
molecular system is ill defined3. This is, however, only true for the
mono-isotopic 4He3. In fact, the shape of the isotope-mixed
3He4He2 (Fig. 2b) is very different. The angle at the 3He corner is
much smaller than the angle in the 4He corners of this triangle.
The two 4He atoms are closer together and the lighter 3He is
mainly found in the tunnelling region beyond the classical
turning point. The mixed trimer thus forms an acute triangle.

The He trimers studied here are few-body systems at the brink
of universality. In the universality limit, the wave function of a few-
body system does not depend anymore on the details of the
potential and becomes scale invariant. As this limit is approached,
a larger and larger part of the wave function is situated in the
classically forbidden spatial region, which a particle can only access
by quantum mechanical tunnelling. While for 4He3 the fraction of
the wave function in this region is only small, the light isotope in
3He4He2 has already the biggest part of its probability density in
the tunnelling region. Thus, we propose that 3He4He2 becomes a
quantum halo state, similar to states that are well known in nuclear
physics14,28,29. Because of the scale invariance, such few-body
systems are important in nature across all the differently energy
scales from nuclear physics to the physics of cold atoms. The
imaging technology applied here opens a completely new
observation window into this world of universal few-body systems.

Methods
Experiment. Figure 4 gives an overview of the present experiment. We combine
mass selection by matter wave diffraction as pioneered by Toennies and
Schöllkopf15 with laser Coulomb explosion imaging using cold target recoil ion
momentum spectoscropy (COLTRIMS)23,24.

The clusters are produced in a free-jet gas expansion30,31 of pure 4He
(respectively, a mixture of 99% 3He, 1% 4He) source gas. A nozzle of 5 mm diameter
was cooled down to 12 K at a driving pressure of 3 bar. This resulted in around
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Figure 3 | Density distributions. (a) Density distribution of He atoms in a random cloud projected into the x– y plane. (b–d) Density distributions of the
third particle in the case where the first two are fixed at the positions of the red dots. The random cloud model (b) yields, with an exception of the
areas very close to the first and second particle, a distribnution that is very similar to the experimetal one (c) and to the one of the QMC calculations (d).
The grey cross marks the position of the third particle for the case of a hypothetical equilateral triangle.
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Figure 4 | Experimental set-up. Helium is expanded at 12K at a driving
pressure of 3 bar through a 5-mm nozzle to produce clusters. These are
seperated by a 100nm transmission diffraction grating. Behind the grating the
first-order diffraction of the trimers is displayed in blue, the dimers in green.
First-order monomers and the zero-order diffracted jet are shown in grey and
illustrated on the screen in green. Dimers and trimers are not displayed
on the screen because of their low intensity. Mass-selected clusters get
ionized in a B20! 20! 200mm3 laser focus. Fragments are guided on a
position and time-sensitive detector by a homogeneous electric field.
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Le trimère excité a bien la structure allongée attendue
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Conclusions (provisoires)

• Emergence du potentiel en  pour trois corps en interaction binaire résonnante1/R2

• Schéma énergétique autour de la résonance 
similaire à celui trouvé pour le problème , 
mais avec un paramètre d’échelle fixe 

mMM
λ = 22.7

• Premières expériences sur l’hélium (1994  2015)→

Prochain cours : les études récentes sur les alcalins avec une surprise  
Et si le paramètre à trois corps était “universel” ?

 E

1/a

a < 0 a > 0
a = ± ∞

trimère n

trimère n + 1 Edimère

a × 22.7

E/(22.7)2


