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Le but de ce cours Cfimov 1970, 1971

m

On considere trois particules identiques interagissant
deux a deux avec un potentiel de courte portee

Peut-on former un édifice lie a trois corps ?

m

Réponse : oui, il peut exister des états liés a trois corps, méme s’il n’y a pas d’état lié a deux corps

Il peut méme y avoir une infinité d’etats liés a trois corps, si I'interaction a deux corps est resonnante

|
Emergence d’un potentiel en ———

R2



Le resultat d’Efimov

Interaction a deux corps caractérisée par la longueur de diffusion a

On suppose que a est grande devant la portée du potentiel a deux corps b (limite b — 0)

Structure du résultat proche de celle
trouvée pour le probleme mMM

... mais le facteur d’échelle est
maintenant imposé
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Vérifications expérimentales

Espoir initial d’Efimov : physique nucléaire
Parexemple: a + a + a = “C*

mais la limite de portée faible b << a n’est pas atteinte dans ce cas

Physique atomique :

e Atomes d’hélium (1994-2015): He + He + He <= He;

e Gaz d’atomes refroidis par laser (2006-...) : Cs, Li, K, ...



1.

Paramétrisation de I'espace

Comment écrire le plus simplement possible :

e |'équation de Schrodinger pour les trois corps

e |a condition aux limites prenant en compte les interactions binaires



Les variables du probleme

Pour le probleme a deux corps, on a la séparation usuelle

1
{”prz} — {R1za”12}

l Fiop=r —nr

Pour le probleme a trois corps :

|

e Six autres variables a choisir judicieusement




Le pseudo-potentiel pour le probleme a trois corps

Interaction prise en compte par les conditions aux limites de Bethe-Peierls

On impose le comportement suivant quand deux particules s'approchent 'une de l'autre :

3
1 1
r, = 0: Y(r,,r,r) = DR 5, 1r3) + O(r5)
o a
e Onimpose a W de diverger comme (rl-j)_1 quand r;; — 0
|
o Les coefficients de (rl-j)_1 et de (rij)o sont dans le rapport ——
a
1 2
h2 3
’hamiltonien est alors purement cinétique et il faut résoudre : ; VIP=EVY
m J

j=1
Hamiltonien simple : la difficulté est reportée sur la prise en compte de la condition aux limites



Les coordonneées de Jacobi

|
R = g (rl +r, + r3)

e Un systeme de coordonnées possible (parmi 3)

{r19r29r3} — {R1239r129p3}

e 'opérateur Laplacien pour ces coordonnées

e 'équation de Schrodinger

e Passage d’un systeme de Jacobi a un autre



Les composantes de Fadeev

Comment prendre en compte la condition aux limites de Bethe-Peierls avec les coordonnées de Jacobi ?

Aprés élimination du mouvement du centre de masse : \¥(r, r,,73) = y(r 5, P3)

La limite r;, = 0 est immédiate, mais quid des deux autres limites r,; = Oetry; — 07

On va plutét chercher W sous la forme:  W(r, 1y, 13) = y(r12,p3) + XT3, p1) + 131, P5)

hZ

avec (V,% + Vz) y(r,p) = E y(r,p)
m

Chaque fonction )((rij,pk) va prendre en charge la divergence en (rlj)_1 requise :

y(r,p) diverge comme — quandr — 0
r
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Prise en compte de la condition aux limites de Bethe-Peierls

- Y(r,ry,ry) = y(rs, p3) + (3,01 + x50, P0)
3

avec la forme attendue pour y(r,p) :

A
r —0: y(r,p) = (rp) + B(p) + O(r)

) I Quelle est la condition a imposer sur A, B, y ?
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Quelles variables adopter ?

e Hyperrayon R? =

e Variables angulaires

Angle de Delves
Angle de Jacobi f

3 angles d’Euler

W |

|
|

(riy + 155+ 731)

§)

12



’hamiltonien (cinétique) pour les variables {R, a, , angles d'Euler}

On note : {f, angles d'Euler} = €2 {ir,p} — {R,a,}
/ / . « s 2 hz 9) ) A A A
Opérateur énergie cinétique: H_, = (V,, +Vp> = Tpo+T,+ Tg,
m
| . A1 o ( 0¥
e Composante radiale : T = R>—
m R> OR OR
U A h* 1 o /(. ., 0¥
e Composante liee a I'angle de Delves a : Y = : sin“(2a)—
mR? sin?(2a) da oo

. 1 J-L?* L* -
e Composante liée a €2 : To = ( ) | —
mR2L cos?a  sin‘a-

A

J : moment cinétique des trois corps ; L : moment cinétique du dimere aligné selon r

On va se placer dans le sous-espace J = L. = 0 : quatre variables en moins !



Le probleme a deux variables

ir,p} — {R,a,L2} Opérateur énergie cinétique: H., = T+ 7T, +j<
J=L=0
A e 1 0 oY . n* 1 0 oY
T.¥ = R — T.W = , sin*(2a)—
m R> OR OR mR? sin?(2a) oa oo
(fR+Ta>%(Fap) = E x(r,p) r=Rsina p = Rcosa

On change la fonction inconnue ®(R, ) = R sin(2a) y(r,p) pour arriver a :

h? ] ]
0> 1 0% + —
m [R Rz(a 4)

Se préte bien a une résolution séquentielle : d’abord &, puis R, si la condition aux limites le permet

O(R, a) = E O(R, @)




La condition aux limites de Bethe-Peierls pour (R, o)

Contribution du cas rj, — 0 Contribution du cas r,; = Oour;; = 0
3
3
1@ 92
a — 0 \\\ /’/
1 2 a=m/3
1 | 0D(R, a) 4 T |
R oa | . R\/g 3 a

Le choix de fonction ®(R, @) = R>?sin(2a) y(r, p) impose par ailleurs @ (R%) =0



2.

Le cas résonnant |a| = + o©
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Simplification de la condition aux limites de Bethe-Peierls

1 | 0D(R, a) 4 T |
— + 2X O({R,— | =——DR,0)
R oa | | R\/g 3 a
— 0D(R, 4
ja] =+ o0 : [ ( “)] + 2x—q><R,f>=o
oo 0 \/5 3

avec toujours : @ (Rg) =0

La variable R est “spectatrice”

La disparition de |I'échelle de longueur a permet de chercher les solutions sous forme factorisée :

DR, a) = ¢p(R) F(a)
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Bilan pourlecas |a| = + o©

On cherche une solution factorisée ®(R, a) = @(R) F(a) a l'équation de Schrodinger

h? ] |
— | -0 0% + —
m [ K R2<a 4)

avec les conditions aux limites

IR, a) 3 7\ _ FO) + ——F (f) =0
“ a LO i \ﬁ(D(R@)‘O [ V3 \3

O(R, a) = E (R, a)

On commence par résoudre le probleme angulaire, —dgF = s> F, avec s’ le plus petit possible, donc négatif



Solution du probleme angulaire —F"(a) = —|s \2F

On écrit la solution F(&r) sous la forme F(a) = sinh [\s\ (a . g)]

ou |s| estsolutionde: |s|cosh(|s|z/2) = 7 sinh( | s | z/6)
3

3

Une solution unique:  |s,| = 1.00624---

Toutes les autres solutions correspondent a s > 0 et ne conduisent pas a des états liés.
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La solution du probleme radial

Retour vers I'équation initiale

h* 1 1
0% - 0+ —

m [ K R2 ( ! 4)

Equation vérifiee par@: —¢@"(R)

®(R, 2) = E (R, a) avec

Interaction effective
a trois corps a longue portée :

Interaction binaire
a courte portée,
mais résonante

V(R)

R?2

PR, a) = ¢(R) F(a)

—02F = — |s5|° F

propriete
“émergente”

20



Un terrain familier...

DR, a) = p(R) F(a)

\SO\2+1/
R2

. . = mE
Equation vérifiée parp: —¢"(R) d(R) = ) d(R)

e Il faut introduire un parametre a trois corps R, (par exemple
un coeur dur) pour empécher la “chute vers le centre”

e Nombre infinis d’états liés, avec des énergies formant
une suite geéometrique

E 1
v avec A =e"l%l 227 12 ~ 515
E A2

55| = 1.00624--

E
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La structure géometrique des états liés

Forme factorisee pour la fonction d’'onde:  ®(R, a) = ¢(R) F(a)

o Les éetats liés ne different les uns des autres que par leur taille :
iIs ont |la méme répartition angulaire

T
e La fonction F(a) = sinh [\S\ ((x - 5)] est “piquée”

autour de o = 0 : favorise des configurations allongées

22



Le cas général

a>0 ou

a <0
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La séparation hyperayon (R) — angle ()

'équation de Schrodinger (purement cinétiqgue) reste inchangée

1 1
05 +— | 05 +—
i R2(“ 4)

mais la condition aux limites de Bethe-Peierls couple maintenant I'angle de Delves et I'hyperrayon :

O(R, a) = E O(R, o)

[ 0D(R, o) ] 8 ( T ) R
+ —OD(R,— )= ®(R,0)
oa | \/g 3 a

Approche semi-analytique possible, de type “adiabatique”

e Résolution du probleme angulaire avec R fixé [on traite @ comme une variable rapide]

e On injecte le résultat angulaire dans I’équation pour I’"hyperrayon

24



Le spectre en énergie des trimeres d’Efimov (semblable au cas mMM)

: , L, y ., 1 signe(a
Choix de coordonneées linéaires “resserrées <—E) — ( gne( ), \E\l/“)
“ V lal
\ \ A résonance :
Jn=1) "% (n) (nt1) T (n)
o/ 7 L *. S *. E 1
O : j n+1 .
- 2
t”méren : E, A
f A =e"l%l ~ 227
_ ‘E(n) |1/4
: 1%~ 515
trim. %
rlmeren _ 1 /)7G/~@
Lien entre les deux ailes :
0

a}{gn+1) ~ ‘agn)‘

/1/]a| x signe(a)
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4.

Les trimeres d’helium

26



Interaction entre deux atomes d’hélium

ST ) Rayon de van der Waals caractérisant la portée b du potentiel :
He - He
| R, 4w = 0.27 nm
'5:' 10F
A B R : Longueur de diffusion : a = 9.04 nm
é //N=5 -
5 05 [’hypotheése de résonance de diffusion |a| >> b est bien vérifiée
(13
G
5 |
& o
_ N=3 _
Mo - On prédit un seul état lié a deux corps :
' ' —7 -3
88 Egore ~ 1077eV < V3~ 107" eV

Internuclear Distance R [a.u.]

Tang & Toennies, 2003 27



La détection des dimeres et des trimeres

Schollkopt & Toennies, Science (1994)

Hey™
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Jet supersonique d’hélium 4 : 15 bar, 30 Kelvins

Av/v ~ 0.15 :longueur de de Broglie bien définie Az = 0.18 nm

Collimation par deux fentes de 10 um separéees de 47 cm
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Le signal de diffraction d'ondes de matiere

Hey™ Scattering Transmission Electron impact

source chamber grating ionizer

Réseau de période d=200 nm

: : /IdB
Angle de diffraction : 0 = n——
d
Scanping electron
microscope
picture

n=20 n =1 (atomes)

8000 ‘ -

xr He; m= 4 amu A

Observation du dimére et du trimeére 6000 *

x60
* He, |
4000 / | | 1 He
my #

h -

‘ .

2000 * \ :

Est-ce un trimere d’Efimov ? ‘ :
Ol & 1 @ [mrad]

/ldB —

Taux de comptage




Le paysage énergétique pour I'hélium

||||||||||||||||||||||||

On multiplie le “vrai” potentiel par un facteur

e Pour { = 1, on prédit I'existence de deux trimeres

e Résonance |a| =+ oo pour{ = 0.97

(a comparer a 515 pour une portée nulle)

Ey
— =570
kg

e Pour{ ~ 0.90, le trimére fondamental disparait

Potential Energy V(R) [10-%a.u.]

|||||||||||||||||||||||||||||

Internuclear Distance R [a.u.]

two-body potential depth

-2.6omK -------

GS

<«
"

-131.84mK f---3

sign(E)lEI"‘v

ao

Premier trimere excité

Trimere fondamental

Kunitski et al, Science 2015
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two-body potential depth >

Le trimere observeé est-il un trimere d’Efimov ?

-2.65mK |---=---=---- | ao
Ny
GS
-131.84mK [--- N
Arguments pour : Arguments contre : PremiertriméreexcitéSign(E)IEI14v Trimére fondamental
e On est bien dans la situation d’une e Pour{ > 1, le trimére fondamental reste toujours sous
longueur de diffusion grande devant la le dimere (contrairement au cas d’'une portée nulle)
portée du potentiel (a > b)
e Quasiment le bon rapport d’énergie si e La géomeétrie calculée pour le trimere est proche d’un
on “amene” le potentiel a résonance triangle équilatéral (on attend un triangle allongé pour

un trimere d’Efimov)

Ces arguments “contre” ne s’appliqueraient pas

au deuxieme trimere N



two-body potential depth

Recherche du trimere excité

2 BEMK | s @@
Briihl et al, 2005 (Gottingen) ' b

GS
-131.84mK |--- NG+
sign(E)IEI"‘v
a) b) Premier trimére excité ~~ Trimere fondamenta |
y N 4
_______________________________________ Expérience de diffraction avec un réseau incliné (1bar, 7 K)
S ot
0 S0 S1
LT Effet passoire : le trimere excité (beaucoup plus gros
: que le fondamental) ne doit pas passer si 'angle
| d d’inclinaison déepasse une valeur critique
4 3 '

Résultat négatif...

“‘We feel that the difference between the expectation of 10 % and the experimental upper
limit of 6 % Is sufficient to entertain the possibility that the Hes Efimov state does, in fact, not
exist despite the over 40 theory publications which have appeared since 1977." .



Kunitski et al. (Francfort)

) ° e \ ° \
Lobservation du deuxieme trimere e D01

Le trimére excité ne se forme qu’a faible pression ( ~ (0.3 bar) du jet supersonique

On le détecte par explosion coulombienne : ionisation des trois atomes par une impulsion laser

Trimere fondamental : atomes proches = grande énergie libérée (5 eV)

Trimere excite : atomes lointains = faible énergie libérée (0.57 eV)

Le trimere excité a bien la structure allongée attendue —
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Conclusions (provisoires)

e Emergence du potentiel en 1/R? pour trois corps en interaction binaire résonnante

E
A
) ) Lo i a<0 a>0
e Schema énergetique autour de la resonance . a= %0
similaire a celui trouvé pour le probleme mMM, /4
mais avec un parametre d’échelle fixe A = 22.7 Uimele , ,
dimere
E/(22.7)? =
tl‘[merel” ‘«-
e Premieres expériences sur I’hélium (1994 — 2015)

Prochain cours : les études récentes sur les alcalins avec une surprise

Et si le parametre a trois corps éetait “universel” ?
34



