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Prologue :
structures annotées par un monoı̈de



Arbres binaires de recherche annotés par leurs tailles

Au 2e cours nous avions mentionné la possibilité d’annoter les
nœuds d’un arbre binaire de recherche par la taille du sous-arbre
correspondant. Cela peut servir

• pour équilibrer les arbres ;
• pour déterminer rapidement la taille d’un arbre

(en temps O(1) au lieu de O(n)) ;
• pour accéder aux éléments de l’arbre par rang.
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Déterminer le rang d’un élément

Si l’arbre est de taille n et ses éléments sont x0 < · · · < xn−1, le
rang de l’élément xi est l’entier i.

type ’a tree = Leaf | Node of int * ’a tree * ’a * ’a tree

let size = function Leaf -> 0 | Node(s, _, _, _) -> s

let node l x r = Node(size l + 1 + size r, l, x, r)

let rec rank x t =

match t with

| Leaf -> raise Not_found

| Node(l, y, r) ->

if x < y then rank x l

else if x = y then size l

else size l + 1 + rank x r
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Retrouver un élément par son rang

L’opération inverse : à partir de son rang i, retrouver l’élément xi.

let rec get i t =

match t with

| Leaf -> raise Out_of_bounds

| Node(l, x, r) ->

if i = size l then x

else if i < size l then get i l

else get (i - size l - 1) r
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Extension à d’autres annotations

Une annotation d’un arbre binaire = une mesure de ses éléments
à valeur dans un monoı̈de.

Un monoı̈de = un type µ équipé d’un élément neutre 0 : µ et d’un
opérateur associatif ⊕ : µ→ µ→ µ.

x ⊕ 0 = 0⊕ x = x (x ⊕ y)⊕ z = x ⊕ (y ⊕ z)

Une mesure : une fonction ∥·∥ : α→ µ que l’on étend de manière
canonique en une fonction ∥·∥ : α tree→ µ :

∥Leaf∥ = 0

∥Node(ℓ, x, r)∥ = ∥ℓ∥ ⊕ ∥x∥ ⊕ ∥r∥
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Exemples de monoı̈des et de mesures

Mesurer la taille :

µ = int 0 = 0 x ⊕ y = x + y ∥x∥ = 1

Mesurer la somme des éléments (pour un arbre de nombres) :

µ = int 0 = 0 x ⊕ y = x + y ∥x∥ = x

Mesurer l’intervalle de variations des valeurs :

µ = (α× α) option 0 = None ∥x∥ = Some(x, x)

None⊕m = m⊕ None = m

Some(ℓ1, h1)⊕ Some(ℓ2, h2) = Some(min(ℓ1, ℓ2),max(h1, h2))

6



Balayage (scan) et découpage (split) (Hinze et Paterson, 2006)

Balayer une séquence t = x0, . . . , xn−1 à partir de m0, c’est
calculer les mesures m1 = m0 ⊕ ∥x0∥, . . ., mi+1 = mi ⊕ ∥xi∥
jusqu’à trouver un élément xi qui fait passer un prédicat
p : µ→ bool de false à true.

x0 xi xn−1

m0 m1 mi mi+1 mn

¬p ¬p p p? ? ? ? ? ? ?

Un tel xi existe toujours si p(m0) = false et p(m0 ⊕ ∥t∥) = true.
Il n’est pas nécessairement unique.

Découper une séquence, c’est balayer puis renvoyer (ℓ, xi, r)
où ℓ sont les éléments qui précèdent xi et r les éléments qui
suivent xi.
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Une implémentation avec des foncteurs en OCaml

module type MONOID = sig

type t

val zero: t

val add: t -> t -> t

end

module type ORDERED_MEASURED = sig

type t

val compare: t -> t -> int

module M: MONOID

val measure: t -> M.t

end

module BST(X: ORDERED_MEASURED) :

ORDERED_MEASURED with module M = X.M

= struct module M = X.M ... end
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Une implémentation avec des foncteurs en OCaml

module M = X.M

type t = Leaf | Node of M.t * t * X.t * t

let measure t = match t with Leaf -> M.zero | Node(m, _, _, _) -> m

let node l x r =

Node(M.add (measure l) (M.add (X.measure x) (measure r)), l, x, r)

let rec split p m t =

match t with

| Leaf -> raise Not_found

| Node(_, l, x, r) ->

let m1 = M.add m (measure l) in

let m2 = M.add m1 (X.measure x) in

if p m1 then

let (l’, x’, r’) = split p m l in

(l’, x’, node r’ x r)

else if p m2 then (l, x, r)

else

let (l’, x’, r’) = split p m2 r in

(node l x l’, x’, r’) 9



Application aux finger trees : accès direct

Hinze et Paterson (2006) montrent comment annoter les
finger trees par des mesures et implémenter une opération
split en temps O(log n).

En utilisant le monoı̈de des tailles, on obtient l’accès direct
au ie élément de la séquence, en temps O(log n).
let get i s =

let (_, x, _) = split (fun sz -> sz > i) 0 t in x

let set i v s =

let (l, _, r) = split (fun sz -> sz > i) 0 t in

(concat l (cons v r))

let delete i s =

let (l, _, r) = split (fun sz -> sz > i) 0 t in

concat l r
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Application aux finger trees : file de priorité

En utilisant le monoı̈de des intervalles, on obtient une
file de priorité min-max, avec

• accès au plus petit / plus grand élément en O(log n) ;
• insertion en O(1) amorti.

let extract_min s =

match measure s with

| None -> raise Empty

| Some(min, max) ->

let (l, _, r) =

split (function None -> false | Some(m, _) -> m = min)

None t

in (min, concat l r)
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Application aux finger trees : séquence triée

On peut aussi utiliser le monoı̈de de la dernière valeur :

µ = α option 0 = None ∥x∥ = Some(x)

None⊕m = m⊕ None = m

Some(v1)⊕ Some(v2) = Some(v2)

Si la séquence est gardée triée par ordre croissant, ces
annotations de ≪dernières valeurs≫ permettent de faire des
recherches dichotomiques comme sur un A.B.R.

split nous permet d’implémenter l’insertion, la suppression, la
recherche d’un élement, en temps O(log n).

head, tail, last, take nous donnent accès au plus petit / plus
grand élément en O(1) amorti.
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Navigation dans une structure



Le tableau troué

Une structure de données utilisée par certains éditeurs de textes.

l o r e m i p s u m d o l o r

texte ≪trou≫ (curseur) texte

Un tableau de caractères, plus grand que le texte à éditer.

Le texte est stocké en 2 morceaux contigus, au début et en fin de
tableau.

L’espace libre au milieu (le ≪trou≫) est le curseur d’édition.
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Opérations d’édition du texte

a b c d e abcde|Chargement du texte

a b c d e ab|cdeReculer de 3 caractères

a c d e a|cdeSuppression arrière

a x y c d e axy|cdeInsertion de ≪x≫ et ≪y≫

a x y d e axy|deSuppression avant

a x y d e |axydeSaut au début du texte

14



Opérations d’édition du texte

a b c d e abcde|Chargement du texte

a b c d e ab|cdeReculer de 3 caractères

a c d e a|cdeSuppression arrière

a x y c d e axy|cdeInsertion de ≪x≫ et ≪y≫

a x y d e axy|deSuppression avant

a x y d e |axydeSaut au début du texte
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Coût des opérations d’édition

Le coût d’une opération d’édition est proportionnel à la distance
entre le curseur courant et le point de l’opération.

Insertion, suppression O(1)
Avancer / reculer de d caractères O(d)
Sauter au début / à la fin du texte O(n)

(Plus : redimensionnement du tableau, coût amorti constant.)
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Une liste (simplement chaı̂née) trouée

Une liste ≪arrière≫ et une liste ≪avant≫, avec le point d’insertion
entre les deux listes.

i p s u mmerol

liste avantliste arrière ≪trou≫
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Navigation dans une liste trouée

type ’a hlist = ’a list * ’a list

let insert x (r, f) = (x :: r, f)

let delete_after (r, f) =

match f with [] -> raise Error | _ :: f’ -> (r, f’)

let delete_before (r, f) =

match r with [] -> raise Error | _ :: r’ -> (r’, f)

let move_forward (r, f) =

match f with [] -> (r, f) | x :: f’ -> (r :: x, f’)

let move_backward (r, f) =

match r with [] -> (r, f) | x :: r’ -> (r’, x :: f)

let move_to_beginning (r, f) = ([], List.rev_append r f)

let move_to_end (r, f) = (List.rev_append f r, [])
17



Navigation dans un arbre

d

b

A C

E

up

down left down right

On voudrait se déplacer non seulement de feuille en feuille, mais
plus généralement de sous-arbre en sous-arbre.

D’où une représentation par une paire

un sous-arbre (le curseur)
+ un arbre troué (le reste de l’arbre)
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Arbre troué = contexte ?

En sémantique opérationnelle et dans d’autres domaines où on
manipule des algèbres de termes, on a la notion de contexte C
comme étant ≪un terme avec un trou≫ noté [ ].

Par exemple, pour les arbres binaires

type ’a tree = Leaf | Node of ’a tree * ’a * ’a tree

voici le type des contextes (= arbres avec un trou noté Hole) :

type ’a context =

| Hole

| Node_left of ’a context * ’a * ’a tree

| Node_right of ’a tree * ’a * ’a context
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Opérations sur les contextes

L’opération principale, notée C[t], reconstruit un terme en
remplaçant dans C le trou [ ] par le terme t.

let rec fill_hole c t =

match c with

| Hole -> t

| Node_left(c’, x, r) -> Node(fill_hole c’ t, x, r)

| Node_right(l, x, c’) -> Node(l, x, fill_hole c’ t)
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Navigation avec des contextes

La navigation sur des paires (contexte, sous-arbre) est possible
mais les déplacements ne sont pas en temps constant !

let rec down_left (c, t) =

match (c, t) with

| (Hole, Node(l, x, r)) -> (Node_left(Hole, x, r), l)

| (Hole, Leaf) -> raise Error

| (Node_left(c, x, r), t) ->

let (c’, t’) = down_left (c, t) in

(Node_left(c’, x, r), t’)

| (Node_right(l, x, c), t) ->

let (c’, t’) = down_left (c, t) in

(Node_right(l, x, c’), t’)
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Navigation avec des contextes

On aurait eu la même inefficacité dans l’exemple des listes
trouées si on avait représenté la liste ≪arrière≫ dans le mauvais
sens :

i p s u mmerol

i p s u mmerol

✔

✘

Wanted : un contexte d’arbre ≪renversé≫, avec ≪le trou≫ en haut.
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Les zippers (G. Huet, 1997)

Une représentation inversée des contextes, où le premier
constructeur du zipper est au contact du ≪trou≫, et le dernier
dénote la racine de l’arbre (Top).

Exemple pour les arbres binaires :

type ’a zipper =

| Top

| Left_of of ’a * ’a tree * ’a zipper

| Right_of of ’a tree * ’a * ’a zipper

x

z

r

Left of(x, r, z): x

z

l

Right of(l, x, z):
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Zipper vs. contexte

Les constructeurs du contexte vont ≪vers le bas≫,
ceux du zipper ≪vers le haut≫.

Contexte : Zipper :

f

d

b

A [ ]

E

G

f

d

b

A [ ]

E

G

Contexte :
Node_left(Node_left(Node_right(A,b, Hole),d, E), f,G)

Zipper :
Right_of(A,b, Left_of(d, E, Left_of(f,G, Top))) 24



Opérations sur les zippers

L’opération principale, app z t, reconstruit un terme en plaçant le
terme t dans le zipper z.

let rec app z t =

match z with

| Top -> t

| Left_of(x, r, z’) -> app z’ (Node(t, x, r))

| Right_of(l, x, z’) -> app z’ (Node(l, x, t))
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Navigation avec des zippers

Les 3 déplacements élémentaires sont en temps constant !
let down_left (t, z) =

match t with

| Leaf -> raise Error

| Node(l, x, r) -> (l, Left_of(x, r, z))

let down_right (t, z) =

match t with

| Leaf -> raise Error

| Node(l, x, r) -> (r, Right_of(l, x, z))

let up (t, z) =

match z with

| Top -> raise Error

| Left_of(x, r, z’) -> (Node(t, x, r), z’)

| Right_of(l, x, z’) -> (Node(l, x, t), z’) 26



Recherche dichotomique avec des zippers

On peut présenter la recherche dichotomique dans un A.B.R.
comme renvoyant l’endroit où se trouve / où devrait se trouver la
valeur x recherchée.
let rec search x (t, z) =

match t with

| Leaf -> (t, z)

| Node(l, y, r) ->

if y = x then (t, z) else

if y < x then search x (l, Left_of(y, r, z))

else search x (r, Right_of(l, y, z))

On peut ainsi se déplacer depuis n’importe quel point au point x :
let move_to x (t,z) = search x (app z t, Top)

Temps : O(log n). (On peut faire mieux, voir plus loin.)
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Application : une présentation fonctionnelle des arbres splay

Les arbres splay (splay trees, Sleator et Tarjan 1985) :

• Des arbres binaires de recherche, sans critère explicite
d’équilibrage.

• À chaque opération (recherche, insertion), l’élément x
concerné est ramené au sommet de l’arbre, par des
rotations bien choisies.

• Ces rotations réduisent progressivement les déséquilibres
dans l’arbre, obtenant des opérations en temps
O(log n) amorti et O(n) dans le pire cas.

28



Exemple de recherche dans un arbre splay

On recherche b dans l’arbre très déséquilibré à gauche abcde.

On remonte b au sommet par deux rotations, zig-zig et zig.

e

d

c

b

a

e

b

a c

d

b

a e

c

d

zig-zig zig
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Les rotations des arbres splay

Pour ≪remonter≫ le nœud x au-dessus de son parent p et de son
grand-parent g. (3 autres rotations symétriques omises.)

g

p

x

A B

C

D

x

A p

B g

C D

zig-zig
p

x

A B

C

x

A p

B C

zig
(à la racine)

g

p

A x

B C

D

x

p

A B

g

C D

zig-zag
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Le splaying vu comme une application de zipper

splay l x r z produit un A.B.R. équivalent à
app z (Node(l, x, r)) mais avec x au sommet.

let rec splay l x r z =

match z with

| Top -> Node(l, x, r)

| Left_of(p, c, Top) -> (* final zig *)
Node(l, x, Node(r, p, c))

| Right_of(c, p, Top) -> (* final zig *)
Node(Node(c, p, l), x, r)

| Left_of(p, c, Left_of(q, d, z)) -> (* zig−zig *)
splay l x (Node(r, p, Node(c, q, d))) z

| Right_of(c, p, Right_of(d, q, z)) -> (* zig−zig *)
splay (Node(Node(d, q, c), p, l)) x r z

| Right_of(a, p, (Left_of(q, d, z))) -> (* zig−zag *)
splay (Node(p, a, l)) x (Node(r, q, d)) z

| Left_of(p, a, Right_of(d, q, z)) -> (* zig−zag *)
splay (Node(d, q, l)) x (Node(p, r, a)) z 31



L’insertion dans un arbre splay

Insertion = recherche
+ création d’un nœud si nécessaire
+ splaying.

let add x t =

match search x (t, Top) with

| (Leaf, z’) -> splay Leaf x Leaf z’ (* not found *)
| (Node(l, _, r), z’) -> splay l x r z’ (* found *)

(Pour une présentation fonctionnelle pure mais sans zippers des arbres splay,
voir Nipkow et al, FAV !, chap. 21.)
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Liens avec la dérivation formelle



Contextes≈ zippers≈ listes de deltas

Pour un type algébrique régulier, le type des zippers et le type
des contextes sont isomorphes à une liste de deltas :
type ’a delta =

| Left of ’a * ’a tree | Right of ’a tree * ’a

type ’a context =

| Hole (* = [] *)
| Node_left of ’a context * ’a * ’a tree (* = Left (x , r ) :: c *)
| Node_right of ’a tree * ’a * ’a context (* = Right(l,x) :: c *)

type ’a zipper =

| Top (* = [] *)
| Left_of of ’a * ’a tree * ’a zipper (* = Left (x , r ) :: z *)
| Right_of of ’a tree * ’a * ’a zipper (* = Right ( l , x) :: z *)
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Appliquer les deltas dans le bon ordre

let app d t =

match d with Left(l, x) -> Node(l, x, t)

| Right(x, r) -> Node(t, x, r)

let rec fill_hole c t =

match c with [] -> t | d :: c -> app d (fill_hole c t)

let rec app_zipper z t =

match z with [] -> t | d :: z -> app_zipper z (app d t)

Pour un contexte :
premier delta = sommet de l’arbre ; liste vide = le trou
remplissage d’un contexte C[t] = un fold right de app.

Pour un zipper :
premier delta = voisinage du trou ; liste vide = le sommet
application d’un zipper = un fold left de app.
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Construire le type des deltas à partir du type de données

type ’a tree =

| Leaf

| Node of

’a tree * ’a * ’a tree

type ’a delta =

| Left of ’a * ’a tree

| Right of ’a tree * ’a

Un constructeur sans occurrence récursive du type disparaı̂t.

Un constructeur à n arguments dont k ont le type défini
récursivement devient k constructeurs à n− 1 arguments,
obtenus en supprimant une des k occurrences récursives du type.

’a tree * ’a * ’a tree ⇒ ’a tree * ’a * ’a tree

’a tree * ’a * ’a tree
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Une algèbre de types

Types : τ ::= 0 | 1 | 2 empty, unit, bool
| t | α | β variables de type
| τ1 + τ2 | τ1 × τ2 somme, produit

Isomorphismes : + et × sont commutatifs et associatifs ; de plus,

0 + τ ≡ τ 0× τ ≡ 0 1× τ ≡ τ 2× τ ≡ τ + τ
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Points fixes de types

Types : τ ::= 0 | 1 | 2 empty, unit, bool
| t | α | β variables de type
| τ1 + τ2 | τ1 × τ2 somme, produit

Un type algébrique régulier type t = τ est un point fixe µt.τ .

Exemples :

µt. 1 + t entiers de Peano (Zero/Succ)
µt. 1 + α× t listes de α (Nil/Cons)
µt. α+ t× t arbres binaires avec des α aux feuilles
µt. 1 + t× α× t arbres binaires avec des α aux nœuds
µt. α+ t× t + t× t× t arbres 2-3 avec des α aux feuilles

37



Le type des deltas

(C. McBride, The derivative of a regular type is its type of one-hole contexts 2001)

Le type des deltas pour le type algébrique régulier µt.τ est

(∂t τ) [t← µt.τ ]

c.à.d. la dérivée formelle du type τ par rapport à la variable t
prise au point µt.τ .

∂t 0 = ∂t 1 = ∂t 2 = 0

∂t t = 1

∂t α = 0 si α ̸= t

∂t (τ1 + τ2) = ∂t τ1 + ∂t τ2

∂t (τ1 × τ2) = ∂t τ1 × τ2 + τ1 × ∂t τ2
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Exemples de dérivées de types

∂t (1 + t) = 0 + 1 ≡ 1

Le type des deltas pour les entiers de Peano est unit.

∂t (1 + α× t) = 0 + 0× t + α× 1 ≡ α

Le type des deltas pour les listes de α est α.

∂t (α+ t× t) = 0 + 1× t + t× 1 ≡ t + t ≡ 2× t

Le type des deltas pour les arbres binaires avec des α aux feuilles
est ≪un arbre ou un arbre≫, c.à.d. ≪un booléen et un arbre≫.

∂t (1 + t× α× t) ≡ α× t + t× α ≡ 2× α× t

Le type des deltas pour les arbres binaires avec des α aux nœuds
est ≪un α et un arbre, ou un arbre et un α≫.
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Pour aller plus loin

Extension aux types non réguliers et aux GADT :

• C. McBride. The derivative of a regular type is its type of
one-hole contexts. 2001.

Une formalisation du lien entre dérivation formelle et contextes :

• M. Abbot, T. Altenkirch, N. Ghani et C. McBride.
∂ for data : differentiating data structures.
Fundamenta Informaticae, 2005.
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Les index



Les index (fingers) (Guibas, McCreight, Plass, Roberts, 1977)

Un index = un ≪pointeur≫ sur un élément x d’une structure de
données, qui permet d’accélérer les opérations portant sur les
éléments proches de x.

Typiquement, si une opération ordinaire est en temps O(f (n)),
où n est la taille de la structure,
l’opération avec index est en temps O(f (d)),
où d est la distance par rapport à l’index.
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Exemple : index dans un tableau trié

1 3 5 7 10 14 15 17 20 21 23 25 27 30 34 38 39 40 44 45

i j

x

Un index sur l’élément xi = son indice i.

Pour rechercher un élément x > xi à proximité de xi :

• On prend j = i + 1, i + 2, i + 4, i + 8, . . . jusqu’à ce que x ≤ xj.
• On fait une recherche dichotomique usuelle entre i et j.

Temps : O(log(j− i)), c.à.d. O(log d) car j− i ≤ 2d.
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Exemple : index dans une liste doublement chaı̂née triée

7 15 24 27 30 34 38 39 40 44 57

index

À partir d’un pointeur sur l’élément xi, on peut

• supprimer, insérer avant/après cet élément en temps O(1) ;
• rechercher l’élément xj en temps O(d), où d = |j− i|.

On peut descendre à O(log d) en remplaçant la liste par une skip
list ou par un arbre équilibré (un B-tree dans Guibas et al 1977).
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Les zippers comme index purement fonctionnels

Si on a un seul index par structure de donnée, il peut souvent se
représenter comme une paire (zipper, sous-terme).

Exemple : un index dans une liste triée = une liste trouée (r, f )
avec r triée par ordre décroissant et f par ordre croissant.

34 38 39 40 44 57302724157

fr
index

Pour rechercher un élément x au voisinage du trou, on cherche
dans f si f ̸= [ ] et x ≥ hd(f ), ou dans r si r ̸= [ ] et x ≤ hd(r).
Temps O(d).
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Un index dans un arbre binaire de recherche

Un index sur un sous-arbre quelconque d’un A.B.R. peut aussi se
représenter comme une paire (t, z) où t est un sous-arbre et z est
un zipper d’arbre.

Pour rechercher un élément x au voisinage, il faut un critère
rapide (temps constant) pour savoir s’il faut chercher dans t ou
bien ≪remonter≫ dans z pour élargir la recherche.

Solution : annoter chaque arbre par l’intervalle des valeurs qu’il
contient, comme vu en début de cours.

Si x est dans l’intervalle de t, il faut chercher dans t (et nulle part
ailleurs). Sinon, il faut élargir la recherche.
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Recherche à partir d’un index dans un A.B.R.

let rec finger_search x (t, z) =

if in_interval x (measure t)

then search x (t, z)

else

match z with

| Top -> search x (t, z) (* or: raise Not found *)
| Left_of(y, r, z) -> finger_search x (node t y r, z)

| Right_of(l, y, z) -> finger_search x (node l y t, z)

Généralement plus efficace que search x (app z t, Top)

mais pas en O(log d). . .

46



Recherche à partir d’un index dans un A.B.R.

xm

x1 xd xm−1 xm+1 xn
min max

lo
g

n

lo
g

d

Cas favorable : si (t, z) pointe sur le plus petit élément x1 (ou le
plus grand). Supposant l’arbre équilibré, le sous-arbre contenant
x1 et xd contient O(d) éléments et est de hauteur O(log d).

Cas défavorable : l’index pointe sur xm−1 (le plus grand élément
du sous-arbre gauche) et on cherche xm+1. La distance d est 2
mais on va quand même remonter au sommet.
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Deux index dans une structure

En général, les zippers ne permettent pas d’avoir plusieurs index
dans une structure.

Exception : deux index dans un A.B.R., un sur le plus petit
élément et l’autre sur le plus grand élément.

On représente la branche la plus à gauche et la branche la plus à
droite par des zippers, pointant de bas en haut.

e

c

a

[ ] B

D

g

F [ ]
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Index min et index max dans un A.B.R.

type ’a left_zipper = (’a * ’a tree) list

type ’a right_zipper = (’a tree * ’a) list

type ’a min_max =

| Empty

| Topnode of ’a left_zipper * ’a * ’a right_zipper

let rebuild (mm: ’a min_max) : ’a tree =

match mm with

| Empty -> Leaf

| Topnode(lz, x, rz) ->

Node(List.fold_left (fun l (x, r) -> Node(l, x, r)) Leaf lz,

x,

List.fold_left (fun r (l, x) -> Node(l, x, r)) Leaf rz)
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Recherche à partir d’un index min-max

Recherche plus facile que depuis un index quelconque : pas
besoin d’intervalles, et temps garanti O(log d) où d est la plus
petite distance au min ou au max.
let rec mem_left v = function

| [] -> false

| [(x, r)] -> v = x || mem x r

| (x1, r1) :: ((x2, _) :: _) as lz ->

if v < x1 then false else

if v = x1 then true else

if v < x2 then mem v r1 else mem_left v lz

let rec mem_right v = function ...

let mem_min_max v = function

| Leaf -> false

| Topnode(lz, x, rz) ->

v = x || (if x < v then mem_left v lz else mem_right v rz) 50



Rééquilibrage de l’A.B.R. à index min-max

Le rééquilibrage local au zipper gauche ou au zipper droit est
assez simple ; chaque rotation se fait en temps constant.

Les rotations impliquant le sommet de l’arbre sont plus
coûteuses (rotation en temps log n) car il faut accéder aux
derniers éléments des zippers.

Exemple : rééquilibrage lorsque le zipper gauche est vide.

e

[ ] g

F i

H [ ]

g

e

[ ] F

i

H [ ]
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Index min-max sur un arbre parfait

Si l’arbre binaire est parfait, toutes les branches ont la même
longueur, y compris le zipper gauche et le zipper droit.

On peut donc fusionner les deux zippers en un seul !

e

c

a

[ ] B

D

g

F i

H [ ]

Unit(e)

More(c,D, F, g)

More(a,B,H, i)

[ ], [ ]

type ’a minmax =

| Empty | Unit of ’a

| More of ’a * ’a tree * ’a minmax * ’a tree * ’a
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Les finger trees : des index min-max sur un arbre 2-3

Un arbre 2-3 avec valeurs aux feuilles : (Hinze et Paterson 2006)

Finger trees: a simple general-purpose data structure 3

Skewed reductions are far more general than reductions: they not only take an

arbitrary binary operation and an arbitrary element, the arguments of the binary

operation may even have different types.

The order of reducer ’s parameters is arranged as to suggest an alternative reading:

reducer (⌃) lifts the operation ‘⌃’ to f -structures. As an example, if ‘⌃’ adds an

element to a container, then reducer (⌃) adds a complete f -structure.

Skewed reductions need not be written by hand; they can be defined generically

for arbitrary f -structures (Hinze & Jeuring, 2003). Nonetheless, we shall provide

all the necessary instances in order to keep the paper self-contained.

On lists, reductions specialize to folds.

instance Reduce [ ] where

reducer (⌃) x z = foldr (⌃) z x -- NB. x and z are swapped

reducel (⌥) x z = foldl (⌥) x z

Reductions are particularly useful for converting between structures.

toList :: (Reduce f ) ⇒ f a → [a ]

toList s = s :� [ ] where (:�) = reducer (:)

Think of the structure s as being cons’ed to the empty list.

3 Simple sequences

We first develop the definition of 2-3 finger trees, and then show how they efficiently

implement sequences. As a starting point, consider ordinary 2-3 trees, like the one

below:

t h i s i s n o t a t r e e

The structural constraint that all leaves occur at the same level may be expressed

by defining a non-regular or nested type (Bird & Meertens, 1998), as follows:

data Tree a = Zero a | Succ (Tree (Node a))

data Node a = Node2 a a | Node3 a a a

Values of type Tree a have the form Succn (Zero t) for some n, where t has type

Noden a, the type of well-formed 2-3 trees of depth n. Note that the internal nodes

of these trees contain no keys; in this section we shall store all data in the leaves of

our trees.

Operations on such trees typically take time logarithmic in the size of the tree,

but for a sequence implementation we would like to add and remove elements from

either end in constant time.

Le même tenu par les nœuds le plus à gauche et le plus à droite :

4 R. Hinze and R. Paterson

3.1 Finger trees

A structure providing efficient access to nodes of a tree near a distinguished location

is called a finger (Guibas et al., 1977). In an imperative setting, this would be done

by reversing pointers. In a functional setting, we can transform the structure in a

manner reminiscent of Huet’s “zipper” structure (1997).

To provide efficient access to the ends of a sequence, we wish to place fingers at

the left and right ends of this tree. Imagine taking hold of the end nodes of the

example tree above and lifting them up together. We would obtain a tree that looks

like this:

t h

i s i s n o t a t

r e e

Because all leaves of the original 2-3 tree were at the same depth, the left and right

spines have the same length, and we can pair corresponding nodes on these spines

to make a single central spine. Hanging off the sides of these nodes are 2-3 trees,

whose depth increases as we descend the central spine. The first level contains two

or three elements on each side, while the others have one or two subtrees. At the

bottom of the spine, we have either a single 2-3 tree or none, depending on whether

the old root had a degree of 3 or 2. We can describe this structure as follows:

data FingerTree a = Empty

| Single a

| Deep (Digit a) (FingerTree (Node a)) (Digit a)

where a digit is a buffer of elements stored left to right (in the picture digits are

depicted by filled circles), here represented as a list to simplify the presentation:

type Digit a = [a ]

As noted above, in transformed 2-3 trees these lists have length 2 or 3 at the top

level and 1 or 2 at lower levels. We shall relax this, allowing between one and four

subtrees at each level. As we shall see in the next subsection, this relaxation provides

just enough slack to buffer deque operations efficiently. By the way, the buffer type is

called Digit because finger trees are a so-called numerical representation (Okasaki,

1998), a data structure that is modelled after a number system.

The non-regular definition of the FingerTree type determines the unusual shape

of these trees, which is the key to their performance. The top level contains elements

of type a, the next of type Node a, and so on: the nth level contains elements of type

Noden a, namely 2-3 trees of depth n. Thus a sequence of n elements is represented
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Les finger trees : des index min-max sur un arbre 2-3

Un type non régulier des arbres 2-3 avec valeurs aux feuilles :

type ’a node = Pair of ’a * ’a | Triple of ’a * ’a * ’a

type ’a tree23 = Leaf of ’a | Node of ’a node tree23

Avec des index min et max à base de zippers :

type ’a digit =

| One of ’a | Two of ’a * ’a | Three of ’a * ’a * ’a

type ’a seq =

| Nil

| Unit of ’a

| More of ’a digit * ’a node seq * ’a digit
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Point d’étape

Un peu d’algèbre nous permet d’ajouter de nouveaux traits à nos
structures de données :

• Annotation par des mesures à valeurs dans des monoı̈des
→ accès par rang, par valeur min ou max, . . .

• Dérivation formelle pour construire les zippers
→ navigation, index, . . .
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