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Mathématique et mécanique

M. Szolem Mandelbrojt, professeur

Nous avons traité deux sujets distincts . «Propriétés arithmétiques du
prolongement analytique » (les lundis) et «Les problemes d'unicité dans la
théorie des fonctions » (les jeudis).

Dans les legons portant sur le premier sujet, nous considérons une fonction
F(z) qui est — en désignant par LD la partie de la surface de Riemann de
logz dont la projection sur le plan complexe est D — le prolongement

analytique «direct » d'une série de la forme = drn. o < A(BUles an
ne sont pas nécessairement des entiers) de LD(C) a LD(G), D(K) désignant
le domaine intérieur & une courbe de Jordan simple K. Ici C est un disque
< R, et G une courbe possédant les propriétés suivantes : elle est donnée
par r = ¢ o) > 0 aveC o0y = o(— 9), |e| < @(0) = 1, D(G)
contient I'origine ; la quantité

existe et est finie.
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SiG «abrite wr, cest-a-dire sipourz = L ze D(r),onaze D(G), avec
o(ry < ¢(G) (- possédait des propriétés analogues a celles de G), et si la
fonction «(z), avec (1) = L o'() >Lo(z) 0 pour 7 1 est
holomorphe sur |z| < 1 avec ze(z) ¢ :D(r pourfz < 1 on a linégalité
suivante

(A) ldkj < H Sup [F(2)].Inf | ampwha+m))-L

le «Sup » étant pris par rapport & LD(G), le «Inf» par rapport & tous
les entiers positifs, pourvu que

(B) At mza on+m

pour k= n, quels que soient les entiers m et m avec amk = O,
amh = 0, am  fasignant le coefficient de zm dans (o (2)x.

Cet €noncé, qui est certes compliqué, a été démontré avec plusieurs
explications sur la nature des courbes r, G ; sur le sens de la relation (B)
etc. Plusieurs exemples, importants pour la suite, ont été mentionnés.

On obtient ainsi, comme cas particuliers du théoreme général, des énoncés
qui paraissent assez inattendus et qui se traduisent tres différemment selon
Que les A soient entiers ou non.

Ainsi, par exemple, a tout G «abritant |z| < 1» correspond une constante
B telle que pour tout k :
() dk| < B Sup |F(z)lk-1/2
(le «sup » étant toujours pris par rapport @ LD(G), B étant encore une
constante).

Si G abrite la courbe donnée par r = oS es3 (J0] < m, ON @ :

(D) Jdk = B Sup Fi(z) |
pour tout k tel que hk —  n'est un entier pour aucun n avec n = K

Mais lorsque les an sont tous entiers, (D) a lieu si
KL > k> bk—L1

D’autres théorémes en résultent qui permettent de caractériser le compor-
tement du prolongement analytique de F(z) selon le caractére arithmétique
de la suite {a}.
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Dans les lecons du jeudi on a étudié d’abord la relation, assez exacte, qui
existe entre la décroissance d’une fonction sur R et celle de sa transformée
de Fourier. Ainsi, il suffit que C{Mn} et C{Nn} soient des classes « déri-
vables », (cC'est-a-dire telles que de feC{Mn}, résulte f'<C{Mn}), ou, ce qui

revient au méme, qu'on ait log Mrc=O(n2), log Nnc= O(n2), pour que
les deux relations f ¢ S ({Mn}, {Nn}) f ¢ S ({Nn}, {Mn}) soient equivalentes.
Ces relations peuvent sexprimer par une comparaison des décroissances sans
avoir a passer par des derivees.

Pour les fonctions & support compact les théoremes portent aussi hien
sur la «lacunarité » des séries de Fourier. Nous ne citerons qu’un exemple :
si f appartient & la classe de Gevray C(r(an) (f()(X))<r(an)), si
fn)©0) = 0,(n > 0), etsi

fix) = =-ane

avec I'exposant de convergence de[an| égal @ o, de la relation ao < 1
esulte que f = 0.
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