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Le cours du mardi a été consacré a 1'étude de la cohomologie adjointe
1-différentiable relative aux algébres de Lie attachées a une variété symplec-
tique ou de contact.

Soit (W, F) une variété symplectique de dimension 2n, de 2-forme
fondamentale F. On désigne par p Pisomorphisme de fibrés vectoriels
TW — T*W défini par F ; cet isomorphisme s’étend naturellement aux ten-
seurs et 'on pose G = pu~!(F). On note L l'algebre de Lie des transfor-
mations infinitésimales symplectiques (champs localement hamiltoniens)
de (W, F), L* Tridéal défini par les champs globalement hamiltoniens
(L* = [L, L]), N T'algebre de Lie dynamique de la variété définie sur I’espace
des fonctions a valeurs réelles par le crochet de Poisson. On s’intéresse a
la cohomologie de chacune de ces algébres, a valeurs dans cette algebre
elle-méme, correspondant a la représentation adjointe (cohomologie adjointe).
C’est cette cohomologie qui intervient dans la définition des dérivations
et des déformations des algeébres de Lie. On a essentiellement déterminé cette
cohomologie pour les complexes définis par les cochaines 1-différentiables.

Pour Palgebre de Lie N, le cobord relatif & ce complexe s’exprime aisément
en termes du crochet de Schouten-Nijenhuis. Il en résulte que la cohomologie
envisagée est isomorphe a la suivante : une p-cochaine est un couple (a, )
d’une p-forme o et d’une (p — 1)-forme f§ et le cobord est donné par :

da, B) = (—da + F1§,dp)
On en déduit la cohomologie cherchée en termes de la cohomologie de De
Rham et de l'action de 'opérateur e ([F]) défini, sur les classes de cohomo-
logie de formes, par le produit extérieur par F. On démontre de plus qu’il
existe une structure naturelle d’algébre de cohomologie. Les résultats obtenus
sont, bien entendu, en accord avec ceux provenant de la détermination anté-
rieure directe (Avez et Lichnerowicz) des dérivations de l'algébre.
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En ce qui concerne L, on a démontré que les cochaines 1-différentiables

étaient définis, pour p == 1, par :
pt {d (@ Xy, - X))} Ky oy X, EL)

oll o est une p-forme ; elles sont & valeurs dans L*. Pour p = 1, il convient
d’ajouter a de telles 1-cochailnes, les cochaines X — K X, ou K est une
constante. Les cochaines 1-différentiables relatives a2 L* sont les restrictions
a L* des précédentes. On a déduit de ces résultats et de la détermination
de la cohomologie de N, la cohomologie adjointe 1-différentiables de L
et L*,

On sait qu’a toute variété de contact (W, ), on peut associer de maniére
naturelle une structure symplectique sur W X R. On déduit de I’étude précé-
dente que la cohomologie adjointe 1-différentiable de 1'algébre de Lie L,
des transformations infinitésimales de contact est toujours triviale.

Ces résultats permettent d’aborder I’étude des déformations formelles des
différentes algébres de Lie envisagées et d’établir en particulier la rigidité des
déformations infinitésimales de I'algébre de Lie des transformations infinité-
simales de contact.

Aprés avoir rappelé, en les complétant sur les points nécessaires, les élé-
ments de la théorie algébrique des déformations de Gerstenhaber, on s’est
borné a étudier en détail les déformations formelles de I'algébre de Lie
dynamique N d’une variété symplectique. Outre les déformations triviales,
il existe ici des déformations géométriquement inessentielles, provenant des
déformations formelles de la structure symplectique. On a montré que, pour
de larges classes de variétés symplectiques, il existe des déformations formelles
essentielles de l'algeébre N. On a méme pu mettre en évidence, sous des
hypothéses assez générales, lexistence de déformations & lordre 1 qui
sont rigoureuses. De tels résultats seront interprétés ultérieurement en termes
de Physique mathématique.

Le cours du mercredi a porté sur la mise en évidence de formalismes
hamiltoniens invariants et sur la notion de variété canonique. On a montré
que si une variété symplectique exacte (W, m) admet un champ de vecteur
fondamental dont les orbites définissent une submersion sur l’espace quo-
tient W, celui-ci est naturellement muni d’une structure de contact ¢ = o.
1l existe par projection un isomorphisme de l’algébre de Lie Lo des auto-
morphismes infinitésimaux de (W, @) sur celle I de la structure de contact.

La géométrie d’un systéme dynamique & n degrés de liberté et liaisons
dépendant du temps peut étre défini par le fibré &7, de dimension (2 n + 1),
des directions de covecteurs de ’espace-temps de configuration M. Relati-
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vement au fibré cotangent de M privé de sa section nulle, soit W, et a &,
la situation est celle qui a été analysée et & admet une structure de contact
naturelle @ = o. Les trajectoires du systtme dynamique sont définies par
les orbites des champs de vecteurs X de lalgebre de Lie L d’automorphismes
infinitésimaux correspondants. Le formalisme qui dérive de la structure de
contact se révéle fort peu maniable.

Par contre une trajectoire du systéme dynamique est la projection sur &
d’orbites dans W du champ de vecteur 5(€Lm qui se projette sur X. On
en déduit que ces trajectoires peuvent étre définies a partir d’une fonction
hamiltonienne globale de W, homogéne et de degré 1 par rapport aux
covecteurs, le paramétre étant 'action usuelle. On a ainsi élaboré un forma-
lisme hamiltonien invariant, relativement & tout repérage de I’espace-temps
de configuration. Ceci différe du point de vue développé naguere par Dirac.

Dans un tel contexte, la notion de transformation canonique peut trouver
son véritable cadre géométrique de la maniére suivante : soit (W, F) une
variété symplectique de dimension (2n + 2) et soit t: W— R une pro-
jection temporelle globale (partout de rang 1) dont le vecteur hamiltonien P
associé a des orbites définissant une submersion sur I’espace quotlent W
W est muni d’un 2-tenseur G (projection de G) vérifiant [G G] =0, au
sens du crochet de Schouten. Plus géneralement (W,G t) de dxmensxon
2n + 1), ol le 2-tenseur G vérifie [G G] =0 et le scalaire t vérifie
[G 1] = o est une variété canonique. Une telle variété est feuilletée en
variétés symplectxques de dimension 2 n, le feuilletage étant défini par I’équa-
tion globale t = 0. On peut appeler transformation canonique, une trans-
formation de W qui est un automorphisme de la structure canonique. On

a montré en quel sens ces transformations canoniques sont une généralisation
des transformations canoniques classiques.

A une variété canonique sont attachées des algébres de Lie de dimension
infinie, de maniére analogue & ce qui se passe pour une variété symplectique.
On a analysé la structure de ces algebres de Lie, étudié leurs idéaux et
déterminé complétement leurs dérivations. On constate que méthodes et
résultats sont proches de ceux concernant les algébres de Lie attachées a
une variété symplectique, le rdle joué par les constantes étant joué ici par
Panneau des fonctions de t.
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