
Physique mathématique 

M . André LICHNEROWICZ, membre de l'Institut 

(Académie des Sciences), professeur 

Dans un cours antérieur (1976-1977), nous avions introduit et étudié 

une généralisation contravariante naturelle de la notion de variété symplec-

tique : les variétés de Poisson. Cette notion apparaît dans l'étude géométrique 

des transformations canoniques et semble la clé d'un certain nombre des 

résultats de la théorie de Kirilov-Kostant-Souriau. 

Dans le cours du mardi, nous avons introduit une généralisation contra-

variante analogue de la notion de variété de contact : les variétés 

conformes de Jacobi. Soit W une variété différentiable de dimension m 

et posons N = C ∞ (W ; R ) . Un opérateur bidifférentiel antisymétrique 

P : N x N→N, d'ordre maximum 1 en chaque argument est donné par : 

P (u, v) = i (⋀) (du ⋀ dv) + ui (E) (dv) — vi (E) du (u, v ∈ N) 

où A est un 2-tenseur (contravariant antisymétrique) et E un vecteur ; pour 

que P vérifie l'identité de Jacobi, il faut et il suffit qu'au sens des crochets 

de Schouten : 

(I) [E, ⋀] = 0 [⋀, ⋀] = 2 E ⋀ �� 

Une structure de variété de Jacobi est définie sur W par le couple d'un 
2-tenseur A de rang constant 2n et d'un vecteur E tel que E ⋀ ��n ≠ 0, tous 

deux vérifiant (I) ; P définit alors sur N une structure d'algèbre de Lie 

dite de Jacobi. (W, ,E) est dite de codimension l = m ̶ (2n + 1). Une 

variété pfaffienne de dimension (2n + 1 ) est une variété de Jacobi de codi-

mension 0. Une variété de Jacobi admet un feuilletage naturel de codimen-

sion l par des variétés pfaffiennes. 

A la notion de structure de contact (définie par une structure pfaffienne) 

correspond celle de structure conforme de Jacobi. Pour qu'il existe une 

structure de Jacobi sur W induisant une structure conforme de Jacobi, 

il faut et il suffit qu'un fibré convenable défini par la structure soit trivial. 

Nous notons Lc l'algèbre des transformations infinitésimales (t.i.) conformes 



de Jacobi, par L l'idéal L c défini par les t.i. tangentes au feuilletage en 

variétés de contact ; L est isomorphe à l'algèbre de Lie de Jacobi (N, P) par 

l'isomorphisme a défini de la manière suivante : 

σ : X ∈ L → u ∈ N tel que X ⋀ ��n = u E ⋀ ��n 

σ-1 : u ∈ N - » X = u E + [��, u] ∈ L 

Les dérivations des algèbres de Lie (N, P) ont été déterminées et l'on 

a établi que ces algèbres coïncident avec leurs idéaux dérivés. Toute déri-

vation de Lc est intérieure. 

Un théorème de « rigidité » a pu être établi en ce qui concerne l'algèbre 

de Lie de Jacobi : toute déformation 1-différentiable de l'algèbre de Lie (N, P) 

est différentiablement triviale. Les résultats précédents contiennent comme 

cas particuliers beaucoup des résultats concernant les variétés de contact. Le 

théorème de rigidité s'il est étendu à une différentiabilité arbitraire corres-

pond à un théorème analogue que nous avons démontré en ce qui concerne 

l'algèbre de Lie de tous les champs de vecteurs d'une variété différentiable. 

*** 

Le cours du mercredi a approfondi l'analyse de l'approche de la Mécanique 

quantique en termes de déformations des algèbres associatives et de Lie 

(algèbre de Poisson) attachées à une variété symplectique. Les grandes 

lignes de cette théorie avaient été développées dans le cours antérieur. 

On note Symp (W, F) le groupe de tous les symplectomorphismes d'une 

variété symplectique (W, F) et Symp c (W, F) sa composante de l'identité 

connexe par arcs différentiables par morceaux. Une algèbre associative 

formelle (ou *v-produit) est définie sur l'espace E (N ; v) des fonctions 

formelles de v ∈ C à coefficients dans N = C ∞ (W ; R) à partir de : 

où les Cr sont des 2-cochaînes différentielles de Hochschild nulles sur les 

constantes ; les Cr (u, v) sont supposées symétriques en u, v pour r pair, 

antisymétriques pour r impair. Par antisymétrisation, on en déduit une 

algèbre de Lie formelle définie par : 

On a d'abord établi un théorème d'unicité fondamental qui énonce qu'une 

algèbre associative formelle (1) satisfaisant aux hypothèses précédentes est 

caractérisée de manière unique par l'algèbre de Lie formelle qu'elle engendre. 

En ce qui concerne les problèmes d'invariance de la Mécanique quantique, 



il est important d'étudier l'algèbre de Lie des dérivations et le groupe Aut (*,) 

des automorphismes du *v-produit. Un tel automorphisme est un auto-

morphisme : 

de l'espace E (N ; v) qui respecte le *v -produit. Si A0 = Id. l'automorphisme 

est dit à partie principale triviale. 

On s'est d'abord intéressé à une variété symplectique munie d'une algèbre 

de Lie formelle (2) et l'on a établi que l'algèbre de Lie des dérivations 

nulles sur les constantes de cette algèbre est isomorphe à l'algèbre de 

Lie E (L ; X), où L est l'algèbre de Lie des champs de vecteurs symplectiques. 

On a pu en déduire que, pour tout élément σ de Symp c (W, F), il existe un 

automorphisme de l'algèbre de Lie formelle (2) de la forme : 

où les Bs sont des opérateurs différentiels sur N nuls sur les constantes. 

On a ensuite considéré une variété symplectique munie d'une algèbre 

associative formelle (1) et l'on a déduit de l'étude antérieure que les déri-

vations de cette algèbre et les dérivations nulles sur les constantes de l'algèbre 

de Lie qui s'en déduit coïncident. En particulier si le premier nombre de Betti 

b 1 (W) de la variété est nul, les dérivations de (1) sont toutes intérieures. 

On a établi, à partir de théorèmes nouveaux concernant la cohomologie 

de Hochschild, que tout automorphisme de l'algèbre associative a néces-

sairement la forme : 

où σ est un symplectomorphisme et les Bs des opérateurs différentiels nuls 

sur les constantes. 

Inversement on a étudié successivement le groupe Autt(*v) des automor-

phismes à partie principale triviale de l'algèbre (1) et les automorphismes 

pairs en v. Pour b1 (W) = 0, Aut t coïncide avec le groupe Auti(*v) 
des automorphismes intérieurs de l'algèbre associative. On en déduit que 

Autt(*v) coïncide avec le groupe des automorphismes de l'algèbre de Lie 

correspondante qui sont de la forme : 

où les As sont des opérateurs différentiels nuls sur les constantes. 



A partir de l'étude des automorphismes pairs en v, on démontre que 
Aut (* v ) coïncide avec le groupe des automorphismes de l'algèbre de Lie 
correspondante qui sont de la forme (3). Le groupe Aut (* v ) /Aut t (* v ) 
est ainsi isomorphe à un sous-groupe H de Symp (W, F) qui contient 
Sympc. (W, F). 
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