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Le cours de cette année avait pour titre : Immeubles affines, groupes
arithmétiques et géométries finies. 11 a porté essentiellement sur I'étude des
groupes d’automorphismes d’'immeubles qui permutent transitivement les
chambres et, plus spécialement, sur le cas des immeubles localement finis de
type affine et des groupes discrets d’automorphismes ; ces hypotheses impli-
quent souvent qu’il s’agit alors de groupes arithmétiques, en vertu du théo-
reme d’arithméticité de Margulis et de la classification des immeubles de type
affine, exposée dans le cours précédent (dans tout ce résumé, « arithmétique »
est pris au sens de « S-arithmétique »). L’intérét suscité ces temps derniers par
la recherche systématique d’immeubles localement finis de type affine possé-
dant un groupe discret d’automorphismes transitif sur les chambres résulte
notamment des possibilités éventuelles d’application au « révisionnisme » en
théorie des groupes finis (voir en particulier diverses publications et prépubli-
cations récentes de F. TIMMESFELD).

1. Un théoréme « négatif » : classification

1.1. Position du probléme et énoncé du résultat. Soient K un corps local
localement compact, k son corps résiduel, G un groupe algébrique sur K,
absolument presque simple et simplement connexe, de rang relatif = 2, et A
I'immeuble affine de G sur K. Le groupe des points rationnels de G sur K est
aussi noté G. On se propose d’étudier les groupes discrets I' d’automor-
phismes de A qui permutent transitivement les chambres de A. (Sauf mention
explicite du contraire, les automorphismes d’immeubles que nous considérons
sont toujours supposés préserver les types des sommets ; Aut A désigne le
groupe des automorphismes de A possédant cette propriété.) L’intérét de la
question réside en partie dans le fait que lexistence d’'un tel groupe d’automor-
phismes s’avére extrémement rare ; comme on peut dés lors s’y attendre, la
plupart des cas d’exception sont des objets qui méritent d’étre examinés de
plus pres.
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Les idées de base pour la démonstration du résultat que nous venons
d’énoncer en termes vagues sont simples et peu nombreuses ; elles ont été
trouvées indépendamment (sous des formes parfois un peu différentes) par
W. KANTOR et bar l'auteur. Cependant, leur mise en ceuvre, menant a la
détermination compléte des exceptions, nécessite de nombreuses distinctions
de cas et des raisonnements ad hoc qui n’ont pas tous été exposés dans le
cours. Ce travail a été accompli en grande partie par W. KANTOR et R.
LIEBLER. L’énoncé qui suit est basé sur une communication personnelle de
W. KANTOR.

THEOREME 1. - Si I'immeuble A posséde un groupe discret d’automorphismes
permutant les chambres transitivement, I'une des conditions suivantes est rem-
plie :

K = Q, et G est déployé de type A,, B,, G,, A,, B, ou D,;

K = Q, et G est quasi-déployé de type A, ;

K =F, ((t)) et G est déployé de type A, ;

K = Q, et G est déployé de type C, ou quasi-déployé de type A, ;

k =F, et G est déployé de type A,.

(Pour ce dernier cas, voir le n° 3.2 ci-dessous.) Signalons que des résultats
apparentés a celui-la ont été obtenus par F. TIMMESFELD, dont les méthodes,
trés différentes des notres, relevent essentiellement de la technique fine des
groupes finis.

Comme cela a été fait dans le cours, nous illustrerons les idées générales de
la preuve de ce théoréme en traitant quelques exemples typiques. Un ingré-
dient essentiel est la classification des groupes algébriques simples sur les
corps locaux localement compacts, due a M. KNESER, F. BRUHAT et l'auteur ;
pour celle-ci, nous renvoyons a l'exposé paru dans les Proc. Symp. Pure
Math. 33 (1979), 29-69, exposé désigné ci-aprés par le sigle [PSPM].

1.2. Un « analogue fini ». Le probléeme suivant est en quelque sorte I’analo-
gue de celui qui nous intéresse pour les immeubles finis : soit H le groupe des
points rationnels d’un groupe absolument simple (donc adjoint) de rang relatif
= 2 sur un corps fini et soit A, son immeuble sphérique ; quels sont tous les
sous-groupes de Aut A, transitifs sur les chambres de A, ? Ce probleme a été
résolu par D. HiGmMAN dans le cas des groupes linéaires et par G. SEITZ en
général. La réponse est que, « sauf exceptions » (une dizaine en tout), un tel
groupe contient le groupe dérivé de H (Annals of Math. 97 (1973), 27-56
aux exceptions énumérées la, il faut ajouter le groupe de type C, sur F,,
correction signalée dans un complément inédit a Darticle de G. SEirz en
question).

1.3. Notations et premieéres réductions. Soient G, K, k, A, I' comme en 1.1.,
p la caractéristique de k, C une chambre de A, v,, ..., v, les sommets de C, T,
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le stabilisateur de v, dans I', A, D'étoile de v, dans A et l_" le groupe
d’automorphismes de A, induit par I'. L’immeuble A, est 'immeuble sphérique
d’un groupe semi-simple adjoint H, défini sur k et H,(k) s’identifie a un sous-
groupe de Aut A. Soit H’ le sous-groupe de H(k) engendré par ses p-
éléments. On sait que H; contient le groupe dérivé de H,(k) et qu’il est son
propre groupe dérivé HY, sauf si k = F, et si H, posséde un facteur déployé
de type A,, B,, G, ou non déployé de type A,, ou encore si k = F, et si H,
posseéde un facteur déployé de type A,. Nous supposerons désormais que :

(*) pour au moins deux valeurs de i, 1—" D H'=H'
et que
**) fl D H! pour tout i.

Il est facile de voir que, sauf dans un trés petit nombre de cas, I’hypothese
(**) est conséquence de (*), laquelle est, a son tour, « presque toujours »
satisfaite en vertu du théoreme de Seitz cité plus haut ; les exceptions, dont il
est facile de dresser la liste (utilisant aussi [PSPM]), et qui sont d’ailleurs a
I'origine de la plupart des exceptions du théoreme 1, doivent faire 'objet d’un
traitement a part (parfois assez compliqué).

Soit I'' le « terme infini » de la suite dérivée de I, ; il est contenu dans
I'image de G dans Aut A (cela résulte de ce que G est son propre groupe
dérivé, d’apres un théoreme de V. PratoNov, de la structure connue de
Aut A et du fait que tout groupe fini d’automorphismes de K est résoluble).
Vu (*), I'image de I''” dans F permute transitivement les chambres de A,
pour au moins deux valeurs de i. Il s’ensuit que le groupe engendré par les
'™ permute transitivement les chambres de A. Quitte a remplacer I' par ce
groupe, nous supposerons dorénavant que I' est son propre dérivé et qu’il est
contenu dans I'image de G dans Aut A. Comme le stabilisateur de v, dans G
est le groupe des points entiers d’un schéma en groupes connexe sur I'anneau
des entiers de K (cf. Publ. Math. ILH.ES. 60 (1984), n° 5.2.9,
p. 165), on a alors I’ C H,(k), d’ou, vu (**),

(1) IT|, = |Hk)

p "

1.4. Le cas d’inégale caractéristique. Soit car K = (0. Supposons pour
I'instant que G soit un groupe déployé. Alors, 'un des H, disons H,, est le
groupe de Chevalley sur k de méme type que G. Vu (**), I, contient H).
L'image réciproque H! de HY dans I est une extension finie de H!. Soit p
une représentation projective (complexe) non triviale de G, de dimension
minimum. Alors, la restriction de p a H! est une représentation projective de
ce groupe, de dimension dim p et de noyau central. Utilisant un théoréeme de
W. FeIr et l'auteur sur les représentations de dimension minimum des exten-
sions de groupes, on en déduit facilement que H doit avoir une représenta-
tion projective complexe de dimension < dim p. Mais 'on sait que, sauf tres
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rares exceptions, le minimum de la dimension des représentations projectives
complexes fidéles d’un groupe de Chevalley (simple) fini est strictement
supérieure au minimum de la dimension des représentations projectives fideles
du groupe algébrique simple complexe de méme type (cf. V. LANDAZ''RI et G.
Sertz, J. of Algebra, 32 (1974), 418-443). A nouveau, les quelques cas
d’exception doivent étre traités séparément. La méme méthode s’applique
lorsque G n’est pas déployé : on observe que, presque toujours, il existe un
indice i tel que la dimension minimum d’une représentation projective com-
plexe fidele de H® (dimension dont une borne inférieure est fournie par
I'article cit¢é de LANDAZURI et SEiTz) est supérieure a la dimension d’une
représentation projective non triviale de G.

1.5. Le cas d’égale caractéristique

a) La proposition suivante, valable dans tous les cas, est particulierement
utile en égale caractéristique.

ProrosITION 1. - Un sous-groupe du stabilisateur de v, dans G permutant
transitivement les chambres de A contenant v, ne peut étre contenu dans un
K- sous-groupe parabolique propre P de G.

En effet, P fixe un point y dans la « réalisation géométrique » de I'immeu-
ble sphérique de G sur K, lequel s’identifie a I'immeuble a 'infini de A (voir
le cours de I'an dernier). Cela étant, P N Stab,v, fixe la demi-droite de A
d’origine v, et de direction y, donc aussi la facette de Iétoile A, de v, qui
contient le « début » de cette demi-droite. Cela exclut que P N Stab,y,
permute transitivement les chambres de A,

b) Dorénavant, nous supposerons que car K = p. Si J est une partie de
I'={0, ..., I}, nous notons I', I'intersection des I', pour j € J, U un p -sous-
groupe de Sylow de I', et U, le fixateur dans U de I'étoile du simplexe
{v,\j € J}. Le groupe U est aussi un p -sous-groupe de Sylow I', pour tout J,
et U, est distingué dans I', (cette propriété, dont on pourrait se passer dans la
suite au prix de quelques circonlocutions, se prouve en utilisant par exemple
les schémas en groupes attachés aux facettes de A). Observons que, pour
i€l '

2) T, =[U:U] .

c) Cas des groupes de type A, intérieur. Clest le cas d’un groupe
G =SL,,, (D), ou D est une algebre a division de centre K et de dimension
finie. Pour le traiter, on utilise le lemme suivant, généralisation facile d’une
propri€té connue des représentations linéaires de SL, en caractéristique natu-
relle.

LeMME 1. - Soient E un groupe fini, d un corps fini de caractéristique p et
p: E— PGL, (D), ¢: E — PGL,,, (d) des homomorphismes tels que ¢(E)
D PSL,,, (d).

m+1
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Si m > I, on a (Ker p) D PSL,_,, (d). Supposons | = m et p injectif, soient
S un p -sous-groupe de Sylow de E, S, I'image réciproque dans S du radical
unipotent d’un sous-groupe parabolique P' d’ordre maximum (i.e. stabilisateur
d’un point ou d’un hyperplan dans la représentation projective naturelle) de
PSL, ., (d) contenant ¢(S) et P le normalisateur de S, dans E. Alors, p(P)
stabilise un unique sous-espace propre de P, (D), ce sous-espace est un point ou
un hyperplan et est le seul sous-espace de sa dimension stable par S.

Supposons les sommets v, de C rangés dans l'ordre cyclique naturel (le
graphe de Dynkin affine de G est ici un polygone a [+ 1 cotés), et
identifions I a Z/(! + 1)Z. Soient d le corps résiduel de D, E le groupe ', S
le sous-groupe U, ¢ la projection canonique I, — f, p 'homomorphisme
d’inclusion de I', dans PGL,,, (D) (identifié avec son image canonique dans
Aut A) et P’ le stabilisateur de l'aréte vy,, dans PSL,, (d) (opérant sur
I’étoile de v, de facon évidente). Vu b), le groupe P du lemme contient I', .,
et le lemme implique I'existence d’un sous-espace X, point ou hyperplan, de
P, (D) stable par I', ., et qui est I'unique point ou I'unique hyperplan de
P, (D) stable par U. Comme le groupe (I',_, ,, I', ., est transitif sur I’ensemble
des chambres contenant v,, la proposition 1 impose que X, , # X,. De méme,
X # X,. Donc X, = X, ce qui contredit la proposition 1 appliquée au
groupe (I, ., T, .. En conclusion, si G = SL,, (D), il n’existe pas de
groupe 1" ayant les propriétés requises.

i i+

A des détails pres, le raisonnement précédent est da a W. KaNTor qui,
avec la collaboration de R. LIiEBLER, a montré que des idées analogues
s’appliquent dans la plupart des cas (en égale caractéristique).

d) Bons sous-groupes unipotents et points spéciaux

Un sous-groupe unipotent de G est dit « bon » s’il est contenu dans un
sous-groupe de Borel défini sur une extension séparable de K. Pour la notion
de sommet spécial (d’'un immeuble ou d'un graphe de Dynkin) utilisée ci-
aprés, nous renvoyons a [PSPM], n® 1.9, 1.10, 2.4 ; dans les tables de loc.
cit., les sommets spéciaux des graphes de Dynkin sont ceux marqués s ou hs.

ProPOSITION 2. - Si, pour un i € I, le sous-groupe unipotent U, de G est
bon, alors U, = {1} et v, est un sommet spécial de A (autrement dit, le sommet
d’indice i du graphe de Dynkin affine de G est spécial).

La premiére assertion résulte de la proposition 1, car si U, # {1}, le
normalisateur de U,, donc en particulier I';, est contenu dans un K-sous-groupe
parabolique propre de G (cf. Inventiones Math. 12 (1971), 95-104, Prop. 3.1).
Comme U, = {1}, (2) implique que ||, = |U] et la deuxiéme assertion résulte
de (1), (2) et du lemme général suivant, dont la démonstration est facile.



LEMME 2. - Si i € I est tel que |H (k) ’p = ]H/(k) |p pour tout j € I, alors v, est
un sommet spécial de A.

La proposition 2 a pour conséquence immédiate le

COROLLAIRE 1. - Le sous-groupe unipotent U de G n’est pas bon.

Car si U était bon, chaque v, serait spécial ce qui impliquerait que G est de
type A, intérieur (cf. [PSPM]), et cela est impossible, comme on I’a vu en c).

e) Applications. Le corollaire 1 permet d’exclure de nombreux cas. Citons
les plus importants.

Le groupe G ne peut étre de type A ou C, car dans un groupe simplement
connexe de type A ou C, tout sous-groupe unipotent est bon .

Supposons G déployé de type D ou E et soit ¥ le schéma de Chevalley
adjoint de méme type et de méme rang que G. Supposons les v, numérotés de
telle fagon que v, soit un sommet spécial de A. Alors, le groupe (k) opeére
sur I’étoile de v,, on a &(k)' C I_‘“ C %(k) et I', C %(0), ou O désigne
I’anneau des entiers de K. (Le groupe H, (k) de 1.3 est ici X(k).) Soit w : I,
— I_’“-la projection canonique. Appliquant le théoréme de Feit-Tits déja utilisé
en 1.4 a la restriction a = '(¥(k)’) d’une représentation projective rationnelle
de #(K) de dimension minimum, on montre que Ker m = {1}, ce qui permet
d’inverser w. Faisant usage de résultats connus, dus a E. CLINE, B. PARSHALL
et L. Scort, sur la cohomologie d’un groupe de Chevalley a valeurs dans son
module adjoint, on prouve alors que w'(¥(k)’) est conjugué dans ¥(0) a
I'image de #¥(k)' par linjection « naturelle » v: (k) — %(0) (image du
relevement k — O par le foncteur ¥). Donc U est conjugué par un élément
de Z(0) a I'image de w(U) par ., laquelle est manifestement contenue dans un
sous-groupe unipotent K -déployé maximal de G. Il s’ensuit que U est bon,
en contradiction avec le corollaire 1.

Ce raisonnement s’étend sans modification importante a tous les groupes G
tels que A posséde un point hyperspécial (cf. [PSPM], 1.10, 2.4 et tables), des
que l'on dispose des renseignements cohomologiques nécessaires.

f) Extension du corps de base. Voici encore une variante du raisonnement
précédent qui peut étre utilisée dans des cas ou les méthodes décrites plus
haut ne sont pas directement applicables.

Supposons U, # {1} (d’aprés le lemme 2 et les relations (1), (2), c’est le cas
si le sommet v, de A n’est pas spécial). Faisons I'hypothése que G se déploie

(1) Depuis la rédaction de ce texte, il m’est apparu que, sur un corps K du type envisagé, ceci cst
probablement vrai pour tout groupe simplement connexe (je I'ai prouvé dans la plupart des cas).
Cela rendrait inutile la suite de ce § 1.
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sur une extension finie étale K de K, soit F une extension quasi-galoisienne
finie de K, de corps résiduel f, et soit O, l'anneau des entiers de F.
L'immeuble A se plonge naturellement (par « montée étale » suivie d’une
« montée déployée » : cf. Publ. Math. I.H.E.S., 60 (1984), § 5, et 41 (1972),
§ 9) dans I'immeuble A, de G sur F. Supposons I’extension F choisie de telle
facon que le normalisateur de U, dans G soit contenu dans un F -sous-groupe
parabolique propre de G et que v, soit un sommet spécial de A,. Soit ¥ le
schéma de Chevalley adjoint de méme type que G ; identifions ¥(F) au
groupe des points rationnels sur F du groupe adjoint de G, donc aussi a un
sous-groupe de Aut A,, de telle facon que ¥(0,) soit le stabilisateur de v, dans
Z(F). Ainsi, H, (k) se plonge naturellement dans X(f) et il est facile, dans
chaque cas particulier, de déterminer explicitement ce plongement. D’autre
part, le raisonnement qui a servi a prouver la proposition 1 montre que Fl,, et
a fortiori H\, laisse invariante une facette non vide de I’étoile de v, dans A,
donc que H| est contenu dans un sous-groupe parabolique propre de (f).
Quelquefois, par exemple lorsque G est de type’E, (cf. [PSPM], p. 66), cela
fournit la contradiction cherchée.

2. Un théoréme « positif » : immeubles et amalgames

2.1. 11 a été dit plus haut que les cas d’exception du théoreme 1 sont, pour
la plupart, des phénoménes remarquables qui méritent d’étre étudiés. Mais il
convient avant tout d’en montrer l'existence. Pour les cas traités dans la
littérature, cela a été fait (par W. Kantor, P. KOHLER, Th. MEIXNER et
M. WEsTER) a l'aide de constructions ad hoc, toutes différentes entre elles.
Dans le cours, on a proposé une méthode applicable en principe a tous les cas
et méme, plus généralement, a la description de tout groupe I' d’automor-
phismes d’un immeuble A quelconque (non nécessairement affine ou locale-
ment fini) permutant transitivement les chambres de A. Cette méthode con-
siste a définir I' comme la somme amalgamée de certains sous-groupes, et a
construire A a partir de I' et des sous-groupes en question. Lorsqu’on définit
un groupe par générateurs et relations, un probléeme majeur est généralement
celui de montrer que le groupe ainsi défini ne « dégénere » pas (par exemple,
qu’il n’est pas réduit a I’élément neutre). Dans le cas présent, ce résultat est
fourni par le théoréme 2 ci-dessous, qui généralise le théoréeme classique (et
facile) sur la structure des sommes de deux groupes, amalgamés suivant un
SOus-groupe « commun ».

2.2. Rappelons qu'un systéme de chambres (6, (P,]i € I)) au-dessus d’un
ensemble [ est, par définition, un ensemble € doté d’un systéme de partitions
%, indexé par I. Les éléments de € sont les chambres et deux chambres
appartenant a la méme classe de P, sont dites i -adjacentes. L’ensemble des
chambres d’un immeuble A forment un systéme de chambres lorsqu’on déclare
i -adjacentes deux chambres ayant une cloison commune, de type I — {i}. Ce
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systtme de chambres détermine A a isomorphisme unique prés, ce qui rend
légitime I’abus de langage consistant a appeler aussi immeuble le systeme de
chambres en question. Soient I' un groupe, B un sous-groupe et P, pour i €
I, des sous-groupes de I’ contenant B ; nous notons alors € (I'; B;
(P|i € I)) le systtme de chambres (I'/B ; (?|i € I)) ot P, est formée des
images réciproques des points de I'/ P, par ’application canonique I'/B — TP,

2.3. Soient ¥ un ensemble de groupes et ® un ensemble d’homomor-
phismes de groupes dont la source et le but appartiennent a ¥. On appelle
limite inductive du systeme (¥, ®), ou de ¥ relativement a &, un groupe I
doté d’un systtme d’homomorphismes ¢, : X — I, pour X € &, tels que
pour tout élément ¢ : X — Y de ®, on ait ¢, = Y, 0 ¢, le systeme (I', (¥,))
étant « universel » pour ces propriétés, en un sens évident. Supposons que ¢
soit fermé pour les compositions d’homomorphismes (c’est-a-dire que ¢, ¢’ €
® implique ¢’ 0@ € @ lorsque la source de ¢’ coincide avec le but de ¢ :
hypothése de commodité qui ne restreint d’ailleurs pas la généralité) et soit Y
une partie de ¥ telle que tout élément de & — ¥ soit la source d’un élément
de @ dont le but appartient a Y. Dans ce cas, nous dirons aussi, par abus de
langage, que I' est la somme amalgamée de ¥, ou des éléments de %,
relativement a2 @, ou encore que I' est la somme amalgamée du systeme (%,
D).

Soient M = (m,|i, j € I) une matrice de Coxeter, A un immeuble de type
M, I' un groupe d’automorphisme de A permutant les chambres transitive-
ment, C une chambre de A et P, pour J € [, le stabilisateur dans I' de la
facette de type I —J de C. La proposition suivante est facile ; son but est
avant tout de motiver ce qui suit.

ProprosITION 3. - (i) Le systéeme de chambres de I'immeuble A est canonique-
ment isomorphe a € (I' ; P, ; (P|i € I)).

@

(ii)) Le groupe I est somme amalgamée de ses sous-groupes P,, P, pour
i €I, et P, pour i, j € I tels que m, # «, relativement aux inclusions.

Lorsque tous les m, sont finis, on peut dire, plus simplement, que I" est la

somme amalgamée des P,

2.4. Soit M comme ci-dessus. Pour J C I, nous notons M, le mineur
principal (m,|i, j € J) de M et nous disons que J est sphérique si le groupe de
Coxeter de type M, est fini. Donnons-nous pour toute partie sphérique J C [
de cardinal < 3 un groupe P, et pour tout couple (J, J') de telles parties, avec
J' C J, un homomorphisme injectif ¢,, : P, — P, Nous supposons que pour
J' C J' C J (avec J sphérique de cardinal < 3) on ait ¢,, = ¢,,0 ¢, et il
nous arrivera d’identifier P, avec son image par ¢,,. Pour toute partie K de I,
notons I, la somme amalgamée du systeme (P, ¢,,|J’ CJ C K). Posons
B=P,etl'=T,
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THEOREME 2. - Supposons que pour tout J C I sphérique et de cardinal < 3
le systtme de chambres € (P, ; B ; (P,|j € J)) soit un immeuble de type M,.
Alors, € (T ; B ; (P,|i € I)) est un immeuble de type M et ’homomorphisme
canonique I, — T, est injectif quel que soit K C L

(Notons que, pour K sphérique de cardinal < 3, I', s’identifie a P, par la
proposition 3.)

Si M = (17), 'hypothese de I’énoncé est vide, I'immeuble de type M est un
arbre et l'on retrouve le théoreme sur les sommes amalgamées ordinaires,
évoqué a la fin du n°® 2.1.

2.5. La preuve du théoréme 2 combine [utilisation de deux concepts
différents, et classiques, de « mots réduits » : celui qui intervient dans I’étude
des sommes amalgamées ordinaires et celui de la théorie des groupes de
Coxeter. Pour rendre cette assertion plus concréte, donnons les définitions de
base et énongons deux lemmes qui constituent les étapes principales de la
démonstration.

Soit (W, (r|i € I)) un systtme de Coxeter de type M. Disons qu’un mot
i=(, .., i) € I est M-réduit si (r,], B r,q) est un mot réduit pour ce
systtme de Coxeter. Appelons mot de type i toute suite (p,, ..., p,, b) ou p, €
P, — B et b € B. Nous définissons une équivalence élémentaire (de mots)
comme I'opération consistant a substituer a un segment (p,, p,,,) d’'un mot un
segment de la forme (p,b’, b’ 'p,,) avec b’ € B (C P, pour tout i, selon une
convention faite plus haut) ; ici, I'on n’exclut pas le cas ou p,,, est le dernier
terme du mot donné (i.e. p,,, € B). De méme, une homotopie élémentaire
consiste a remplacer un segment (p, p,,,, ...) de longueur m, (que l'on
suppose évidemment fini) et de type (i, j, i,...) par un segment (p!, p.,,, ...)
de méme longueur, de type (j, i j,...) et tel que lon ait
PiDl Prrees = Dy Doy Psae-- dans le groupe P,,. Une équivalence (resp. une
homotopie) est définie comme le résultat d’'une succession d’équivalences
élémentaires (resp. d’équivalences élémentaires et d’homotopies élémentaires).

LEMME 3. - Deux mots homotopes de méme type M-réduit sont équivalents.

Appelons 4 I'ensemble des classes d’homotopie de mots de type M-réduits
et notons [p,, ..., p,, b] la classe d’homotopie du mot (p,, ..., p,, b).

LEMME 4. - Il existe des opérations a droite des groupes B, P, et P, (pour

m,; # ©) sur § compatibles avec les inclusions données B — P, — P, et telles

i

quelonait[p,, ...,p, bl =[p,,...,p, 1] - bet[p,,...,p, 11 =[p,, ..., p, ,, 1] . p,.

Ces lemmes entrainent que ’ensemble % est un espace homogene principal
du groupe I', et I'on en déduit facilement le théoreme 2 en faisant usage
d’une caractérisation des immeubles donnée dans le cours de I’an dernier
(théoréme 1, p. 86 de ’Annuaire du Collége de France 1983-1984). Nous ne
dirons rien ici de la preuve, assez longue et technique, des lemmes 3 et 4.
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3. Exemples

3.1. Immeubles de type A, (corps résiduel F,)

Les résultats résumés dans ce numéro et le suivant ont été inspirés par les
travaux de P. KOHLER, Th. MEIXNER et M. WESTER et sont en partie dus a ces
auteurs, désignés ci-apres par leurs initiales KMW.

a) On note Fr, (« groupe de Frobenius d’ordre 21 ») le produit semi-direct
et non direct de Z/3Z par Z/7Z. On vérifie facilement que si X, X, désignent
deux sous-groupes d’ordre 3 de Fr,, distincts 'un de l'autre, le systéme -de
chambres € (Fr,, ; {1} ; X,, X,) est 'immeuble sphérique de PGL, (F,), c’est-a-
dire le complexe des drapeaux d’un plan projectif sur le corps F,. Soient
maintenant P, P,, et P,, trois copies de Fr, et soient P/ et P: deux sous-
groupes d’ordre 3 de P, distincts 'un de l'autre. Pour chaque valeur de i,
« amalgamons » les deux groupes P/ et P* pour {i, j, k} = {0, 1, 2}, soient I’
la somme amalgamée ainsi obtenue et P, le sous-groupe de I' résultant de
Iidentification de P/ et P!. Il résulte du théoréme 2 que P, est d’ordre 3 et
que A =6 (I'; {1}; (P]i =0, 1, 2)) est un immeuble de type

Cependant, dans la description qui précede, le mot « amalgamer » est
ambigu : on peut identifier I’élément de P/ qui multiplie le 7-cycle de P, par
2 avec Pélément de P/ qui multiplie le 7-cycle de P, par 2, ou avec son
inverse ; dans le premier cas, nous dirons que l'indice i est polarisé. 1l y a
donc, a isomorphisme pres, quatre fagons d’amalgamer les groupes P, donc
quatre groupes I' et quatre immeubles A, que nous dirons de type 0, I, Il ou
III selon le nombre d’indices polarisés, et que nous noterons I',, I, .:. et A,
A, ... . (L’existence de quatre facons d’amalgamer trois copies de Fr, suivant
des sous-groupes d’ordre 3 a été remarquée d’abord par M. RonaN.) Pour
chacun des quatre immeubles A,, A, ..., la question se pose : est-ce I'immeu-
ble d’un groupe de type relatif A, sur un corps local K a corps résiduel F, et,
si oui, le groupe I' correspondant est-il arithmétique ? Si car K = 0, on sait a
priori, par le théoreme d’arithméticité de Margulis, que la réponse a la
seconde question est positive, mais lorsque I' est arithmétique, on souhaite en
outre I'identifier concrétement.

Avant de donner la réponse a ces questions, nous allons voir qu’il est
possible de la « deviner » par une étude locale des immeubles considérés.

b) Soit A un immeuble de type K:- Si v est un sommet de A, notons A® la
« sphére de centre v et de rayon 2 » dans A, c’est-a-dire le sous-complexe
ayant pour sommets les sommets de A dont la distance a v dans le graphe des
sommets et des arétes de A est < 2. Soient ¢, ’ensemble des chambres de A



— 103 —

contenant v, 4, ’ensemble des chambres adjacentes a des éléments de 6, mais
n’appartenant pas a 6, et o : ¢, — %6, I'application d’adjacence (pour X € €,,
a(X) est l'unique élément de 6, adjacent a X). Soit k un « ensemble de
référence » de méme cardinal que les fibres de o (qui sont équipotentes).
Appelons systéme de coordonnées un systtme de bijections f,: k — o '(X)
pour X € %, Un tel systtme étant choisi, chaque paire {X, Y} C €, de
chambres adjacentes détermine une bijection B,,: kK — k définie par la
propriété suivante : pour x € k, f,(B,,(x)) est 'unique élément de o '(Y) a
distance 2 de f, (x) dans le graphe dont les sommets sont les chambres de A
et les arétes les paires de chambres adjacentes. Le lemme suivant est immé-
diat.

LEMME 5. Le complexe AP est déterminé a isomorphisme prés par le systéme
de chambres €, et le systeme de fonctions B,, attachées aux paires {X,Y}
d’éléments de 6, adjacents.

11 est facile de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un
systtme de fonctions (B,,) détermine effectivement une sphére de rayon 2
dans un immeuble de type Kz. La condition d’isomorphisme des sphéres
définies par deux systemes de fonctions (B,,), (B'y,) est, elle, beaucoup moins
agréable a formuler. Cependant, lorsque card k = 2, ce qui permet de poser
k = F,, chaque fonction B,, peut s’écrire x — b,, + x, avec b,, € k, et 'on
a établi dans le cours le critere d’isomorphisme suivant :

PROPOSITION 4. - La somme b = 3 b, étendue a toutes les paires {X, Y} ne
dépend pas du systeme de coordonnées choisi et est donc un invariant de la
classe d’isomorphie de A®. Elle détermine cette classe.

Ainsi, pour les immeubles de type Kz tels que chaque aréte appartienne a
trois chambres, les spheres de rayon 2 n’ont que deux structures possibles.
Notons b, le nombre b de la proposition 4 ; dans les cas qui nous intéressent,
il se calcule facilement :

ProprosiTiON 5. - (i) Si A est 'immeuble 6 (I ; {1} ; (P)) défini en a), on a
b, = 0 ou 1 selon que lindice i € {0, 1, 2} correspondant au sommet v est ou
non polarisé.

(i1) Si A est I'immeuble affine de SL, (K) pour un corps K local de corps
résiduel F,, on a b, =1 ou 0 selon que K est ou non isomorphe a Q,.

COROLLAIRE 2. - Les immeubles A, ..., A, sont deux a deux non iso-
morphes ; A, et A, ne sont pas les immeubles affines de groupes algébriques sur
des corps locaux.

Les méthodes de G. MAaRGULIs devraient permettre de déduire de ce
dernier résultat que les groupes I', et I', ne sont pas arithmétiques.
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c) Le type III. L'immeuble A, est, comme on peut s’y attendre, I'immeuble
affine de SL,(Q,). Cela a été prouvé par KMW (J. Comb. Theory A38
(1985), 203-209), qui ont en outre identifié le groupe I',, comme le groupe

. . 1 . . .
arithmétique SU, (h, zZ [7 V- 7]) ou, si 'on note A une racine de I’équation

N+ N + 2 =0, les coefficients de la matrice hermitienne & = (h,fi, j € {1, 2, 3})
sont h, = A/3,1 ou N/3 selon que i —j est < 0, = 0 ou > 0. Le groupe

1
U, (h, z [7, V— 7]) est produit semi-direct de I';,, et du groupe cyclique ((0, 1, 2))
opérant sur I',, de fagon évidente.

d) Le type 0. Les mémes auteurs ont montré (Arch. Math. 42 (1984), 400-
407) que A, est 'immeuble affine de SL, (F,((¢))) et explicité I'injection de I’
dans ce groupe a 'aide de matrices génératrices. Mais on peut aussi, comme
cela a été vu dans le cours, donner de I', la description plus conceptuelle
suivante, qui le fait apparaitre comme un groupe arithmétique. Posons
K =F, (1), L =F, (1), K=F,((t)), soit o 'automorphisme de L qui fixe. ¢ et
induit sur F, I'automorphisme de Frobenius, et soit D I'algebre a division
cyclique de centre K engendrée par L et par un élément o' tel que
o'xa’' = o (x) pour tout x € L et ¢” =1t + 1. Soit € un générateur du
groupe multiplicatif de F, tel que € =€ + 1. Posant 7 = €'’ (¢’ + 1), on
vérifie que T =1t (t + 1) et "¢’ = o'e. Désignons par ¢', € 7 les images
canoniques de o', €, 7 dans D*/K*. On a donc ¢ = 7' = 1, et I'on voit que
(¢', € = Fr, et que, dans le groupe I' engendré par ¢’, 7 et €, les trois sous-
groupes de Frobenius X, , = (G, € = (@', '), X, 5, =X, , et X, , =X,
s’amalgament de la méme fagon que les P, , dans le groupe I', d’ou un
homomorphisme ¢ : I, - I' tel que ¢(P, ;) = X, ;. Si I'on fait opérer I' sur
I'immeuble affine A de PGL, (K) via I'injection naturelle D*/K* — (D @ K)*/K*
= PGL, (K), on trouve que les X, , stabilisent les sommets d’une chambre de
A. Compte tenu de la proposition 3 (ii) et de la conclusion du n° 1.5 c), on
en déduit aussitot que ¢ est injectif et que

3) o(I',) est un sous-groupe discret maximal de PSL, (K).

Soit maintenant A C D l'ordre sur A =F, [t, t', (t + 1) '] engendré par
o' et e. Le groupe arithmétique :

PGL (A) (A) = {d € D~

dAd'= A}/K*C D*/K*

s'injecte dans PGL, (K), donc opére sur A, sans toutefois préserver le type
des sommets. Comme 7 permute cycliquement les trois types, on déduit de (3)
que PGL (A) (A) = (0, &, 7) = I', X Z/3Z.

Remarques. - 11 n’est pas toujours commode de trouver des systémes
générateurs explicites de groupes arithmétiques donnés ; on vient de voir que
la théorie des immeubles peut parfois y aider.
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— si p €F, [f] est un polynome irréductible de degré n = 2, le théoréme
d’approximation forte de G. PrasaDp implique que I’homomorphisme de réduc-
tion mod p de SL (A) (A) dans SL, (F,) avec g = p" est surjectif. On en
déduit que I'image par réduction mod p du groupe PGL (A) (A) = (5, €, 7)
(resp. du sous-groupe d’indice 3 engendré par &, et ses conjugués rar 7 et 7°)
est PSL, (F)) si et seulement si f et £ + 1 sont des cubes mod p (resp. sit + 1
est un cube mod p), et que cette image est PGL, (F,) dans les autres cas.
Cela éclaire certains résultats du deuxiéme article de KMW cité plus haut.

3.2. Immeubles de type A, (corps résiduel F,)

a) On note Fr,,, le produit semi-direct Z/73Z X Z/9Z, ou un générateur de
Z/9Z opere sur Z/73Z par la multiplication par 2. Si X, X, désignent deux
sous-groupes d’ordre 9 de Fr,,, distincts I'un de lautre, le systéme de
chambres € (Fr,,, ; {1} ; X,, X,) est I'immeuble sphérique de PGL, (F,). Cela
se voit en considérant le corps F,, comme espace vectoriel sur F, et en
remarquant que le groupe d’automorphismes du plan projectif P(F,,) = P,(F,)
induit par F%,, X Aut (F,,) est isomorphe a Fr,,, et simplement transitif sur
les drapeaux du plan.

b) En procédant exactement comme en 3.1 a), mais avec P, , = Fr,, et
Pl =17/9Z (et toujours i, j € {0, 1, 2}), on obtient un groupe I', somme
amalgamée des P, ,, et un immeuble A = € (G ; {1} ; (P)) de type A,. Cette
fois, on montre que pour caractériser I’amalgame considéré, il faut se donner
six €léments a/ de (Z/9Z)* = {1, 2, 4, 5, 7, 8} soumis a la condition a-a; = 1.
Cela donne 44 classes d’isomorphisme d’amalgames possibles, donc 44 groupes
et 44 immeubles a priori non isomorphes.

c) Disons qu’un immeuble A de type Kz dont les étoiles de sommets sont
isomorphes au complexe Dr, (k) des drapeaux du plan projectif P, (k) sur un
corps commutatif k est cohérent (resp. semi-cohérent) s’il existe un systéme
d’isomorphismes ¢, : Et x — Dr, (k) des étoiles des sommets de A sur Dr, (k)
tel que, pour toute aréte (x, y) de A, les restrictions de ¢, et ¢, a I'étoile de
(x, y) ne different que par une transformation linéaire (resp. semi-linéaire) de
P, (k). La vérification des assertions suivantes est un exercice :

— l'immeuble A défini en b) est semi-cohérent si et seulement si tous les a’
sont égaux a 1, 4 ou 7 et cohérent si, de plus, a),a/ al=1;

. — si D est une algebre a division locale a corps résiduel & fini, 'immeuble
affine de SL, (D) est semi-cohérent ; il est cohérent si et seulement si D est
un corps commutatif.

d) La considération des « sphéres de rayon 2 » permet, comme en 3.1 b)
mais de facon plus compliquée (cela n’a pas été fait dans le cours), de
montrer que le systtme des a/ est un invariant non seulement de I’amalgame
considéré mais de 'immeuble A qui en résulte (immeuble dont les types de
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sommets sont indexés par 0, 1, 2). On en déduit que si A est isomorphe a
I'immeuble de SL, (D) pour une algébre a division D de corps résiduel F,, le
systéme des a/ est invariant par une permutation cyclique des indices 0, 1, 2,
donc, vu b), qu'on a dans ce cas a, =4/ =a)=1, 4 ou 7. Mais alors,
toujours en vertu de b), A est cohérent, donc D est commutatif et toute
permutation de 0, 1, 2 laisse invariant le syst¢tme des a/. En conclusion, si A
est I'immeuble affine d’'un groupe SL, (D), D est commutatif et a’ = 1 pour
tous i, j.

Jignore si I'immeuble correspondant aux valeurs a/ = 1 est effectivement
I'immeuble affine d’un groupe SL, (K) (V. Dans le cours, on s’est borné a
déduire des considérations développées en 3.1 b) une estimation grossiere du
nombre de classes d’isomorphie de sphéres de rayon 2 d’immeubles de type
A, tels que les étoiles des sommets soient isomorphes a Dr, (F,) ; on a trouvé
que ce nombre, qui était égal a 2 dans la situation étudiée en 3.1, est cette
fois supérieur a 10°7.

3.3. Immeuble de type A, (corps résiduel F))

a) Soient E un ensemble de 7 points et A(E) = A, le groupe des permuta-
tions paires de E. Ce groupe a deux orbites dans I’ensemble des structures de
plan projectif (isomorphe a P, (F,)) sur E ; notons-les  , P, et désignons par
%, I’ensemble des triples d’éléments de E. Disons qu’un tel triple est incident
a une structure de plan projectif (€ P, U ?,) s’il en est une droite, et qu’un
élément de P, et un élément de %, sont incidents s’ils ont une droite en
commun, auquel cas-ils en ont exactement trois (qui sont concourantes). On
montre facilement que le systeme (?,, P, P,) doté des relations d’incidence
ainsi définies est isomorphe a la géométrie des points, droites et plans d’un
espace projectif P, (F,). On en déduit une action de 2, sur P, (F,) qui est
transitive sur les drapeaux (maximaux) ; c’est I'une des exceptions du théo-
reme de D. Higman cité en 1.2.

b) Soit (v,, v,, v,), avec v, € P, un drapeau de la géométrie (¥,, ?,, P,),
et, pour toute partie J de I ={0, 1, 2}, soit P, le sous-groupe de A(E)
fixateur de {v,|j € J}. Posons B = P,. Il résulte de la proposition 3 que A(E)
est somme amalgamée de ses sous-groupes P, ., P, ,, P, , et que G(A(E) ;
B; P, P, P) est 'immeuble de PGL, (F,), c’est-a-dire le complexe des
drapeaux de P, (F,).

c) Pour l'application que l'on a en vue, il est nécessaire d’avoir une
description « abstraite » du systtme de groupes (B; (P); (P, ;) et des
inclusions B — P, P, — P, ,. Les propriétés suivantes résultent immédiate-
ment des définitions :

(1) (Note ajoutée aux épreuves.) La réponse est affirmative et I'on a K = Fg((¢)) : cela m’a été
signalé tout récemment par Th. MEIXNER.
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(AO0) les inclusions sont compatibles, c’est-a-dire que les applications compo-

sées B—> P, — P,, et B— P — P, , coincident quels que soient i, j € I;

)
(A1) le groupe B est diédral d’ordre .8 ;

(A2) les groupes P, sont isomorphes au groupe symétrique &, ;

(A3) les groupes P, , et P, , sont isomorphes a PGL, (F,) tandis que P, ,
est isomorphe a I'unique sous-groupe d’indice deux Q du produit &, X &, qui
ne contient aucun des facteurs.

On sait ce qu’est un sdus-groupe parabolique de PGL, (F,). Appelons sous-
groupes paraboliques maximaux de Q les graphes d’homomorphismes surjec-

tifs S, - &,; il y en a six, se répartissant en deux classes de conjugaison.
Cela étant :

(A4) pour i # j, P, et P, sont des sous-groupes paraboliques maximaux non
conjugués de P, ;.

Considérons un systeme (B ; (P); (P, ,)) (doté d’injections B — P, etc.)
possédant les propriétés (AO) a (A4). Il existe un unique isomorphisme P,
— P, , fixant P, et appliquant P, sur P, ; il induit un isomorphisme a, : P, —
P,. D’autre part, dans P, ,, il existe un unique isomorphisme «,: P, — P,

qui est I'identité modulo I'unique sous-groupe distingué d’ordre trois de P, ,,.
La preuve du lemme suivant est un simple exercice.

LEMME 6. - Il existe exactement deux classes d’isomorphismes de systémes
(B ; (P); (P, ;) satisfaisant aux conditions (A0) a (A4) ; la classe du systeme -
décrit en b) (et dont la somme amalgamée est donc U,) se distingue de 'autre
par la relation.

(AS) o, F

d) Laissons maintenant les indices i, j parcourir le groupe cyclique Z/4Z et
considérons les conditions (A0') a (AS5') déduites de (AO0), ..., (AS) par
I’extension évidente :

(A0"), (A1"), (A2), (A4') ont méme formulation que (AO0), (Al), (A2),
(A4) a ceci preés que i, | € Z/4Z ;

(A3,) P{l, i+1} = PGL? (FZ) et P(i, i+2} = Q;

(AS,) ai ;é ai*l.wl’

ou la définition des isomorphismes a, et o de P_, sur P, est identique a
celle de «, et «,. La proposition suivante, dont la démonstration ne présente

guere de difficulté, était I'objet de cette partie du cours.

-1, i+

PRrROPOSITION 6. - Il existe un et, a isomorphisme preés, un seul systéeme de
groupes B, P, P, , et d’injections B — P, P, — P, ,, avec i, j € Z/4Z,
satisfaisant aux conditions (AQ0') a (AS').
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Si I'on désigne alors par I' la somme amalgamée de ce systeme, le théoréme
2 implique que les P, , s’injectent dans I' et que le systtme de chambres
% (I'; B; (P)) est un immeuble de type

A=

De plus, I' est un groupe discret d’automorphismes de cet immeuble,
transitif sur les chambres. Le théoreme de classification des immeubles de
type affine, prouvé dans le cours de I'an dernier @, implique que A est
I'immeuble affine d’un groupe PGL, (K), ou K est un corps local de corps
résiduel F, ; si car K = 0, on sait en outre, par le théoréeme de Margulis, que
I' est arithmétique.

e) W. KaNTorR a montré par des calculs directs que, si g désigne la forme

! 1
quadratique 3 x?, le groupe arithmétique SO<q, VA [7])’ permute transi-

i=1
tivement les chambres de I'immeuble affine de SO (g, Q,). Les raisonnements
(esquissés au § 1) qui conduisent au théoréme 1 et I’assertion d’unicité de la
proposition 6 impliquent que ce groupe arithmétique et cet immeuble ne
peuvent étre que le groupe I' et 'immeuble A de d).

3.4. Immeuble de type D, (corps résiduel F))
L’exception D, (Q,) du théoreme 1 est la plus remarquable.

Sa découverte par W. KanTorR (J. of Algebra, 92 (1985), 208-223) est a
lorigine des recherches exposées dans ce cours. On a affaire ici a un
immeuble A de type

Comme précédemment, cet immeuble et le groupe discret I' C Aut A
permutant les chambres transitivement peuvent étre construits a partir de
groupes finis B, P, P, , par amalgamation : B est isomorphe aux sous-groupes
de Borel de D, (F,), les P, sont isomorphes a des sous-groupes paraboliques
de rang 1 de D, (F,) (correspondant au sommet central ou a l'une des
extrémités du diagramme de Dynkin de D, selon que i = ou # 0) et les P, ,

sont isomorphes a des sous-groupes paraboliques de rang 2 de D, (F,). Tout le

(2) Cette référence me donne I'occasion d’apporter une correction au résumé du cours de 1983-
1984. La proposition 7 de ce résumé (p. 95 de I'Annuaire) affirme plus que ce qui avait été établi
dans le cours ; on conjecture que, telle qu'elle est énoncée la, cette proposition est effectivement
correcte, mais cela n’a pas été prouvé jusqu’ici @ ma connaissance.
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probléme consiste a décrire les injections B — P, — P, ,, ce qui se fait par
des formules explicites, a l'intérieur du groupe D, (F,).

Dans le cours, on a préféré reprendre la description originale de KANTOR,
qui donne des informations plus précises sur la situation étudiée. Soit
(1|1 < i < 8) une base orthonormale de Q*, doté de la forme quadratique g
standard (somme des carrés), et soit (v,|1 < i < 8) la base orthogonale définie
par v, , =u,  + uz/, v, =u u,. Les quatre ensembles

2 2j-1

o
<
I+

u} U {% 3 eule =1, He,=e} (e=+1)
i=1

1 8
vy {7 ? €'V,-|€=11.He,-=e} (e ==1)

sont des systémes de racines de type E,. Les groupes dérivés des groupes de
Weyl de ces quatre systemes de racines, groupes que nous notons W, W,, W,,
W,, engendrent un sous-groupe I' de SO(q). KANTOR construit en outre un
cinquieme sous-groupe W, de I' (dont la définition, plus technique, ne sera

pas reprise ici) et montre que :

la réunion disjointe des ensembles I'/W, est I’ensemble des sommets d’un

i

immeuble A de type D, dont les chambres « sont » les quintuples de sommets

(yW,, ..., y W) (pour y € I'), de sorte que I" opére sur A par translations a
gauche ;

A s’identifie a I'immeuble affine de SO (g, Q,) ;

1
I' est le groupe arithmétique SO (q, z [7])’

3.5. Immeuble de type Gz associé au groupe de Lyons

Dans un article datant de 1981 (European J. Combinatorics, 2 (1981), 239-
247), W. KANTOR a construit au sein du groupe sporadique Ly de Lyons une
« géométrie » de type

Cette géométrie est un complexe simplicial ; en vertu de théorémes géné-
raux, son revétement universel est un immeuble A de type G et 'image
réciproque de Ly dans Aut A est un sous-groupe discret I' de Aut A permu-
tant transitivement les chambres de A. Le théoréme 2 permet alors de donner
de A et I' une construction et une preuve d’existence directe, indépendante de
existence du groupe de Lyons. La structure des groupes P, , qu’il faut
amalgamer (et les sous-groupes B, P, a identifier) pour obtenir le groupe I'

i
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puis I'immeuble A =% (I'; B; (P)) se détermine aisément a partir des
renseignements donnés dans loc. cit. Si les sommets du diagramme 63 ci-
dessus sont numérotés 0, 1, 2 de gauche a droite, le groupe P, , est une
extension non scindée de SL, (F;) par un groupe abélien élémentaire d’ordre
125. L’existence de cette extension, prouvée dans loc. cit. a lintérieur du
groupe de Lyons (que I'on sait exister), peut aussi étre établie indépendam-
ment, par exemple en utilisant le critere d’existence de groupes avec BN-
paires donné dans les C.R. Acad. Sci. Paris 293 (1981), 317-322. La descrip-
tion des autres P, , ne présente pas de difficulté.

(o]

Il serait tentant d’essayer de déduire I’existence du groupe de Lyons de
celle de 'immeuble A et du groupe I', mais j’ignore comment faire.

J.T.

Le séminaire annoncé sur Le « Monstre » de Griess-Fischer n’a pas eu lieu :
ce sujet sera traité dans le cours de 'année prochaine.
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