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Physique mathématique
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(Académie des Sciences), professeur

Le cours de Mardi a été consacré a la notion d’application coadjointe
quotient d’'une algébre de Lie et a ses applications en particulier aux espaces
homogenes de contact.

Soit 4 une algebre de Lie réelle, de dimension finie. Sur I’espace dual ¢,
le tenseur de structure de % se traduit par une structure de Poisson, homo-
géne de degré — 1 par rapport au champ des homothéties infinitésimales de
4". Les feuilles de cette structure sont les orbites d’'un groupe de Lie connexe
G, d’algebre de Lie 9, opérant sur %" par représentation coadjointe. En
particulier, Souriau a montré que tout espace homogene symplectique exact
est revétement d’une de ces orbites symplectiques, ce qui fournit un modele
universel, a un revétement prés, pour de tels espaces.

Par quotient par le groupe des homothéties positives de 4", la structure de
Poisson de ¢* définit sur une sphére de 94" une structure de Jacobi notée (A,
E). La représentation coadjointe de G passe au quotient selon une application
coadjointe quotient, intéressante en elle-méme, en particulier en ce qui
concerne certains problémes de la théorie des représentations. La structure
conforme de Jacobi donnée par (A, E) est invariante par I’application coad-
jointe quotient et les feuilles de (A, E) sont les orbites de G opérant sur la
spheére par l'application coadjointe quotient. Ces orbites se trouvent munies
soit d’une structure d’espace homogeéne de contact si elles sont de dimension
impaire, soit d’une structure d’espace homogéne localement conformément
symplectique (l.c.s.) hamiltonien si elles sont de dimension paire.

Dans le premier cas, toute feuille S de la structure de Poisson au-dessus
d’une feuille S de dimension impaire de (A, E) est engendrée par des rayons
de %" et est une espace homogeéne symplectique exact. Nous avons montré
que les feuilles S de dimensions impaires fournissent un modele universel, a
un revétement prés, pour une premiere classe d’espaces homogenes de con-
tact, ceux dits propres, dont aucun revétement n’est un espace homogene
pfaffien (c’est-a-dire a 1-forme globale de contact invariante).



— 126 —,

Dans le second cas, les feuilles S de la structure de Poisson au-dessus de S
de dimension paire sont transverses aux rayons de 4" et une telle feuille S est
un espace homogene l.c.s. hamiltonien. Ces feuilles de (A, E) de dimensions

paires fournissent encore un modéle universel, a un revétement pres, de tels
espaces.

Le troisieme cas, et le plus délicat, est celui des espaces homogénes de
contact non propres, qui correspondent, a un revétement preés, aux espaces
homogenes pfaffiens. Par contactisation de revétements de feuilles symplecti-

que S convenables et transverses aux rayons on a pu donner une construction
universelle, a un revétement pres, de tels espaces.

Les groupes G correspondant aux trois situations ont pu étre caractérisés.
Le cas ou le groupe G est supposé compact conduit a des résultats bien
connus. Cest lorsque G est non compact que I’analyse précédente prend toute
sa valeur.

Cette analyse peut étre étendue aux algébres de Lie complexes et I’applica-
tion coadjointe quotient par le groupe des homothéties complexes de ¥*
conduit a introduire des structures complexes de Jacobi sur 'espace projectif
complexe associé a %". On obtient ainsi des caractérisations nouvelles des
espaces homogénes de contact complexes et des généralisations de résultats
déja anciens de Boothby et J.A. Wolf concernant les espaces homogeénes de
contact complexes compacts simplement connexes. Ces généralisations ont été
esquissées.

*
* %k

Le cours du mercredi a porté sur 'analyse d’extensions essentielles privilé-
giées d’algébres de Lie classiques de dimensions infinies.

Etant donné une variété différentiable W et I’algebre de Lie L de tous les
champs de vecteurs de cette variété, on peut faire opérer L sur les formes de
W par dérivation de Lie. Si ¢ est 'espace des 2-formes de W, le second
espace de cohomologie de Chevalley H? (L, ¢) associé a cette représentation
admet un générateur privilégié que 'on peut définir & partir d’une connexion
linéaire sans torsion, par un algorithme inspiré de I’homomorphisme de
Chern-Weil. On en déduit une extension privilégiée de I’algébre de Lie L par
I’espace ¢ considéré comme algebre de Lie abélienne, extension qui n’est
jamais triviale. On peut la nommer extension universelle de L.

Soit P un feuilletage de Sussmann de W admettant des feuilles de dimension
> 1, L; l'algébre de Lie des champs de vecteurs tangents a P, Lp le

normalisateur de L dans L. La restriction a L (resp. Lp) de lextension
universelle de L par ¢ est encore une extension essentielle.

Il en est de méme en ce qui concerne l'algebre de Lie L; des champs
hamiltoniens d’une variété de Poisson (W, A). A l'aide de A on peut passer a
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une extension de L: par I'espace N des fonctions de W, considéré comme
algébre de Lie abélienne ou a une extension de I'algebre de Lie de Poisson de
cette variété par N. Les différentes extensions ainsi obtenues ne sont jamais
triviales.

Soit K — W un fibré en droites réelles sur W, (I' (K), [,]) une algébre de
Lie locale sur I'espace I' (K) des sections de K. Une telle algébre définit sur
W une structure conforme de Jacobi générale, qui est de degré — 1 par
rapport au champ fondamental du fibré vectoriel. Soit I' (K*) I’espace des
sections du fibré dual de K, considéré comme algébre de Lie abélienne ; on
peut faire opérer I' (K) sur I' (K*) par dérivation de Lie par les champs
hamiltoniens associés aux sections de K. On peut déduire des extensions
concernant les variétés de Poisson une extension de (I' (K), [,]) par I' (K),
extension qui n’est jamais triviale et qui provient toujours de l’extension
universelle.

On a montré que, dans ce cadre, seules les extensions associées aux variétés
de Poisson peuvent donner naissance a des déformations.
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