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L’étude des immeubles jumelés, commencée en 1988-1989, a été poursuivie
cette année. Deux thémes principaux ont été abordés :

— présentation par générateurs et relations de groupes opérant sur un
jumelage et permutant transitivement les paires de chambres opposées ;

— problemes de classification : réduction au rang 2.

Dans ce résumé, nous reprenons le plus souvent, éventuellement sans
explication, les notations et la terminologie du résumé du cours de I’an
dernier [8], mais nous rappelons cependant les définitions et conventions
essentielles a la compréhension de I’exposé. Tous les immeubles considérés
sont supposés épais, sauf lorsque le contraire va de soi (cas des complexes de
Coxeter).

I. GENERATEURS ET RELATIONS

1. GROUPES DE COXETER ET RACINES

1.1. Nous nous donnons un ensemble fini /, une matrice de Coxeter
M = (my); je; (cela signifie que m;; = m; € N U {o}, m; = 1 et my; = 2 si i # j)
et un systtme de Coxeter (W,S) de type M: S est donc un ensemble
{s;| i € I} en bijection avec I et W est un groupe engendré par S dont les
relations (s;5;)™ = 1 pour i, j tels que m; # « forment une présentation. Soit ®
I’ensemble des racines du complexe de Coxeter dont W est I’ensemble des
chambres. Selon la définition rappelée dans [8], les éléments de ® sont des
parties de W, mais nous nous référerons aussi a l'interprétation géométrique
suivante, plus intuitive. Rappelons (cf. [1]) qu’il existe une représentation
linéaire de W dans un espace vectoriel réel V de dimension Card I (la
« représentation contragrédiente ») et un coéne simplicial fermé C C V tels que
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les s; soient représentés par des réflexions affines dont les hyperplans fixes
sont les hyperplans engendrés par les faces (facettes de codimension 1) de C
et que Q = U {xC | x € W} soit un cone convexe.

Les chambres du complexe de Coxeter sont les xC, pour x € W, ou, si I’'on
préfere, les éléments de W eux-mémes, et 'on appelle murs les hyperplans
fixés par les conjugués des s; dans W. Une racine est alors I’adhérence dans ()
d’'une composante connexe du complémentaire d’'un mur dans (Q ; si a est une
racine, l'autre racine bordée par le méme hyperplan est notée — o. Nous
désignons par ®, (resp. ®_) 'ensemble des racines positives (resp. négatives)
c’est-a-dire contenant (resp. ne contenant pas) la chambre C — ou la chambre
1, selon le point de vue adopté — et par @, I’ensemble des « racines simples »,
c’est-a-dire des racines positives dont le bord est fixé par un élément de S.

1.2. Une partie ¥ de ® est dire prénilpotente si chacun des deux ensembles
N{a|a€ ¥} et N{—a|a€ ¥} contient au moins une chambre. Si {a, B}
est une paire de racines prénilpotente, on pose [a,B] =
(YE@[yDaNB, (—v)D(—a)N (=B}

Lorsque W est fini, on a ) = V et les racines sont des demi-espaces fermés.
Utilisant un produit scalaire invariant par W, on peut aussi les représenter par
des demi-droites fermées de V (dans le cas des groupes de Weyl ordinaires,
on retrouve les racines usuelles données a un facteur positif pres) et [a, B]
est alors I’ensemble des demi-droites y € ® contenues dans la somme (i.e.
I’angle) des demi-droites o et B ; le fait que {a, B} est prénilpotent est ici

N

équivalent a l'inégalité B # — a). L’exemple suivant (voir notamment le
n°® 1.3.2), donné dans le cours en réponse a une question de J.-Y. Hée,
montre cependant que la vision bidimensionnelle de I’ensemble [a, B] est

trompeuse dans le cas général.

1.3. Un exemple

Soit Card I = dim V = 3, soit P le plan projectif réel « a linfini » de V,
supposons que my est fini pour tout couple (i,j) et que W est de type
hyperbolique, c’est-a-dire que ) est un cone quadratique dont I'image dans P,
notée X, est un plan de Lobatchevski. Le bord dX de X dans P est donc une
conique. Passant aux images a I'infini, on peut maintenant voir les hyperplans
radiciels comme des droites de P, ou de X, et les racines comme des demi-
plans de Lobatchevski. Observons que

(1.3.1) dans X, tout demi-plan Y contient une racine.

En effet, soient a, b € 0X les deux points limites du bord 9Y de Y. Comme
les chambres, transformées par les éléments de W de I'image a l'infini de C,
sont toutes congruentes entre elles, donc de diamétre borné, dans la métrique
de Lobatschevski, I’adhérence (pour la topologie usuelle de P) de I’ensemble
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des sommets des chambres contient X. Il existe donc un sommet de chambre
¢ €Y «suffisamment proche de 0X et éloigné de a et b » (au sens de la
topologie de P) pour que I’angle abc soit inférieur aux trois angles intérieurs
d’une chambre. Alors, au plus un mur contenant ¢ rencontre le mur dY et,
des deux racines bordées par tout autre mur contenant c, I'une est contenue
dans Y, q.e.d.

De 1.3.1, il résulte que

(1.3.2) toute partie prénilpotente ¥ de ® est contenue dans un ensemble de la
forme [a, B], ou {a, B} est une paire de racines prénilpotente.

En effet, on peut supposer ¥ non vide, et il est alors facile de voir que les
intersections N { Y | ¥ € ¥} et N {— ¢ | ¥ € ¥} contiennent des demi-plans,
donc des racines, soient a et — B, et l'on a «aCB, —-BC —a,
aNB=a (—a)N(—B)=—B, dou enfin ¥ C [e, B].

Notons au passage une autre conséquence de 1.3.1, a savoir que I’ensemble
des transformés d’un point x quelconque de 9X par toutes les réflexions de
W, et, a fortiori, I'orbite de x sous W, est dense dans X (pour la topologie
de P).

2. LE SYSTEME (By)aco

2.1. Axiomes

PROPOSITION 1. — Soit ‘G un groupe. La donnée d’un jumelage (A, A_, W)
sur lequel G opére en permutant transitivement les paires de chambres oppo-
sées, et d’une isométrie de W, doté de la distance (w, w') — w=l w', sur un
appartement de A, relatif au jumelage (cf. [8], 3.2), est équivalente a la donnée
dans G d’un systtme (B,).cop de sous-groupes indexés par ®, satisfaisant aux
conditions suivantes :

(BR 0) les B, engendrent G ;

(BR 1) si {a, B} est une paire de racines prénilpotente, les éléments de
[o, B] peuvent étre rangés en une suite (a = ay, ..., ) ayant o pour
premier terme et telle que le produit B, ... B, soit un groupe ;

(BR 2) lintersection des groupes B, et B_, est indépendante de la racine o ;

(BR3) si a €D, il existe n € < B,, B_, > tel que, pour tout B € ®,
nByn~' = B ), ou s, € W est la réflexion fixant le bord de o ;

(BR 4) pour toute racine o, B, a exactement deux doubles classes dans
< ler B—u > y

(BR 5) si a est une racine positive, B_, n’est pas contenu dans le groupe
engendré par les Bg pour B € ..
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Supposons donnée une opération de G du type en question, identifions un
appartement A, de A, avec W, notons A_ I'appartement de A_ associé a A,
(cf. [8], 3.2) et °: A, — A_ I'isomorphisme d’opposition et enfin, pour toute
racine « (identifiée a une partie de A,), posons o~ = — « ° et désignons par
B, le fixateur de (o, @) dans G. Il est alors facile de vérifier que les B,
satisfont aux axiomes (BR 0) a (BRS).

Réciproquement, soient donnés le groupe G et des sous-groupes B, ayant
ces propriétés, notons B, (resp. B_) le groupe engendré par les B, pour
a € &, (resp. ®_), pour w € W, soit M,, '’ensemble des éléments n de G tels
que nB, nl = B, pour toute racine «, notons N la réunion des M, et v:
N — W I'homomorphisme défini par v (M,) = {w}. Des résultats établis dans
le cours de I’an dernier ([8], 7.2) montrent alors que, pour achever la preuve
de la proposition, il suffit de faire voir que

(2.1.1) le systeme (G, B,, B_, v) satisfait aux conditions (BNJ 1) a
(BNJ 5) de loc. cit.

Cela se démontre en méme temps que la présentation du n° 2.2 ci-dessous.

Remarque. La proposition 1 reste vraie si, dans I’énoncé des axiomes
(BR 3) a (BRS5), on suppose que « appartient a ®,.

2.2. Présentation

Notons PP (resp. PP,) I’ensemble des paires de racines (resp. de racines
positives) distinctes prénilpotentes et POP (resp. POP.) ’ensemble des paires
ordonnées — ou couples — de racines avec ces propriétés. Pour toute partie ¥
de ®, soit By le sous-groupe de G engendré par les B,, y € ¥ ; cette
convention donne un sens aux expressions B, pour {a, B} € PP (cf. 1.2)
et Bisy pour a € ®. Désignons par B, (resp. G), la somme des Bj,p pour
{o, B} € PP, (resp. des Bj,g pour {a, B} € PP et des Biq pour o € @),
amalgamés suivant les B,, By (resp. et les B,, B_,) ; en termes plus corrects,
B, est la limite inductive (cf. e.g. [6], n° 5) du systéme formé par les groupes
B, (o € ®) et B, g ({a, B} € PP,) relativement au systtme formé par les
injections canoniques B, — B, g pour (o, B) € POP,, et G est défini de
facon analogue.

PROPOSITION 2. — (i) L’homomorphisme canonique. B, — B, est un iso-
morphisme.

(ii) Le noyau de I’homomorphisme canonique G — G est engendré par des
éléments de la forme nbn™' b'~! on, pour des racines a € ®y, B € ® convena-
bles, n est un élément de B(.,, permutant B, et B_, par conjugaison, b € By
et b’ = B, g (pour la notation s,, cf. I'axiome (BR 3)).
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2.3. Ensembles ordonnés, domaines fondamentaux et sommes amalgamées

La preuve de (2.1.1) et de la proposition 2 exposée dans le cours reprodui-
sait a peu de choses prés celle de la proposition 4 et du théoreme 2 de [7].
Son idée principale s’exprime par le lemme suivant (corollaire 1 de [6]), dont
la démonstration est facile. Rappelons (cf. [6]) qu’une application ¢ :
A’ —> A d’un ensemble ordonné dans un autre est appelée un revétement si,
pour tout élément x' de A’, elle induit une bijection de {y’' € A’ |y’ < x'}
sur {y€A|y<eo(x')} et une bijection de {y’ €A’ |y =x'} sur
{y € A|y = ¢(x')}, et quun ensemble ordonné A est dit simplement connexe
si tout revétement de A par un ensemble A’ non vide est un isomorphisme.

LEMME 1. — Soit A un ensemble ordonné simplement connexe, soit G un
groupe opérant sur A et soit F une partie simplement connexe de A qui est un
domaine fondamental pour G au sens suivant :

GF=A;

pour x EF, ona GxNF={}et{y€EA|y<x}CF

Pour x € A, soit G, le fixateur de x dans G, et pour x, y € F tels que x =y
(dou G, C G,), soit v, : G, — G, linclusion. Alors, G est somme amalga-
mée des G, pour x € F; plus exactement, il est la limite inductive du systéme
de groupes G, (x € F) relativement aux homomorphismes ., (x,y € F;
x=y).

Outre la preuve de la proposition 2, on a donné dans le cours d’autres
applications du lemme 1. Reprenons les notations I, m;, W, (s;) du n° 1.1 et
soient G un groupe, (B, N) une BN-paire dans G de groupe de Weyl W et,
pour J C I, B; le sous-groupe parabolique B <s;|j € J > B de G. On sait
que G est limite inductive des sous-groupes B, B; (i € I) et B (m; # )
relativement aux inclusions B — B; et B; —» Bj. Cette propriété, utilisée pour
déduire I'assertion (ii) de la proposition 2 de I’assertion (i), est conséquence
du lemme 1 (cf. [6], n® 14, ou est établi d’ailleurs un résultat plus général).
Mais il s’avere qu’une autre présentation utile et bien connue du groupe G,
comme limite inductive des sous-groupes N, B, B; et N N B; (i € I), relative-
ment aux inclusions B — B;, NN B;— B; et NN B; — N, peut également se
déduire du lemme 1. Pour cela, on prend comme ensemble ordonné A
I'ensemble des couples (X, Y), ol X est soit I'ensemble vide } soit un
appartement de I'immeuble A de (G ; B, N), ou Y est soit §} soit un simplexe
de codimension < 1 de A etou,deplus, Y C Xsi X #@fetY #@siX =0 La
relation d’ordre est donnée par

(X,Y)< (X', Y) si et seulement si X C X’ (i.e. X=0 ou X = X') et
Ycvy.

Le domaine fondamental F est constitué par tous les couples (X, Y) formés
a partir de ), de la chambre fondamentale (stable par B), des cloisons de
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cette chambre et de I’appartement fondamental, orbite de la chambre fonda-
mentale sous I’action de N. Le fait que A est simplement connexe est établi a
l'aide du lemme 1 de [6], n° 12.

Une version plus géométrique de ce dernier argument m’a été signalée par
J.-P. Serre. Partant de 'immeuble A, on construit un autre complexe simplicial
CA en attachant a A, pour chaque appartement, un cone au-dessus de cet
appartement, et I’on considere aussi le complexe simplicial bidimensionnel CA}
formé par les simplexes de dimension < 2 du complexe dual de CA. Il résuite
de propriétés connues des immeubles que CA est simplement connexe. On en
déduit, comme conséquence d’un théoréme général sur les groupes fondamen-
taux de complexes simpliciaux, que CA) aussi est simplement connexe. Enfin,
le fait que I’ensemble ordonné A considéré plus haut est simplement connexe,
et la présentation de G qui en résulte, est une simple reformulation de ce
dernier résultat.

3. LE SYSTEME (U,)see. JUMELAGES DE MOUFANG

3.1. Axiomes

Dans la plupart des cas que ’on rencontre, les systémes (B,).co Satisfaisant
aux axiomes (BR 0) a (BR 5) proviennent, via la proposition 3 ci-dessous, de
systtmes de sous-groupes (U,).cep possédant les propriétés suivantes, ou I’on
pose Uz = Uy — {1} :

(UR 0) le groupe G est engendré par les U, et I'intersection des normalisa-
teurs des U, dans G ;

(UR 1) si {a, B} € PP (cf. 2.2), I'ensemble {uw'u"'u'~"' |u € U,, u' € Ug}
est contenu dans le groupe engendré par les U,, pour vy € [a, B] — {a, B} ;

(UR2) si a € @ (cf. 1.1) et u € U, il existe u', u" € U, tels que, pour
toute racine B, u'uu” transforme par conjugaison U en U ), ol s, est
défini comme en (BR 3) ;

(UR 3) si @ € &y, U_, n’est pas contenu dans le groupe engendré par les
Ug pour B € ..

PROPOSITION 3. — Soient G un groupe, (U,)qee un systéme de sous-groupes
satisfaisant aux conditions (UR 0) a (UR 3) et T lintersection des normalisa-
teurs des U, dans G. Alors, le systtme constitué par les sous-groupes
B, = TU, (« € ®) possede les propriétés (BR 0) a (BR 5) de la proposition
1 ; en particulier, ils définissent un jumelage.

La démonstration est facile, compte tenu du lemme suivant :

LEMME 2. — Si (a, B) € POP, les éléments de [a, B] peuvent étre rangés

en une suite (Yo, ..., Ym) telle que yo=o, v,=B e [yv,v] =
{717 Yit1s =oes ‘Y[} pour 0= s]s m.
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Grosso modo, on peut dire que lexistence de groupes U, traduit la
propriété de Moufang de [8], § 5. Plus précisément, supposons que le systéme
de Coxeter (W, S) n’ait pas de facteur direct de rang 1. Alors, si (By)aco
provient d’un systeme (U,)q.co, le jumelage qui lui est associé (cf. la proposi-
tion 1) est un jumelage de Moufang. Réciproquement, soit (B,),eqp Un sys-
teme définissant un jumelage de Moufang et supposons que lintersection des
B, ne contienne aucun sous-groupe distingué non trivial de G, condition que
I'on peut toujours réaliser sans modifier le jumelage en passant au quotient
par le plus grand sous-groupe distingué de G contenu dans cette intersection.
Alors, il existe un groupe G’ contenant G et un sous-groupe 7' de G’ ne
contenant aucun sous-groupe distingué non trivial de G’, tel que TG = G,
que T' N G soit l'intersection des B,, que les produits B, = T'B, soient des
groupes et que le systtme (G'; (B,)ecp) satisfasse aux axiomes (BR 0) a
(BR 5) (il définit alors le méme jumelage que (G ; (B.)aco)) €t provienne
d’un systtme (U,)qece. De plus, pour un choix donné de G', T, le systéme
(U,) est unique. Ces résultats ne sont qu’une reformulation partielle du
théoreme 3 de [8].

3.2. Présentation

Soient G et (U,)qep comme en 3.1. Dans ce numéro, nous supposerons,
pour la simplicité des énoncés, que G est engendré par les U,, mais il est
facile de déduire de la proposition 4 ci-dessous une présentation de G dans le
cas plus général de I'axiome (UR 0).

Soient £ le produit libre des groupes U, et R le « groupe des relations »,
noyau de I’homomorphisme canonique £ — G. Soit ¥ I'ensemble des €lé-
ments de R de la forme

m
Ug Ug U ug " - (2 uy),
iz

ou {a, B} € PP, [a, B] = {v1, ..., Ym} €t uz € Uz. (On pourrait aussi, sans
affecter la validité de la proposition suivante, choisir un ordre total dans
chaque [a, B] et supposer que les v; sont rangés dans cet ordre). Pour
a € ®, soit R, le noyau de ’homomorphisme canonique du produit libre de
U, et U_, dans G et soit M, ’ensemble des éléments de ce produit libre
dont I'image dans G transforme par conjugaison U., en Us,. Enfin, pour
a, B E D, soit R,z l'ensemble des éléments de R de la forme
mgugmg ' u, o y=s,(B), myEM, et ug € U. La proposition sui-
vante est une conséquence facile de la proposition 2.

PROPOSITION 4. — (i) Le groupe R, noyau de I'’homomorphisme canonique
¥ — G, est engendré par

KU U Ry | 0 € DoY) U (U{Rpp | @ € Dy, B E D}).
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(ii) L’ensemble ¥ U (U {Rqp | a € @y, B € ®}) engendre un sous-groupe
distingué £, de & et si le systéme de Coxeter (W, S) n’a pas de facteur direct
de type A, G = LI¥, est une extension centrale de G. Dans ce cas, les images
canoniques des U, dans G satisfont aussi aux axiomes (UR 0) a (UR 3) de
3.1.

Généralisant la remarque 3.7 (a) de [7] aux systémes (U,) considérés ici, on
a encore donné dans le cours des conditions suffisantes pour que R,g soit
contenu dans le groupe engendré par K. Il en est par exemple ainsi quels que
soient a et B — et les relations de commutation entre les U, (i.e. les
éléments de J) définissent donc une extension centrale de G — lorsque
(W, S) m’a pas de facteur direct de type A; et que, de plus, W est fini (ceci
généralise un théoréme bien connu de Steinberg) ou de type affine et de rang
= 3.

4. RELATIONS DE COMMUTATION POUR DES PAIRES DE RACINES NON PRENILPO-
TENTES

4.1. Les groupes < B,, Bg > et < U,, Ug >

Dans les présentations du groupe G données par les propositions 2 et 4, les
relations entre groupes B,, By ou U,, Ug concernent seulement les paires de
racines {a, B} prénilpotentes ou telles que B = — a. On peut se demander si
I'introduction de relations supplémentaires impliquant des racines o, § non
complémentaires (B # — «) et formant une paire non prénilpotente pourrait
conduire a des résultats intéressants. La proposition suivante montre qu’il n’en
est rien.

PROPOSITION 5. — Soient G un groupe, (By)eco (resp. (Uy)eco) un systéme
de sous-groupes satisfaisant aux axiomes (BR 0) a (BRS5) (resp. (URO0) a
(UR 3)) et {«, B} une paire non prénilpotente de racines non complémentaires
(B # — «). Alors, 'homomorphisme canonique de la somme de B, et By
amalgamés suivant Uintersection de tous les B (resp. du produit libre de U, et
Ug) dans G est injectif.

4.2. Un lemme sur les immeubles

La proposition 5 se déduit du lemme ci-dessous. Dans ce n° 4.2, nous
abandonnons les conventions générales ayant cours dans le restant de ce
résumé. Soient A un immeuble épais de type (W, S) quelconque (non nécessai-
rement jumelable) et A un appartement de A, c’est-a-dire n’importe quelle
partie de A isométrique a W (doté de la distance (w, w') — w™'w’). Une
partie de A est appelée demi-appartement si c’est 'image d’une racine par une

isométrie W — A.
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LEMME 3. — Soient D; C A (i = 1, 2) deux demi-appartements disjoints et
non complémentaires dans A et X; deux sous-groupes de Aut A. Supposons que,
pour i =1 ou 2 et pour tout x € X; — X; N X,, 'ensemble des chambres de A
fixes par x soit un demi-appartement contenu dans D;. Alors, I'homomorphisme
canonique de la somme de X, et X, amalgamés suivant leur intersection dans
Aut A est injective.

En termes heuristiques, I'assertion résulte de ce que les transformés de
D, N D, par les éléments de < X; U X, > se comportent comme les arétes
d’un arbre, le cas ou A est un arbre étant connu (cf. [3]). Pour la démonstra-
tion, on a besoin du fait, prouvé aussi dans le cours, que la réunion de deux
demi-appartements de A (c’est-a-dire, deux parties de A isométriques a des
racines) ayant méme bord et sans chambre commune est un appartement.

II. UN THEOREME D’ISOMORPHISME. REDUCTION AU RANG 2

Dans cette deuxiéme partie, les mj; sont supposés finis.

5. ENONCE ET COMMENTAIRES

5.1. Enoncé du théoréeme

Si A est un immeuble de type M, x € A une chambre et J une partie de I,
nous notons Ej(A, x) ou Ej(x) I'ensemble {y € A|w(x,y) € <s;|jEJ >},
c’est-a-dire I'étoile de la facette de type I —J de x, et nous posons
Ey(x) = U {E,(x) | Card J = 2}. L’ensemble E;(x) est appelé la sphére de cen-
tre x et de rayon < s; | j € J>, ou simplement de rayon J. Soient (A,, A_, ")
et (A}, AL, w'*) deux jumelages de type M, et soient X,, X_, X, et X_ des
parties (ensembles de chambres) de A,, A_, A, et A_ respectivement ; une
application de X, U X_ sur X, U X_ sera appelée une isométrie si elle est
compatible, en un sens évident, avec les distances w (selon une convention de
[8], les fonctions W-distances dans les immeubles de type M sont toutes
notées w) et les codistances w* et w'".

THEOREME 1. — Soient (c4, ¢c_) € Ay X A_et (c'y, ') € A’y X A_ des cou-
ples de chambres opposées. Alors, toute isométrie ¢, : E,(c,) U {c_} —
Ey(c'y) U {c_} se prolonge de facon unique en une isométrie ¢, :
A, U{c}— AL U {c"}

5.2. Fondations. Reformulation de I’énoncé

Selon une terminologie introduite dans [2], nous appelons fondation de type
M, un systtme ¥ = (E, ¢y, (A; | i, j € I ; i # j)) formé d’un ensemble pointé
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(E, cp) et d’une famille de parties A; de E indexées par les paires d’éléments
distincts de I (en toute rigueur, il faudrait écrire A;j au lieu de A;) et dotées
de structures d’immeubles telles que :

¢p € A, pour tous i, j ;

A; est un immeuble au-dessus de {i, j} de type (},,,_/_ ) 5

pour i, j € I, la sphere Eg(Aj,co) ne dépend pas de j; on la note A;;
pour tout triple (i, j, k) d’éléments distincts de I, on a A; N Ay = A,

Une fondation est donc, en gros, un systtme d’immeubles de rang 2
amalgamés suivant des sous-immeubles de rang 1. Un appartement de F est
défini comme une partie de E contenant c, dont 'intersection avec chaque A;
est un appartement de celui-ci.

Reprenons les notations de I’énoncé du théoréme. Le systéme
F(Ay, cy) = (Ex(cy), ¢4, (Egjp(cs))) est une fondation de type M et I'intersec-
tion de E,(c.) avec I'appartement A(c,, c_) de A, (cf. [8], 3.2) en est un
appartement. Le lemme suivant est facile :

LEMME 4. — La restriction de w a Ey(c,) X Ey(c,) est entiérement détermi-
née par la fondation F(A,, c.) et la restriction de w* a E,(ci) X {c_} est
déterminée par I'appartement Ey(c,) N A(c,, c¢_) de cette fondation.

On voit donc que le théoréme peut s’exprimer en termes plus imagés (mais
un peu moins précis) de la facon suivante :

L’immeuble A, est canoniquement déterminé par la fondation F(A., c.) et
Pappartement E,(c.) N A(cy, c_) de celle-ci.

5.3. Un probléme non résolu

Les données F(A,, c;) et Ey(c;) N A(cy, c-) déterminent non seulement A,
mais aussi A_. En effet, il résulte de propriétés élémentaires des jumelages (cf.
[8], 3.1 et 2.3 (b)) qu'avec les notations du théoréme, il existe une unique
isométrie ¢_ : Ey(c_) U {c4} > Ex(c.) U {c.} telle que le couple (¢, ¢_)
soit compatible avec les codistances (ou, ce qui revient au méme, avec les
relations d’opposition). Appliquant le théoréme en intervertissant + et —,
on obtient une isométrie ¢_ : A_ U {c,} - A’_ U {c}} prolongeant ¢_. Pour
que ¢, soit la restriction a Ey(cy) U {c_} d’un isomorphisme de jumelages
Ay, AL, ") > (A, AL, w'™), il faut et il suffit que l'on ait

P) w*(®+(x), -(y)) = w"(x, y) pour tous x E A, et y € A_.

Jignore si la propriété (P) est vraie quels que soient les jumelages et la
fonction ¢, considérés, auquel cas, la fondation F(A,, c,) et 'appartement
Ey(cy+) N A(cy, c) détermineraient non seulement les immeubles A, et A_,
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mais aussi la codistance w*, donc le jumelage tout entier. En tout cas, il en
est ainsi lorsque W est fini, comme il résulte de [8], 2.3 (b) ; on voit donc que
le théoréeme 1 généralise le théoréme 4.1.2 (ou plutdt la proposition 4.16) de
[4] ; la démonstration, dont les grandes lignes seront indiquées au § 8, est
d’ailleurs essentiellement pareille.

6. ROLE DE LA PROPRIETE DE MOUFANG

6.1. Disons que la matrice de Coxeter M — ou le systtme de Coxeter
(W, §) — posséde un facteur direct de rang r < Card [ s’il existe une partie J
de I, de cardinal r, telle que m; = 2 chaque fois que i€ I — J et j € J. Les
deux parties de la proposition suivante se démontrent a partir du théoréme 1
de la méme fagon que le théoréme 1 de [5], 3.5, a partir de la proposition
4.16 de [4].

PROPOSITION 6. — Supposons que la matrice de Coxeter M n’a pas de
facteur direct de rang < 2, et soit (Ay, A_, w*) un jumelage de type M.

(i) Si i, j €I sont tels que m; = 3, alors, toute sphére de rayon {i, j} (cf.
5.2) dans A, (et dans A_ aussi, évidemment) est un immeuble (un my-gone
généralisé) de Moufang.

(ii) Si la propriété (P) est vraie pour A, = Ay quels que soient c,, c', et ¢,,
alors le jumelage (Ay, A_, ") lui-méme posséde la propriété de Moufang.

COROLLAIRE 1. — §’il existe un jumelage de type M = (my;), sans facteur
direct de rang <2, on a m; =2, 3, 4, 6 ou 8 quels que soient i, j € I, i # j.

Rappelons qu’on suppose toujours les m;; finis dans cette seconde partie de
] /
I’exposé).

Javais conjecturé, dans le cours, que la réciproque de I’assertion (ii) ci-
dessus est vraie et, plus généralement, que si les jumelages considérés dans
I’énoncé du théoreme 1 sont des jumelages de Moufang, alors ¢, se prolonge
en un isomorphisme du jumelage (A;, A_, w*) sur le jumelage (A%, A, w').
Jai pu, depuis lors, déduire cela du théoréme 1 lui-méme et de la proposi-
tion 4 du n°3.2.

6.2. Structures de Moufang

La proposition 6 (i) nous apprend que dans un immeuble participant 4 un
jumelage, disons de rang = 3 et de type irréductible, les spheres de rang 2 et
de type irréductible sont des immeubles de Moufang. Nous allons voir qu’il
existe un résultat analogue pour les sphéres de rang 1 mais, les immeubles de
rang 1 étant de simples ensembles, sans structure, il ne s’agira plus ici d’une
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propriété des spheres, vues comme immeubles, mais d’une structure addition-
nelle «induite » sur les sphéres de rang 1 par I'immeuble ambiant, et que
nous appelons structure de Moufang. Une structure de Moufang sur un
ensemble X est définie comme une famille (U,),cx indexée par X de groupes
de permutations de X soumis aux conditions suivantes :

pour tout x € X, U, fixe x et est simplement transitif (i.e. régulier) sur
X = 4ak;

dans le groupe engendré par les U, (groupe qui est donc doublement
transitif dés que Card.X = 3), le fixateur de x normalise U,.

PROPOSITION 7. — Si A est, soit un immeuble de Moufang de type sphérique,
soit l'un des deux immeubles composant un jumelage dont le type n’a pas de
facteur direct de rang < 2, les sphéres de rang 1 de A ont une structure de
Moufang canonique.

La signification précise de cet énoncé, a priori un peu vague, ressortira de
I'esquisse de démonstration qui suit.

Considérons d’abord le cas ou A participe a un jumelage de Moufang
A = (A, A_, w") (ce qui couvre le premier cas de I’énoncé). Soit X = E(c)
une sphére de rang 1 de A et soit ¢_ une chambre de A_ opposée a c. A ces
choix correspond (suivant [8], § 6) un systeme (U,),co de groupes d’automor-
phismes du jumelage. Si o; € @, désigne la racine simple dont le bord est fixé
par s;, le groupe de permutations de X induit par U, et ses conjugués par les
éléments de U_, constituent la structure de Moufang en question dans
I’énoncé. 1l faut évidemment prouver que cette structure est indépendante du
choix de ¢ et c_ : c’est facile.

Supposons a présent que A participe a un jumelage que ’on ne suppose plus
de Moufang, mais dont le type n’a pas de facteur direct de rang < 2. Bien
que le théoréme 1 ne suffise plus a prouver la propriété de Moufang pour le
jumelage, on peut voir qu’il permet encore de définir des groupes U,, et U_,,
dont on se sert pour montrer que la structure de Moufang induite sur
X = E(c) par 'immeuble de Moufang Ej ;(c) pour j tel que m; # 2 (cf. la
proposition 6(i) et le premier cas, déja envisagé, de la proposition 7) ne
dépend pas de j ni du choix de ¢, d’ou l’assertion.

6.3. Fondations de Moufang

Une fondation (E, ¢o, (A; | i, j € I ;i # j)) (cf. 5.2) de type M sans facteur
direct de rang 1 est dite de Moufang si, pour toute paire {i,j} telle que
my; = 3, A est un immeuble de Moufang et si, pour i, j, k tels que m; = 3 et
my = 3, les structures de Moufang induites sur A; = A; N Ay par Ajj et Ay selon
la proposition 7 sont les mémes. La proposition 6(i) et la proposition 7 ont
pour conséquence immédiate le
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COROLLAIRE 2. — Avec les notations du n° 5.2, si M n’a pas de facteur
direct de rang < 2, la fondation ¥(A., c.) est une fondation de Moufang.

Le lemme suivant est facile :

LEMME 5. — Le groupe des automorphismes d’une fondation de Moufang
permute transitivement les appartements de celle-ci.

La derniére assertion de 5.2, le corollaire 2, le lemme 5 et le résultat
annoncé a la fin du n° 6.1 entrainent aussitdt la proposition suivante :

PROPOSITION 8. — Avec les notations du n°5.2, la fondation F(A,, c,)
détermine a isomorphisme non canonique prés les immeubles A, et A_. Elle
détermine aussi le jumelage (A, A_, w") si I'on exige que celui-ci soit un

jumelage de Moufang.

7. APPLICATION A LA CLASSIFICATION

7.1. Deux étapes

Dans ce numéro, la matrice de Coxeter M est supposée sans facteur direct
de rang < 2.

Pour la classification des jumelages de Moufang de type M ou, ce qui
revient au méme, la classification a extension centrale pres des systemes
(G, (Uy)eeo) satisfaisant aux axiomes (UR 1) a (UR 3) et tels que les U,
engendrent G, le corollaire 2 et la proposition 8 du numéro précédent sugge-

rent une méthode comportant deux étapes :
(A) classification des fondations de Moufang de type M ;

(B) recherche de conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fondation
de Moufang donnée & = (E, co, (A; | i,j € I ;i # J)) soit « intégrable », c’est-a-
dire soit la fondation #(A,, c¢,) du n° 5.2 pour un immeuble A, faisant partie
d’un jumelage de Moufang.

Le probléeme (A) ne présente guere de difficulté de principe, une fois
connus les immeubles de Moufang de rang 2. Un exemple, traité dans le
cours, sera donné au numéro suivant.

En ce qui concerne le probleme (B), le théoréme 2 de [2] suggere la
conjecture suivante, qui a été vérifiée dans quelques cas :

Conjecture. — Pour que la fondation ¥ soit intégrable, au sens précisé ci-
dessus, il faut et il suffit que, pour toute partie J de I telle que M | ;, est de
type Ay ou Cs, la fondation (U {A;|i,j€J}, co, (Ajli,jEJT; i+#))) soit
intégrable.
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7.2. Un exemple

Nous nous proposons de déterminer toutes les fondations de Moufang dans
le cas particuliérement simple suivant : m; < 3 pour tous i et j, le graphe I’
dont les sommets sont les éléments de I et dont les arétes sont les paires {i, j}
telles que m;; = 3 (graphe qui caractérise donc M) est connexe et ce graphe
possede au moins un sous-graphe plein de type D, =

Soit donc & = (E, ¢j, (A;)) une fondation de type M satisfaisant a ces
conditions. De propriétés bien connues des plans de Moufang et des immeu-
bles de type Dy (cf. [4], 6.12 et 9.11), on déduit les faits suivants :

(1) Si i € I appartient a un sous-graphe plein de I' de type D,, A; est la
droite projective d’un corps commutatif k; dotée de sa structure de Moufang
naturelle : I’ensemble sous-jacent Pi(k;) peut étre identifié a k; U {} de telle
facon que les groupes U, constituant la structure en question (cf. 6.2) soient
les conjugués du groupe des translations de k; par les transformations homo-
graphiques. On note que la structure de Moufang ainsi définie détermine le

corps k; a isomorphisme canonique prés (voir a ce sujet la remarque ci-
dessous).

(2) Si {i, j} est une aréte de I', A; est 'immeuble d’un plan projectif II. Si,
de plus, A; est la droite projective d’un corps commutatif k; dotée de sa
structure de Moufang naturelle, alors II est isomorphe au plan projectif P,(k;),
A, est également la droite projective d’un corps commutatif k; et I détermine
un isomorphisme o : k; — k;.

Comme I' est supposé connexe, on voit qu’a tout i € I est canoniquement
attaché un corps commutatif k;, et a tout couple (i, j) tel que m; =3 un
isomorphisme o : k; — k;. De plus, il est clair que oj; = oj'. Choisissant
dans I" un sommet origine o, on déduit aussitot de la discussion qui précede
que

les classes d’isomorphisme de fondations de Moufang de type M sont en
bijection naturelle avec les classes d’isomorphisme de couples (k, o), ou k est
un corps commutatif (on prend k = k,) et ou o est un homomorphisme du

groupe fondamental w, (', 0) du graphe T dans le groupe des automorphismes
de k.

Si la conjecture du n°® 7.1 est vraie, a tout tel couple (k, o) est associé un
jumelage de Moufang $(k, o), donc divers groupes intéressants, notamment
Aut ($(k, o)) et le sous-groupe distingué de celui-ci engendré par les U,,
sous-groupe que nous notons G(k, o). Il y a deux cas ou G(k, o) est un
groupe connu, a partir duquel on peut construire le jumelage (par la méthode
de [8], 7.1), prouvant ainsi la conjecture dans ces cas-la :

(a) si o (m(T, 0)) = {1}, G(k, o) est le quotient par son centre du groupe de
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Kac-Moody (« simplement connexe ») sur k correspondant a la matrice de Car-
tan généralisée (A;) définie par A; = 2, 0 ou — 1 selon que m; =1, 2 ou 3 ;

(b) si I' est un cycle de longueur n, et si « € Aut k désigne I'image par o
d’un générateur du groupe fondamental de I', on a G(k, o) = PSL,(R), ou R
est I'anneau non commutatif engendré par k et une indéterminée ¢ telle que
txt™' = a(x) pour x € k.

Remarque. Si I'on remplace I’hypotheése, faite dans ce numéro, que I’
posséde un sous-graphe plein de type D, par celle, plus faible, que I', toujours
supposé connexe, n’est pas un graphe complet, on trouve, par des raisonne-
ments analogues a ceux faits plus haut, que les A; sont des immeubles de plans
projectifs desarguésiens, donc sur des corps gauches, plans qui sont deux a
deux isomorphes ou duaux. Une différence essentielle avec le cas particulier
qui a été considéré ici est que la structure de Moufang de la droite projective
d’un corps gauche k ne détermine plus canoniquement k lui-méme, mais
seulement, a automorphisme intérieur prés, la paire formée de k et de son
opposé. La classification des fondations de Moufang de type M reste facile
dans ce cas, mais I’énoncé du résultat final est beaucoup moins simple.

7.3. Remarques sur les groupes de Kac-Moody

Généralisant ’exemple (a) de 7.2, on obtient une approche géométrique des
groupes de Kac-Moody sur les corps lorsque les matrices de Cartan générali-

sées (A;) considérées satisfont a la condition (hélas bien restrictive !)
AyAji < 3 pour tous i, j.

N

D’autre part, 7.2 fait apparaitre pour les groupes « a la Kac-Moody » un
phénomeéne nouveau par rapport a la théorie classique des groupes algébriques
simples : I’existence d’une « torsion non galoisienne » que ’on peut exprimer,
de fagon imagée, en disant que le groupe G(k, o) est défini, non sur un
«vrai » corps k, mais sur un «corps tordu » (constitué par le systéme
(ki, 7).

8. ESQUISSE DE DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Comme on I’a dit, la démonstration du théoreme 1 exposée dans le cours
généralise celle de la proposition 4.16 de [4]. Cette généralisation, loin de
compliquer les raisonnements, a I'effet bénéfique d’en rendre I'idée plus
transparente en obligeant a dissocier les immeubles A, et A_ qui étaient
évidemment confondus dans [4]. La présente esquisse devrait donc pouvoir

servir aussi a une meilleure compréhension du § 4 de [4].

Reprenons les notations de ’énoncé du théoréme 1. Pour construire ¢,, on
veut avoir un procédé qui permette de « copier » dans A’y toute galerie de A,
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(cf. [8], 3.3) issue de c.. Cependant, afin de pouvoir raisonner par induction,
il est nécessaire de transporter une donnée analogue a la donnée ¢, de
départ le long de la galerie considérée. Pour cela, on se souvient d’abord qu’a
toute chambre x, de A, est canoniquement associée une chambre qui lui est
opposée dans ’appartement A(c_, c,), a savoir, la chambre x_ de cet apparte-
ment définie par w(c,, x1) = w*(c4, x_) (cf. [8], 3.3, preuve de la prop. 5), et
I'on pose ®(x;) = Ex(x4) U {x_} (cet ensemble ®&(x,) peut étre vu comme un
repere mobile pour A,, mais un repére surabondant, comme il résulte du
théoréme 1 de [8]). On définit de méme @(x’,) pour x, € A’,. La machine a
copier les galeries est alors fournie par le lemme suivant :

LEMME 6. — Si x et y sont des chambres adjacentes (i.e. w(x,y) € S) de A,,
si x' €AY et si U:a(x) > w(x") est une isométrie, il existe au plus une

chambre y' de A', adjacente a x' et une isométrie 0 : ®(y) — &(y') coincidant
avec b sur E;(x) N Ey(y).

La preuve, qui utilise le théoreme 1 de [8], est facile. Lorsque y’ et 6
existent, nous posons 6 = T(x, y) b.

Le principe de la construction de A, est a présent clair : pour x € Ay,
on considére une galerie ¢, = xo, Xy, ..., X, joignant c, et x dans A,, puis
I’'on définit inductivement une galerie ¢, xi, ..., x,, dans A", et des isomé-
tries @ : 2(x;) — ®(x]) par ¢y = @1 et ¢ = T(x;, x;41) ¢ pour [ =0,1, ...,
m — 1 ; enfin, on pose ¢.(x) = ¢n,(x). Deux problémes restent a résoudre :
I’existence des ¢; (dont l'unicité résulte du lemme 6) et I'indépendance du
résultat par rapport au choix de la galerie. Pour cela, on introduit la notion
d’isométrie admissible : pour x € A, et x' € A', une isométrie de @(x) sur
®(x') est dire admissible si elle se prolonge en une isométrie de a(x) U {c_}
sur &(x') U {c_}. Les lemmes suivants fournissent alors la solution des deux
problémes en question.

LEMME 7. — Si x, y € A, sont deux chambres adjacentes, si x' € A’y et si
U a(x) > w(x') est une isométrie admissible, alors T(x, y)  existe et est une
isométrie admissible.

LEMME 8. — Soit (xg, x1, ..., X, = Xxo) une galerie fermée de A,. Si x{, € A/,
et si ¥ : ®(xg) — R(x() est une isométrie admissible, alors I'isométrie

T(xmv xm—l) T(xm-lv xm—2) T(xly xO) ‘1”
qui existe en vertu du lemme précédent, coincide avec .

Utilisant le fait que I’ensemble ordonné des facettes de codimension < 2 de
A, est simplement connexe (cf. 2.3 et [6], proposition 2), on rameéne la preuve
du lemme 8 au cas ou la galerie considérée est formée des chambres d’un
appartement d’une sphere de rang 2 de A,. La preuve du lemme 7 et du cas
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particulier en question du lemme 8 se fait par des constructions explicites,
semblables a celles de [4], 4.13 a 4.15.

(NB. Le mot « admissible » a une autre signification ici que dans [4].)

Remarque. On pourrait améliorer la démonstration précédente et peut-étre
prouver la propriété (P) de 5.3 si I'on disposait d’'une propriété de simple
connexion analogue a la précédente pour I’ensemble des couples de facettes
opposées de codimension < 2. Il me parait peu probable qu’une telle pro-
priété soit toujours vraie mais elle peut ’étre dans des cas intéressants, voire
dans le cas « générique », en un sens a préciser.

J.T.
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