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 ANNALS OF MATHEMATICS

 Vol. 61, No. 2, March, 1955

 Printed in U.S.A.

 FAISCEAUX ALGABRIQUES COHARENTS

 PAR JEAN-PIERRE SERRE

 (Requ le 8 Octobre 1954)

 INTRODUCTION

 On sait que les m6thodes cohomologiques, et particulierement la th6orie des
 faisceaux, jouent un role croissant, non seulement en th6orie des fonctions de
 plusieurs variables complexes (cf. [5]), mais aussi en g6om6trie alg6brique clas-

 sique (qu'il me suffise de citer les travaux r6cents de Kodaira-Spencer sur le
 th6oreime de Riemann-Roch). Le caractere alg6brique de ces m6thodes laissait
 penser qu'il 6tait possible de les appliquer 6galement a la g6om6trie alg6brique
 abstraite; le but du pr6sent m6moire est de montrer que tel est bien le cas.

 Le contenu des diff6rents chapitres est le suivant:

 Le Chapitre I est consacr6 A la th6orie g6n6rale des faisceaux. II contient les
 demonstrations des r6sultats de cette th6orie qui sont utilis6s dans les deux
 autres chapitres. Les diverses operations alg6briques que l'on peut effectuer sur
 les faisceaux sont d6crites au ?1; nous avons suivi d'assez pres l'expos6 de Car-
 tan ([2], [5]). Le ?2 contient l'Ntnde des faisceaux coh6rents de modules; ces
 faisceaux g6neralisent les faisceaux analytiques coh6rents (cf. [3], [5]), et jouis-
 sent de propri6t6s tout analogues. Au ?3 sont d6finis les groupes de cohomologie
 d'un espace X a valeurs dans un faisceau a. Dans les applications ult6rieures, X
 est une vari6t6 alg6brique, munie de la topologie de Zariski, donc n'est pas un
 espace topologique s6par6, et les m6thodes utilis6es par Leray [10], ou Cartan
 [3] (bas6es sur les "partitions de l'unite"', ou les faisceaux "fins") ne lui sont pas
 applicables; aussi avons-nous du revenir au proc6d6 de Cech, et d6finir les
 groupes de cohomologie H'(X, 9Y) par passage A la limite sur des recouvrements
 ouverts de plus en plus fins. Une autre difficult6, liMe A la non-s6paration de X,
 se rencontre dans la "suite exacte de cohomologie" (cf. n08 24 et 25): nous n'avons
 pu 6tablir cette suite exacte que dans des cas particuliers, d'ailleurs suffisants
 pour les applications que nous avions en vue (cf. no8 24 et 47).

 Le Chapitre II d6bute par une d6finition des vari6t6s alg6briques, analogue a

 celle de Weil ([17], Chap. VII), mais englobant le cas des vari6t6s r6ductibles
 (signalons a ce propos que, contrairement a l'usage de Weil, nous ne r6servons
 pas le terme de "vari&t&' aux seules vari6t6s irr6ductibles); nous d6finissons la
 structure de vari6t6 alg6brique par la donn6e d'une topologie (la topologie de
 Zariski) et d'un sous-faisceau du faisceau des germes de fonctions (le faisceau
 des anneaux locaux). Un faisceau alg6brique coh6rent sur une vari6t6 alg6brique
 V est simplemnent un faisceau coh6rent de ov-modules, 0v d6signant le faisceau
 des anneaux locaux de V; nous en donnons divers exemples au ?2. Le ?3 est
 consacr6 aux vari6t6s affines. Les r6sultats obtenus sont tout a fait semblables a
 ceux relatifs aux vari6t6s de Stein (cf. [3], [5]): si 9: est un faisceau alg6brique
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 198 JEAN-PIERRE SERRE

 coh6rent sur la vari6t6 affine V, on a H(V, Y) = 0 pour tout q > 0, et 5, est
 engendr6 par H?(V, 9Y) quel que soit x E V. De plus (?4), 9: est bien d6termin6
 par H?(V, 9Y) consid6r6 comme module sur l'anneau de coordonn6es de V.

 Le Chapitre III, relatif aux vari6t6s projectives, contient les r6sultats essen-

 tiels de ce travail. Nous commenqons par 6tablir une correspondance entre
 faisceaux alg6briques coh6rents 9: sur l'espace projectif X = Pr(K) et S-modules
 gradu6s v6rifiant la condition (TF) du no 56 (S d6signant l'algebre de polyn6mes

 K[to, ... , tr]); cette correspondance est biunivoque si l'on convient d'identifier
 deux S-modules qui ne diffbrent que par leurs composantes homogenes de degr6s
 assez bas (pour les 6nonc6s pr6cis, voir noos 57, 59 et 65). A partir de lM, toute
 question portant sur 9: peut etre traduite en une question portant sur le S-module

 associ6 M. C'est ainsi que nous donnons au ?3 un proc6d6 permettant de d6ter-
 miner alg6briquement les Hq(X, 9Y) A partir de M, ce qui nous permet notamment
 d'6tudier les propri6t6s des H'(X, 3(n)) pour n tendant vers + oo (pour la
 d6finition de 9Y(n), voir no 54); les r6sultats obtenus sont 6nonc6s aux no, 65
 et 66. Au ?4, nous mettons les groupes Hq(X, 9Y) en relation avec les foncteurs
 Extl introduits par Cartan-Eilenberg [6]; ceci nous permet, au ?5, d'6tudier le
 comportement des H'(X, 9Y(n)) pour n tendant vers - oo, et de donner une
 caract6risation homologique des vari6t6s "k-fois de premiere espece". Le ?6
 expose quelques propri6t6s 6l6mentaires de la caract6ristique d'Euler-Poincar6
 d'une vari6t6 projective, A valeurs dans un faisceau alg6brique coh6rent.

 Nous montrerons ailleurs comment on peut appliquer les r6sultats g6n6raux du
 pr6sent m6moire A divers problemes particuliers, et notamment 6tendre au cas
 abstrait le "th6orbme de dualite" de [15], ainsi qu'une partie des r6sultats de
 Kodaira-Spencer sur le th6oreme de Riemann-Roch; dans ces applications, les
 th6oremes des n08 66, 75 et 76 jouent un r6le essentiel. Nous montrerons 6gale-
 ment que, lorsque le corps de base est le corps des complexes, la th6orie des
 faisceaux alg6briques coh6rents est essentiellement identique A celle des faisceaux
 analytiques coh6rents (cf. [4]).

 TABLE DES MATIhRES

 CHAPITRE I. FAISCEAUX

 ?1. Op6rations sur les faisceaux. 199
 ?2. Faisceaux coh6rents de modules .... . 207
 ?3. Cohomologie d'un espace A valeurs dans un faisceau .. . 212
 ?4. Comparaison des groupes de cohomologie de recouvrements diff6rents. . . 219

 CHAPITRE II. VARIE'TE'S ALGEBRIQUES-FAISCEAUX ALGEBRIQUES
 COHERENTS SUR LES VARIETES AFFINES

 ?1. Vari6t6s alg6briques. 223
 ?2. Faisceaux alg6briques coh6rents.. 230
 ?3. Faisceaux alg6briques coh6rents sur les vari6t6s affines. 233
 ?4. Correspondance entre modules de type fini et faisceaux alg6briques
 coh6rents . 240
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 CHAPITRE III. FAISCEAUX ALGEBRIQUES COHERENTS SUR LES VARIETES
 PROJECTIVES

 ?1. Vari6t6s projectives .243
 ?2. Modules gradu6s et faisceaux alg6briques coh6rents sur l'espace

 projectif . 246
 ?3. Cohomologie de l'espace projectif A valeurs dans un faisceau alg6-

 brique coh6rent.. 253

 ?4. Relations avec les foncteurs Exts ........ ......................... 261

 ?5. Applications aux faisceaux alg6briques coh6rents . 267
 ?6. Fonction caract6ristique et genre arithm6tique ...................... 274

 CHAPITRE I. FAISCEAUX

 ?1. Operations sur les faisceaux

 1. Definition d'un faisceau. Soit X un espace topologique. Un faisceau de

 groupes ab6liens sur X (ou simplement un faisceau) est constitu6 par:
 (a) Une fonction x -- 5Z qui fait correspondre 4 tout x E X un groupe abelien 5,
 (b) Une topologie sur l'ensemble 5, somme des ensembles Y,, .
 Si f est un 6l6ment de , , nous poserons 7r(f) = x; l'application ir est appel6e la

 projection de ff sur X; la partie de 3Y X ff form6e des couples (f, g) tels que
 7r(f) = 7r(g) sera not6e 5Y + 5.

 Ces d6finitions 6tant pos6es, nous pouvons 6noncer les deux axiomes auxquels
 sont soumises les donn6es (a) et (b):

 (I) Pour tout f r 5, il existe un voisinage V de f et un voisinage U de 7r(f) tels
 que la restriction de 7r d V soit un homeomorphisme de V sur U.

 (Autrement dit, 7r doit 6tre un hom6omorphisme local).
 (II) L'application f -* -f est une application continue de f dans 3Y, et l'applica-

 tion (f, g) -) f + g est une application continue de 3f + f dans F3.

 On observera que, meme si X est s6par6 (ce que nous n'avons pas suppos6),
 9Y n'est pas n6cessairement s6par6, comme le montre l'exemple du faisceau des
 germes de fonctions (cf. no 3).

 EXEMPLE de faisceau. G 6tant un groupe ab6lien, posons -G = G pour tout
 x r X; l'ensemble 9f peut 6tre identifi6 au produit X X G, et, si on le munit de
 la topologie produit de la topologie de X par la topologie discrete de G, on obtient
 un faisceau, appel6 le faisceau constant isomorphe A G, et souvent identifi6 A G.

 2. Sections d'un faisceau. Soit 9f un faisceau sur l'espace X, et soit U une
 partie de X. On appelle section de 9: au-dessus de U une application continue
 s: U -* 9 telle que 7r o s soit l'application identique de U. On a donc s(x) E I_
 pour tout x E U. L'ensemble des sections de 9: au-dessus de U sera d6sign6 par
 r(U, o:); l'axiome (II) entraine que r(U, 9Y) est un groupe ab6lien. Si U c V,
 et si s est une section au-dessus de V, la restriction de s A U est une section au-
 dessus de U; d'ou' un homomorphisme pv: r (V, a) -* F(U, iY).

 Si U est ouvert dans X, s(U) est ouvert dans 3, et, lorsque U parcourt une
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 200 JEAN-PIERRE SERRE

 base d'ouverts de X, les s(U) parcourent une base d'ouverts de 5: ce n'est qu'une

 autre faqon d'exprimer l'axiome (I).
 Notons encore une cons6quence de l'axiome (I): Pour tout f E 5, il existe

 une section s au-dessus d'un voisinage de x telle que s(x) = f, et deux sections
 jouissant de cette propri6t6 coincident dans un voisinage de x. Autrement dit,

 ax est limite inductive des r(U, a) suivant l'ordonn6 filtrant des voisinages de x.

 3. Construction de faisceaux. Supposons donn6s, pour tout ouvert U c X,
 un groupe ab6lien a u, et, pour tout couple d'ouverts U c V, un homomorphisme
 VV W

 Cu:aV -fv au , de telle sorte que la condition de transitivite 'uy 0 = w soit
 v6rifi6e chaque fois que U c V c W.

 La collection des (Yu, (pv) permet alors de d6finir un faisceau 9Y de la maniere
 suivante:

 (a) On pose ax = lim Yu (limite inductive suivant l'ordonn6 filtrant des
 voisinages ouverts U de x). Si x appartient a l'ouvert U, on a donc un homo-
 morphisme canonique pu: 9f u - .

 (b) Soit t E Yu , et d6signons par [t, U] l'ensemble des (4u(t) pour x parcourant
 U; on a [t, U] C a, et on munit 9: de la topologie engendr6e par les [t, U]. Ainsi,
 un 6l6ment f E ax admet pour base de voisinages dans 9: les ensembles [t, U] otL
 x E U et (pu(t) = f.

 On v6rifie aussit6t que les donn6es (a) et (b) satisfont aux axiomes (I) et (II),
 autrement dit, que 9: est bien un faisceau. Nous dirons que c'est le faisceau
 d4fini par le systeme ( u, ru

 Si t E au l'application x --+ wu(t) est une section de 9: au-dessus de U; d'oui
 un homomorphisme canonique t: u r (U, a).

 PROPOSITION 1. Pour que t: ,Y -* F (U, a) soit injectif,' il faut et il suffit que
 la condition suivante soit verifiee:

 Si un element t E 9: u est tel qu'il existe un recouvrement ouvert { Uj } de U avec

 v, (t) = 0 pour tout i, alors t = 0.
 Si t r au v6rifie la condition pr6c6dente, on a

 Ui)= fos O (t) = 0 si x e Ui,
 ce qui signifie que t(t) = 0. Inversement, supposons que l'on ait t(t) = 0, avec
 t e au; puisque (px4(t) = 0 pour x E U, il existe un voisinage ouvert U(x) de
 x tel que pu(x)(t) = 0, par d6finition de la limite inductive. Les U(x) forment
 alors un recouvrement ouvert de U v6rifiant la condition de l'6nonc6.

 PROPOSITION 2. Soit U un ouvert de X, et supposons que t: a v --+ r(w, a) soit
 injectif pour tout ouvert V c U. Pour que t u -- r(u, a) soit surjectifl (donc
 bijectif), il faut et il suffit que la condition suivante soit verifiee:

 Pour tout recouvrement ouvert I Uj } de U, et tout systeme I ti }, ti E 9: ui , tels que

 1 Rappelons (cf. [1]) qu'une application f:E -+ E' est dite injective si f(ei) = f(e2) en-
 traine ei = e2 , surjective si f(E) = E', bijective si elle est A la fois injective et surjective.
 Une application injective (resp. surjective, bijective) est appel6e une injection (resp. une
 surjection, une bijection).
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 oU nui(ti) = ionnui(tj) pour tout couple (i, j), il existe t E aJu avec puWi(t) = t
 pour tout i.

 La condition est necessaire: chaque tj d6finit une section si = t(ti) au-dessus
 de Ui, et l'on a si = s8 au-dessus de Uj n Uj ; il existe donc une section s
 au-dessus de U qui coincide avec si sur Uj pour tout i; si t :u -* r(U, a) est
 surjectif, il existe t E au tel que t(t) = s. Si l'on pose t4 = u(t), la section

 d6finie par t4 sur Ui n'est autre que si ; d'oui t(ti - t$) = 0 ce qui entraline
 t4 = t, vu que t est suppos6 injectif.

 La condition est suffisante: si s est une section de 9: au-dessus de U, il existe
 un recouvrement ouvert I Ui} de U, et des 6l6ments tj r aui tels que L(ti) soit
 egal a la restriction de s a Uj ; il s'ensuit que les 6l6ments (Puinuj(ti) et (puunui(tj)
 d6finissent la meme section sur Uj n Uj, donc sont 6gaux, d'apres l'hypothese
 faite sur t. Si t E Ju est tel que pui(t) = t,, t(t) coincide avec s sur chaque Uj,
 donc sur U, cqfd.

 PROPOSITION 3. Si 9: est un faisceau de groupes abeliens sur X, le faisceau d4fini
 par le systeme (F(U, a), pu) est canoniquement isomorphe a' .

 Cela r6sulte imm6diatement des propri6t6s des sections 6nonce6es au no 2.
 La Proposition 3 montre que tout faisceau peut etre d6fini par un systeme

 (au , pv) convenable. On notera que des systemes diff6rents peuvent d6finir le
 meme faisceau :; toutefois, si l'on impose aux ( u , ouv) de v6rifier les conditions
 des Propositions 1 et 2, il n'y a (A un isomorphisme pres) qu'un seul systeme
 possible: celui form6 par les (F(U, a), pv).

 EXEMPLE. Soit G un groupe ab6lien, et prenons pour Yu l'ensemble des fonc-
 tions sur U A valeurs dans G; d6finissons pu: v - u par l'op6ration de restric-
 tion d'une fonction. On obtient ainsi un systeme (au, pu), d'ou un faisceau a,
 appel6 faisceau des germes de fonctions A valeurs dans G. On v6rifie tout de suite

 que le systeme (ju, pvu) v6rifie les conditions des Propositions 1 et 2; il en r6-
 sulte que l'on peut identifier les sections de 9Y sur un ouvert U avec les 6l6ments
 de 3u .

 4. Recollement de faisceaux. Soit 9f un faisceau sur X, et soit U une partie
 de X; l'ensemble 7r-'(U) c a, muni de la topologie induite par celle de a, forme
 un faisceau sur U, appel6 le faisceau induit par 9: sur U, et note a(U) (ou meme
 a, lorsqu'aucune confusion n'est a craindre).

 Nous allons voir que, inversement, on peut d6finir un faisceau sur X au moyen
 de faisceaux sur des ouverts recouvrant X:

 PROPOSITION 4. Soit U = I U} I I un recouvrement ouvert de X, et, pour chaque
 i r I, soit aj un faisceau sur Uj ; pour tout couple (i, j), soit Oij un isomorphisme
 de aj(Uj n Uj) sur aj(Ujn Uj); supposons que l'on ait Oij0 Ojk = Oik en tout
 point de Uj n Uj n Uk , pour tout systeme (i, j, k).

 II existe alors un faisceau a, et, pour chaque i E I, un isomorphisme tqj de a(U1)
 sur j , tels que Oij = i7i o ry en tout point de Uj n Uj . De plus, 9Y et les tqj sont
 determines a un isomorphisme pre's par la condition precedente.

 L'unicite de {I, nqjl est 6vidente; pour en demontrer 1'existence, on pourrait
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 d6finir 9: comme espace quotient de 1'espace somme des Ii. Nous utiliserons
 plutot le proc6d6 du no 3: si U est un ouvert de X, soit 9: u le groupe dont les
 6l6ments sont les systemes {Sk}kI, avec Sk E r(U n Uk , 3k), et Sk = Okj(s;)
 sur U n Un Uk ; Si U C V, on d6finit (v de faqon 6vidente. Le faisceau d6fini
 par le systeme (Y u, Iv) est le faisceau 9: cherch6; de plus, Si U C U , l'applica-
 tion qui fait correspondre au systeme { Sk} IE IYu 1'6l6ment si E F (U1, 3i) est un
 isomorphisme de 3u sur r(U, aj), d'apres la condition de transitivit6; on obtient
 ainsi un isomorphisme t7i:gf(Ui) -* 3 j qui r6pond 6videmment A la condition
 pos6e.

 On dit que le faisceau 3: est obtenu par recollement des faisceaux 3i au moyen
 des isomorphismes Oij.

 6. Extension et restriction d'un faisceau. Soient X un espace topologique, Y
 un sous-espace ferme de X, 3: un faisceau sur X. Nous dirons que 3f est concentre
 sur Y, ou est nul en dehors de Y Si 1'on a 9fx = 0 pour tout x E X - Y.

 PROPOSITION 5. Si le faisceau 3: est concentrH sur Y, l'homomorphisme

 py : r(x, 3) -* r(Y, 3>(Y))
 est bijectif.

 Si une section de 3: au-dessus de X est nulle au-dessus de Y, elle est nulle par-
 tout puisque 9f, = 0 si x 4 Y, ce qui montre que px est injectif. Inversement,
 soit s une section de 9Y(Y) au-dessus de Y, et prolongeons s A X en posant s(x) = 0
 Si x 4 Y; 1'application x -* s(x) est 6videmment continue sur X - Y; d'autre
 part, si x E Y, il existe une section s' de 3: au-dessus d'un voisinage U de x telle
 que s'(x) = s(x); comme s est continue sur Y par hypothese, il existe un voisi-
 nage V de x, contenu dans U, et tel que s'(y) = s(y) pour tout y E V n Y; du
 fait que 5, = 0 si y 4 Y, on a aussi s'(y) = s(y) pour yEV - V n Y; donc s
 et s' coincident sur V, ce qui prouve que s est continue au voisinage de Y, donc
 continue partout. II s'ensuit que px est surjectif, ce qui acheve la d6monstration.

 Nous allons maintenant montrer que le faisceau 9:(Y) d6termine sans ambi-
 guit6 le faisceau 9:

 PROPOSITION 6. Soit Y un sous-espaceferme d'un espace X, et soit 9 un faisceau
 sur Y. Posons 9f, = 9, si x E Y, 9fx = 0 si x 4 Y, et soit 9Y l'ensemble somme des
 92. On peut munir 9Y d'une structure de faisceau sur X, et d'une seule, telle que
 (Y) = 9.

 Soit U un ouvert de X; si s est une section de 9 sur U n Y, prolongeons s par
 0 sur U - U n Y; lorsque s parcourt r(U n Y, 9) on obtient ainsi un groupe
 9u d'applications de U dans 9Y. La Proposition 5 montre que, si 3: est muni d'une
 structure de faisceau telle que 9:(Y) = 9, on a Iu = F(U, 9Y), ce qui prouve
 1'unicit6 de la structure en question. Son existence se montre par le proc6d6 du
 no 3, appliqu6 aux 3u, et aux homomorphismes de restriction ov:3 u 'v Iyv.

 On dit que le faisceau 3: est obtenu en prolongeant le faisceau 9 par 0 en dehors de

 Y; on le note gy, ou meme 9, si aucune confusion ne peut en r6sulter.

 6. Faisceaux d'anneaux et faisceaux de modules. La notion de faisceau
 d6finie au no 1 est celle de faisceau de groupes abeliens. II est clair qu'il existe
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 des d6finitions analogues pour toute structure alg6brique (on pourrait Meme
 d6finir les "faisceaux d'ensembles", oi 9fx ne serait muni d'aucune structure
 alg6brique, et oui l'on postulerait seulement l'axiome (I)). Dans la suite, nous
 rencontrerons principalement des faisceaux d'anneaux et des faisceaux de

 modules:

 Un faisceau d'anneaux a, est un faisceau de groupes ab6liens (ix , x E X, ol

 chaque ax est muni d'une structure d'anneau telle que ]'application (f, g) -* f.g
 soit une application continue de (i + a dans a (les notations 6tant celles du

 no 1). Nous supposerons toujours que chaque (ix possede un 6l6ment unit6, va-
 riant continfiment avec x.

 Si a est un faisceau d'anneaux v6rifiant la condition pr6c6dente, r(U, () est

 un anneau A 6l6ment unit6, et p: r (V, a) -+ r (U, a) est un homomorphisme
 unitaire si U c V. Inversement, si l'on se donne des anneaux (i u A 6l6ment

 unit6, et des homomorphismes unitaires sou: (i v (i u, v6rifiant u o w= wu
 le faisceau (i d6fini par le systeme ((i u, ) est un faisceau d'anneaux. Par
 exemple, si G est un anneau A 6l6ment unit6, le faisceau des germes de fonctions
 a valeurs dans G (d6fini au no 3) est un faisceau d'anneaux.

 Soit (i un faisceau d'anneaux. Un faisceau 3: est appel6 un faisceau de (a-modules
 si chaque Ifx est muni d'une structure de ax-module unitaire (A gauche, pour
 fixer les idees), variant "continument" avec x, au sens suivant: si (i + 9: est la

 partie de a, X 9v form6e des couples (a, f) tels que 7r(a) = 7r(f), l'application
 (a, f) -* a.f est une application continue de (i + 9: dans 9F.

 Si 3: est un faisceau de (i-modules, r(U, 9Y) est un module unitaire sur F(U, a).
 Inversement, supposons (i d6fini par le systeme (atu, &ov) comme ci-dessus, et
 soit 9: le faisceau d6fini par le systeme (3 u, Aiv), oA chaque +u est un (i u-module
 unitaire, avec a14(a.f) = (pv(a).J'v(f) si a e (v , f e IYv ; alors 9Y est un faisceau de
 a-modules.

 Tout faisceau de groupes abeliens peut etre consid6r6 comme un faisceau de
 Z-modules, Z designant le faisceau constant, isomorphe A l'anneau des entiers.
 Ceci nous permettra, par la suite, de nous borner A 6tudier les faisceaux de mo-
 dules.

 7. Sous-faisceau et faisceau quotient. Soient (i un faisceau d'anneaux, 3f un

 faisceau de a-modules. Pour tout x e X, soit 9x un sous-ensemble de Ix . On dit
 que 9 = U 9x est un sous-faisceau de 3: si:

 (a) 9x est un sous-(a-module de 9z pour tout x e X,
 (b) 9 est un sous-ensemble ouvert de 9Y.
 La condition (b) peut encore s'exprimer ainsi:
 (b') Si x est un point de X, et si s est une section de 9Y au-dessus d'un voisinage

 de x telle que s(x) E 9x, on a s(y) e 9, pour tout y assez voisin de x.
 II est clair que, si ces conditions sont v6rifi6es, 3 est un faisceau de (i-modules.
 Soit 3 un sous-faisceau de 3, et posons 3Cx = I~x/9g pour tout x e X. Munissons

 5C = U 5C- de la topologie quotient de la topologie de 3; on voit ais6ment que
 l'on obtient ainsi un faisceau de (i-modules, appele faisceau quotient de 3f par 9,
 et not6 9Y/q. On peut en donner une autre definition, utilisant le proc6d6 du no 3:
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 si U est un ouvert de X, posons 3Cu = F(U, Y)/ (U. u), ) etant l'homomor-
 phisme d6fini par passage au quotient 'a partir de pv: F (V, 3;) -* F (U, 3Y); le
 faisceau d6fini par le systeme (KCu r, &) n'est autre que 3C.

 L'une ou l'autre d6finition de 3C montre que, si s est une section de 3C au

 voisinage de x, il existe une section t de 9: au voisinage de x, telle que la classe

 de t(y) mod 9, soit 6gale a s(y) pour tout y assez voisin de x. Bien entendu, ceci
 n'est plus vrai globalement, en g6n6ral: si U est un ouvert de X, on a seulement
 la suite exacte:

 0 -* F(U, 9) r-* F(U, U C),

 1'homomorphisme F(U, U;) -* F(U, 3C) n'6tant pas surjectif en g6n6ral (cf. no 24).

 8. Homomorphismes. Soient a un faisceau d'anneaux, 3: et 9 deux faisceaux
 de a-modules. Un (a-homomorphisme (ou encore un homomorphisme (i-lin6aire,

 ou simplement un homomorphisme) de 3Y dans 9 est la donn6e, pour tout x e X,
 d'un (ax-homomorphisme ox:Ix T x , de telle sorte que l'application <,: 3f 9
 d6finie par les ox, soit continue. Cette condition peut aussi s'exprimer en disant

 que, si s est une section de 9: au-dessus de U, x -* <ox(s(x)) est une section de g
 au-dessus de U (section que l'on notera So(s), ou o o s). Par exemple, si g est un
 sous-faisceau de 3;, l'injection 3 -- 3;, et la projection 3Y --* 3/q, sont des homo-
 morphismes.

 PROPOSITION 7. Soit (o un homomorphisme de 5 dans 3. Pour tout x E X, soit

 OJx le noyaude (ox , et soit gx l'image de (px . Alors OZ = U OZ est un sous-faisceau de
 c;, g = U gx est un sous-faisceau de 3, et ,o definit un isomorphisme de 3Y/1 sur g.

 Puisque (px est un (ax-homomorphisme, 9x et gx sont des sous-modules de 3Y
 et de 3 respectivement, etpox d6finit un isomorphisme de Ic/Rx surgx . D'autre part,
 si s est une section locale de cv, telle que s(x) E Xx, on a ,o o s(x) = 0, d'ou
 < o s(y) = 0 pour y assez voisin de x, d'ou s(y) E 91,, ce qui montre que 9 est un
 sous-faisceau de cv. Si t est une section locale de 3, telle que t(x) E , il existe
 une section locale s de 3;, telle que ,o o s(x) = t(x), d'ou' (Po s = t au voisinage
 de x, ce qui montre que g est un sous-faisceau de 3, isomorphe A 3/9.

 Le faisceau 9 est appel6 le noyau de ,o, et not6 Ker(po); le faisceau g est appel6

 l'image de ,o, et not6 Im(So); le faisceau 9/g est appel6 le conoyau de so, et not6
 Coker(So). Un homomorphisme (p est dit injectif, ou biunivoque, si chacun des p,
 est injectif, ce qui 6quivaut A Ker(,o) = 0; il est dit surjectif si chacun des ,Ox est
 surjectif, ce qui 6quivaut a Coker(po) = 0; il est dit bijectif s'il est a la fois injec-
 tif et surjectif, auquel cas la Proposition 7 montre que c'est un isomorphisme
 de 3Y sur j, et '-' est aussi un homomorphisme. Toutes les d6finitions relatives
 aux homomorphismes de modules peuvent se transposer de meme aux faisceaux
 de modules; par exemple, une suite d'homomorphismes est dite exacte si 1'image
 de chaque homomorphisme coincide avec le noyau de l'homomorphisme suivant.
 Si So: C ? est un homomorphisme, les suites:

 0 Ker(So) IWOm(p) 0

 0 Im(So) - Coker(po) 0

 sont des suites exactes.
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 Sibp est un homomorphisme de 3: dans 9, l'application s --> o o s est un r(u, a)-
 homomorphisme de r(U, 5) dans r(U, q). Inversement, supposons (i, i, 9
 d6finis par des systemes (au(i, , (9u, 4 v), (u, xv), comme au no 6, et don-
 nons-nous, pour tout ouvert U c X, un (tu-homomorphisme ,o u:gu -u-*!g tel
 que Xu 0v = luo 44; par passage A la limite inductive, les (ou d6finissent un

 homomorphisme jo: 5f - .

 9. Somme directe de deux faisceaux. Soient a un faisceau d'anneaux, 3f et 9
 deux faisceaux de a-modules; pour tout x E X, formons le module 32 + , I
 somme directe de I2 et x ; un 6l6ment de 91V + x est un couple (f, g), avec f E 92
 et g E 2. Soit 5C l'ensemble somme des I2 + x lorsque x parcourt X; on peut
 identifier 3C a la partie de 9: X 9 form6s des couples (f, g) tels que 7r(f) = 7r(g).
 Si l'on munit SC de la topologie induite par celle de 3: X q, on v6rifie imm6diate-
 ment que 5C est un faisceau de a-modules; on l'appelle la somme directe de 5f

 et de 3, et on le note 3f + 9. Toute section de 3: + 9 sur un ouvert U C X est
 de la forme x -* (s(x), t(x)) oui s et t sont des sections de 9Y et 9 sur U; en d'autres
 termes, F(U, 9: + 3) est isomorphe a la somme directe F(U, 9) + F(U, 3).

 La d6finition de la somme directe s'6tend par recurrence A un nombre fini de

 a-modules. En particulier, le faisceau somme directe de p faisceaux isomorphes

 a un meme faisceau 5f sera not6 9yP.

 10. Produit tensoriel de deux faisceaux. Soient a, un faisceau d'anneaux, 9f

 un faisceau de a-modules A droite, 9 un faisceau de a-modules "a gauche. Pour tout
 x E X, posons 3C. = 91x 0 qx, le produit tensoriel 6tant pris sur l'anneau ax
 (cf. par exemple [6], Chap. II, ?2); soit 5C l'ensemble somme des 3Cx .

 PROPOSITIoN 8. II existe sur l'ensemble 5C une structure de faisceau et une seule

 telle que, si s et t sont des sections de 5Y et de ' sur un ouvert U, l'application
 x -) s(x) 0 t(x) e 3C soit une section de 3C au-dessus de U.

 Le faisceau 3C ainsi d6fini est appele le produit tensoriel (sur a) de 9Y et de ,

 et on le note 9Y 0 , 9; si les ax sont commutatifs, c'est un faisceau de a-modules.
 Si 5C est muni d'une structure de faisceau v6rifiant la condition de l'6nonc6, et

 si si et ti sont des sections de 9: et de 9 au-dessus d'un ouvert U c X, l'applica-
 tion x >-* si(x) 0 ti(x) est une section de 3C sur U. Or tout h e 3Cx peut
 s'ecrire sous la forme h = Z fi 0 gi , fj e 5x, gi e q, donc aussi sous la forme
 E s,(x) 0 ti(x), oui si et tj sont des sections d6finies dans un voisinage U de x;
 il en r6sulte que toute section de 5C doit etre localement 6gale A une section de
 la forme precedente, ce qui d6montre l'unicit6 de la structure de faisceau de 3C.

 Montrons maintenant son existence. Nous pouvons supposer que (i, i, 9,
 sont definis par des systemes (au, Vv), (u3:, 44), (3u, xu) comme au no 6.
 Posons alors 5C u = 9: u 0 ? u, le produit tensoriel 6tant pris sur a u; les homo-
 morphismes 44 et xv d6finissent, par passage au produit tensoriel, un homomor-
 phisme &vl: 5C v -* 3C u; en outre, on a limx fu 3C u = limxE uYu 0 limxe u 9 u = 3Cx,
 le produit tensoriel 6tant pris sur ax (commutation du produit tensoriel avec
 les limites inductives, cf. par exemple [6], Chap. VI, Exer. 18). Le faisceau d6fini

 par le systeme (5Cu, -qv) peut donc etre identifie 'a 3C, et 5C se trouve ainsi muni
 d'une structure de faisceau r6pondant visiblement 'a la condition imposee. Enfin,
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 si les a, sont commutatifs, on peut supposer que les at le sont aussi (il suffit
 de prendre pour (i l'anneau F(U, a)), done 5Cu est un au-module, et 5C est un
 faisceau de a-modules.

 Soient maintenant ,o un (i-homomorphisme de f dans V', et J un a-homomor-
 phisme de 9 dans q'; alors oo 0 @ , est un homomorphisme (de groupes ab6liens,
 en g6n6ral-de as-modules, si a, est commutatif), et la d6finition de f 0 a 9
 montre que la collection des oo 0 j/. est un homomorphisme de f 0 , 9 dans
 a' 0 , 3'; cet homomorphisme est not6 ,o 0 4,; si J/ est l'application identique,
 on 6crit (p au lieu de 0p 9 1.

 Toutes les propri6t6s usuelles du produit tensoriel de deux modules se trans-
 posent d'elles-memes au produit tensoriel de deux faisceaux de modules. Par
 exemple, toute suite exacte:

 -* a, all-* 0

 donne naissance a une suite exacte:

 3; (&,a ;' 0s9-*3( " 0,9-S0.

 On a des isomorphismes canoniques:

 3; (91 + 92) 3; 9 i+& 0 2 1 + a S2tO F

 et (en supposant les (ia commutatifs, pour simplifier les notations):

 3;0) eS 90 a 3 , 3;0a e(90a e3C) ~(3;0a)0aS)C)e3C.

 11. Faisceau des germes d'homomorphismes d'un faisceau dans un autre

 faisceau. Soient a un faisceau d'anneaux, 3; et 9 deux faisceaux de a-modules.
 Si U est un ouvert de X, soit KCu le groupe des homomorphismes de 3F(U) dans
 9(U) (nous dirons 6galement "homomorphisme de 3; dans 9 au-dessus de U" A
 la place de "homomorphisme de 3;(U) dans 9(U)"). L'op6ration de restriction
 d'un homomorphisme d6finit v: Cv -* KC u; le faisceau d6fini par le systeme
 (5Cu, pv) est appel6 le faisceau des germes d'homomorphismes de cV dans 9, et
 on le note Hom,,(3, 3). Si les a(i sont commutatifs, Homa(g:, 3) est un faisceau de
 a-modules.

 Un 6l6ment de Homa(g:, )X, 6tant un germe d'homomorphisme de 3; dans 9
 au voisinage de x, d6finit sans ambiguit6 un at-homomorphisme de 3;x dans q;
 d'ou un homomorphisme canonique

 p: Homa(a;, 3)x -* Homa(3f, 3x).

 Mais, contrairement a ce qui se passait pour les operations 6tudi6es jusqu'A
 pr6sent, l'homomorphisme p n'est pas en g6n6ral une bijection; nous donnerons
 au no 14 une condition suffisante pour qu'il le soit.

 Si ,:i -* 3 et J/: 3 -* 3' sont des homomorphismes, on d6finit de facon 6vi-
 dente un homomorphisme

 Hom, ( o, J/ v: Ho,, g, 9) --+ Homa(V q'
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 Toute suite exacte: 0 -* 9 -* 9' -* 9" donne naissance A une suite exacte:

 0 -* HomT(g, 9) -* Homa(, 9') -* Homa(, ")

 On a 6galement des isomorphismes canoniques: Homa(ct, ) , 9,

 Hom~a(, 91 + 92) Homa(gT, 91) + Hom(t, 92)

 HomaT(9 + Y2, 9) H Homa(t,, 9) + Homa(92, 9).

 ?2. Faisceaux coherents de modules

 Dans ce paragraphe, X d6signe un espace topologique, et a un faisceau d'an-
 neaux sur X. On suppose que tous les a X, x E X, sont commutatifs et possbdent
 un 6l6ment unit6 variant continiment avec x. Tous les faisceaux consid6r6s
 jusqu'au no 16 sont des faisceaux de (a-modules, et tous les homomorphismes
 sont des a-homomorphismes.

 12. Definitions. Soit 5: un faisceau de a-modules, et soient s1, ***, sp des
 sections de 3: au-dessus d'un ouvert U c X. Si l'on fait correspondre A toute
 famille fi, * * *, f, d'6l6ments de a(. l'el6ment E itip fi. si(x) de I:Y, on obtient
 un homomorphisme wp:p a-- , d6fini au-dessus de l'ouvert U (de facon plus
 correcte, p est un homomorphisme de ap(U) dans 9:(U), avec les notations du
 no 4). Le noyau G1(si, * **, sp) de l'homomorphisme p est un sous-faisceau de
 ap , appele faisceau des relations entre les si ; 1'image de .p est le sous-faisceau de
 3: engendr6 par les si . Inversement, tout homomorphisme p: ap --* 3 d6finit des
 sections si, * * *, Sp de 3: par les formules:

 sj(x) = P2(12 0, ... , 0), ... , Sp (X) = 'px(O, ... * 0, 1).

 DE1FINITION 1. Un faisceau de a-modules 3: est dit de type fini s'il est localement
 engendre par un nombre fini de ses sections.

 Autrement dit, pour tout point x e X, il doit exister un ouvert U contenant
 x, et un nombre fini de sections si, ... , sp de 3: au-dessus de U, tels que tout
 6l6ment de :,, y e U, soit combinaison lin6aire, A coefficients dans Q,, des
 si(y). D'apres ce qui pr6cede, il revient au meme de dire que la restriction de
 5: a U est isomorphe A un faisceau quotient d'un faisceau t'.

 PROPOSITION 1. Soit 3Y un faisceau de type fini. Si s , * * *, sp sont des sections
 de 5, definies au-dessus d'un voisinage d'un point x e X, et qui engendrent 3:,

 elles engendrent %Yv pour tout y assez voisin de x.
 Puisque ff est de type fini, il y a un nombre fini de sections de 5f au voisinage

 de x, soient ti, * *, tq, qui engendrent 3, pour y assez voisin de x. Puisque les
 sj(x) engendrent 5, , il existe des sections fzj de a au voisinage de x telles que
 ti(x) = Zj-= fij(x) sj(x); il s'ensuit que, pour y assez voisin de x, on a:

 ti(y) = Ej:l fij(y)-Sj(Y),

 ce qui entraine que les sj(y) engendrent 5:,, cqfd.
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 DE1FINITION 2. Un faisceau de at-modules 3Y est dit coherent si:
 (a) 5f est de type fini,

 (b) Si si, * * * , s, sont des sections de 3Y au-dessus d'un ouvert U c X, le faisceau
 des relations entre les si est un faisceau de type fini (sur l'ouvert U).

 On notera le caractere local des d6finitions 1 et 2.
 PROPOSITION 2. Localement, tout faisceau coherent est isomorphe au conoyau

 d'un homomorphisme p: t' -- at'.
 Cela r6sulte imm6diatement des d6finitions, et des remarques qui pr6cedent

 la d6finition 1.

 PROPOSITION 3. Tout sous-faisceau de type fini d'un faisceau coherent est un
 faisceau coherent.

 En effet, si un faisceau 3Y v6rifie la condition (b) de la d6finition 2, il est 6vi-
 dent que tout sous-faisceau de 3Y la v6rifie aussi.

 13. Principales proprietes des faisceaux coherents.

 THELORhME 1. Soit 0 -,+ 9f - 3eC -* 0 une suite exacte d'homomorphismes.
 Si deux des trois faisceaux 3:, 9, 3C sont coherents, le troisiAme l'est aussi.

 Supposons 9 et 3C coh6rents. II existe donc localement un homomorphisme

 surjectif y: at' -* 9; soit 4 le noyau de # o y; puisque 3C est coh6rent, 4 est un
 faisceau de type fini (condition (b)); donc y(g) est un faisceau de type fini, donc
 coh6rent d'apres la Proposition 3; comme a est un isomorphisme de 3: sury(g),
 il en r6sulte bien que 3: est coh6rent.

 Supposons 3Y et 9 coh6rents. Puisque 9 est de type fini, 3C est aussi de type
 fini, et il reste A montrer que 3C v6rifie la condition (b) de la d6finition 2. Soient

 si, * , sp un nombre fini de sections de 3C au voisinage d'un point x e X. La
 question 6tant locale, on peut supposer qu'il existe des sections sp, * * , sp de
 9 telles que s5 = ,B(s'). Soient d'autre part ni, * , nq un nombre fini de sections
 de 9 au voisinage de x, engendrant 3Y,, pour y assez voisin de x. Pour qu'une

 famille fi, * * * , fp d'6l6ments de ad, appartiennent a GI(s, p , s, , il faut et il
 suffit qu'il existe g1, * * , gq E a, tels que

 Z fis' = a gi - (nj) en y.

 Or le faisceau des relations entre les s' et les a(nj) est de type fini, puisque 9 est
 coh6rent. Le faisceau GI(si, sp), image du pr6c6dent par la projection
 canonique de ( sur ap est donc de type fini, ce qui acheve de montrer que 3C
 est coh6rent.

 Supposons 3Y et 3C coh6rents. La question 6tant locale, on peut supposer 9Y
 (resp. 3C) engendr6 par un nombre fini de sections ni, * , nq (resp. 51, ,p);
 en outre on peut supposer qu'il existe des sections s' de 9 telles que si = 0(s').
 II est alors clair que les sections s' et a(nj) engendrent 9, ce qui prouve que 9
 est un faisceau de type fini. Soient maintenant ti, ***, tr un nombre fini de
 sections de 9 au voisinage d'un point x; puisque 3C est coh6rent, il existe des
 sections f de (ar (1 < i < r, 1 < j _ s), d6finies au voisinage de x, et qui en-
 gendrent le faisceau des relations entre les /(ti). Posons uj = i=1 f' ti ; puis-
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 que E=:*r = 0, les u; sont contenus dans a(lY), et, comme 3: est coh6rent,
 le faisceau des relations entre les u; est engendr6, au voisinage de x, par un nom-

 bre fini de sections, soient g9 (1 < j _ s, 1 < k < t). Je dis que les ZA1 qkf
 engendrent le faisceau I(t1, * t , 4.) au voisinage de x; en effet, si D= f = 0
 en y, avec fi E (G,, on a 0i1f*3(t) = 0, et il existe gj E dE avec fi = E Zj_ f 9j f;
 en 6crivant que Z=Zfi t = 0, on obtient Ej=1 gju, = 0, d'oui le fait que le
 systeme des gj est combinaison lin6aire des systemes g9, ce qui d6montre notre
 assertion. II s'ensuit que 9 v6rifie la condition (b), ce qui acheve la d6monstra-
 tion.

 COROLLAIRE. La somme directe d'une famille finie de faisceaux coherents est

 un faisceau coherent.

 THE'ORtME 2. Soit ro un homomorphisme d'un faisceau coherent 3Y dans un fais-
 ceau coherent 9. Le noyau, le conoyau, et l'image de po sont alors des faisceaux
 coherents.

 Puisque 3: est coh6rent, Im(po) est de type fini, donc coherentd'aprbs la Proposi-
 tion 3. En appliquant le Th6oreme 1 aux suites exactes:

 0 Ker(so) Ff Im(po) 0

 0 Im(po) - -Coker(so) 0

 on voit alors que Ker(po) et Coker(po) sont coherents.
 COROLLAIRE. Soient 5F et 9 deux sous-faisceaux coherents d'un faisceau coherent

 RC. Les faisceaux 3Y + 9 et 3Y n 9 sont coherents.
 Pour 3: + 9, cela resulte de la Proposition 3; quant A 3: n 9, c'est le noyau de f *C/9.
 14. Operations sur les faisceaux coherents. Nous venons de voir que la

 somme directe d'un nombre fini de faisceaux coherents est un faisceau coherent.

 Nous allons d6montrer des resultats analogues pour les foncteurs 0 et Hom.
 PROPOSITION 4. Si 3: et 9 sont deux faisceaux coherents, f3 0 , 9 est un faisceau

 coherent.

 D'apre la Proposition 2, 3: est localement isomorphe au conoyau d'un homo-
 morphisme so: -t' --+ at'; done 3: 0 a 9 est localement isomorphe au conoyau de
 sP: a(9 a p (9 - a 9. Mais (jq (9 a 9 et p O a 9 sont respectivement isomor-
 phes & 9q et A 9P, qui sont coherents (Corollaire au Theoreme 1). Donc Y 0 a 9
 est coherent (Thdoreme 2).

 PROPOSITION 5. Soient 3: et 9 deux faisceaux, 3Y 6tant coherent. Pour tout x e X,
 le module ponctuel Homa(l, 9)2 est isomorphe d HomaeG(z , 9z).

 De fagon plus precise, montrons que l'homomorphisme

 p : Homa('SI: 9).,- Homa, (3:, , 9,)2

 defini au no 11, est bijectif. Soit tout d'abord st: g -* 9 un homomorphisme de-
 fini au voisinage de x, et nul sur TI ; du fait que a est de type fini, on conclut
 aussitot que 41 est nul au voisinage de x, ce qui prouve que p est injectif. Mon-
 trons que p est surjectif, autrement dit que, si so est un ae-homomorphisme de
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 32 dans S, il existe un homomorphisme 41:5 --* 9, d6fini au voisinage de x, et
 tel que 2 = o. Soient ml, ** , mp un nombre fini de sections de 3Y au voisinage
 de x, engendrant v, pour tout y assez voisin de x, et soient f (1 ? i ? p,
 1 < j < q) des sections de aP engendrant GI(ml, * , mp) au voisinage de x. II
 existe des sections locales de 9, soient ni, np, , telles que ni(x) = Po(mi(x)).
 Posons pj = EZtff-ni , 1 g j _ q; les pj sont des sections locales de S qui
 s'annulent en x, donc en tous les points d'un voisinage U de x. II s'ensuit que,

 pour y e U, la formule E fi - mi(y) = 0 avec fi E a, , entraine E f. ni(y) = 0;
 pour tout 6l6ment m = > fi * mi(y) E y,, on peut donc poser:

 y(m) = ilfi ni(y) E gy

 cette formule d6finissant #/(m) sans ambiguit6. La collection des 0, y e U,
 constitue un homomorphisme s6: f *, d6fini au-dessus de U, et tel que = ,
 ce qui acheve la demonstration.

 PROPOSITION 6. Si 3: et 9 sont deux faisceaux coherents, Homa(lY, 9) est un
 faisceau coherent.

 La question 6tant locale, on peut supposer, d'aprs la Proposition 2, que l'on a
 une suite exacte: e -* a -* - . Il r6sulte alors de la Proposition pr6c6dente
 que la suite:

 0 Homa(,Y, 9) -* Hom<(ap, 9) -* Hom<(aj, 9)

 est exacte. Or le faisceau Homa(OPt, 9) est isomorphe A 9P, done est coh6rent,
 et de meme pour Homar(a , 9). Le Th6oreme 2 montre alors que Homa(lY, 9) est
 coh6rent.

 15. Faisceaux coherents d'anneaux. Le faisceau d'anneaux a, peut Utre re-
 gard6 comme un faisceau de at-modules; si ce faisceau de at-modules est coh6rent,
 nous dirons que a est un faisceau coherent d'anneaux. Comme a, est 6videmment
 de type fini, cela signifie que a, v6rifie la condition (b) de la Proposition 2. Autre-
 ment dit:

 DELFINITION 3. Le faisceau a est un faisceau coherent d'anneaux si le faisceau
 des relations entre un nombre fini de sections de a au-dessus d'un ouvert U est un
 faisceau de type fini sur U.

 EXEMPLES. (1) Si X est une vari6t6 analytique complexe, le faisceau des
 germes de fonctions holomorphes sur X est un faisceau coherent d'anneaux,
 d'apres un th6oreme de K. Oka (cf. [3], expos6 XV, ou [5], ?5).

 (2) Si X est une vari6t6 algebrique, le faisceau des anneaux locaux de X est
 un faisceau coherent d'anneaux (cf. no 37, Proposition 1).

 Lorsque a est. un faisceau coh6rent d'anneaux, on a les resultats suivants:
 PROPOSITION 7. Pour qu'un faisceau de at-modules soit coherent, il faut et il

 suf/it que, localement, il soit isomorphe au conoyau d'un homomorphisme r p:q -* .
 La n6cessite n'est autre que la Proposition 2; la suffisance resulte de ce que

 ap et a' sont coherents, et du Th6oreme 2.
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 PROPOSITION 8. Pour qu'un sous-faisceau de 0/' soit coherent, il faut et il suffit
 qu'il soit de type fini.

 C'est un cas particulier de la Proposition 3.
 COROLLAIRE. Le faisceau des relations entre un nombre fini de sections d'un

 faisceau coherent est un faisceau coherent.
 En effet, ce faisceau est de type fini, par definition meme des faisceaux coh6-

 rents.

 PROPOSITION 9. Soit a un faisceau coherent de Ct-modules. Pour tout x e X,
 soit 4. l'ideal de d. forme des a e G2 tels que a. f = 0 pour tout f e a2 . Les 42 for-
 ment un faisceau coherent d'ideaux (appele l'annulateur de a).

 En effet, 9h est le noyau de l'homomorphisme: d, --+ Homa.(a., aY2,); on ap-
 plique alors les Propositions 5 et 6, et le Th6oreme 2.

 Plus g6neralement, le transporteur aY: S d'un faisceau coh6rent S dans un sous-
 faisceau coherent 9: est un faisceau coherent d'ideaux (c'est l'annulateur de

 16. Changement d'anneaux. Les notions de faisceau de type fini, et de fais-
 ceau coherent, sont relatives a un faisceau d'anneaux (i determine. Lorsqu'on
 considerera plusieurs faisceaux d'anneaux, on dira "de type fini sur d",
 "(i-coherent", pour preciser qu'il s'agit de faisceaux de ct-modules.

 TH?OREME 3. Soient et un faisceau coherent d'anneaux, 4 un faisceau coherent
 d'ideaux de a. Soit 9 un faisceau de ct/s-modules. Pour que 5 soit (ig/-coherent,
 il faut et il suffit qu'il soit ct-coh6rent. En particulier, ct/s est un faisceau coh6r-
 ent d'anneaux.

 II est clair que "de type fini sur (i" equivaut a "de type fini sur (i/9". D'autre
 part, si 3f est a-coherent, et si Si, ,sp sont des sections de 3f sur un ouvert
 U, le faisceau des relations entre les si, a coefficients dans a, est de type fini
 sur at; il s'ensuit aussitot que le faisceau des relations entre les si, A coefficients
 dans (iG/, est de type fini sur (i /, puisque c'est l'image du prdcedent par l'appli-
 cation canonique aP -* (a/g)P. Donc 3: est a/9-coherent. En particulier, puis-
 que (i/9 est at-coherent, il est aussi (i/9-coherent, autrement dit, (i/9 est un
 faisceau coherent d'anneaux. Inversement, si 3Y est at/g-cohdrent, il est locale-
 ment isomorphe au conoyau d'un homomorphisme s0: ((i/g)q -_ (a/g)p, et
 comme (i/9 est a-coherent, 3f est a-coherent, d'aprbs le Theoreme 2.

 17. Extension et restriction d'un faisceau coherent. Soit Y un sous-espace
 ferm6 de l'espace X. Si 9 est un faisceau sur Y, nous noterons 9X le faisceau
 obtenu en prolongeant q par 0 en dehors de Y; c'est un faisceau sur X (cf. no 5).
 Si (a est un faisceau d'anneaux sur Y, atx est un faisceau d'anneaux sur X, et,
 si 9 est un faisceau de a-modules, ax est un faisceau de (iX-modules.

 PROPOSITION 10. Pour que a soit de type fini sur at, il faut et il sufft que ax
 soit de type fini sur ex.

 Soit U un ouvert de X, et soit V = U n Y. Tout homomorphisme p: (ip -,+ 3
 au-dessus de V definit un homomorphisme Spx: ((a)p -fx au-dessus de U,

This content downloaded from 137.205.238.242 on Wed, 02 Sep 2020 09:03:30 UTC
All use subject to https://about.jstor.org/terms



 212 JEAN-PIERRE SERRE

 et reciproquement; pour que sp soit surjectif, il faut et il suffit que sJx le soit. La
 proposition resulte immediatement de la.

 On demontre de meme:

 PROPOSITION 11. Pour que 3Y soit ct-coh~rent, il faut et il suffit que 3yX soit
 ~Xh a 5-coherent.

 D'oi'i, en prenant 3Y = (:

 COROLLAIRE. Pour que et soit un faisceau coherent d'anneaux, il faut et il suffit
 que dx soit un faisceau coherent d'anneaux.

 ?3. Cohomologie d'un espace a valeurs dans un faisceau

 Dans ce paragraphe, X designe un espace topologique, separ6 ou non. Par
 un recouvrement de X, nous entendrons toujours un recouvrement ouvert.

 18. Cochaines d'un recouvrement. Soit U = { Ui} i, un recouvrement de X.
 Si s = (io, , i,) est une suite finie d'elements de I, nous poserons:

 Us = Uio...ip= Uiofn n SUtp

 Soit 5f un faisceau de groupes abeliens sur l'espace X. Si p est un entier > 0,
 on appelle p-cochaine de U d valeurs dans 9 une fonction f qui fait correspondre
 a toute suite s = (io, ... , ip) de p + 1 elements de I, une section fs = fjo...ip
 de 9 au-dessus de Ut...ip. Les p-cochaines forment un groupe abelien, note

 CP(U, iY); c'est le groupe produit H r(Us, 5;), le produit etant etendu a toutes
 les suites s de p + 1 elements de I. La famille des CP(U, 5), p = 0,1, *... , est
 notee C(U, 5). Une p-cochaine est aussi appelee une cochaine de degre p.

 Une p-cochaine f est dite alternee si:

 (a) f0* ...p = 0 chaque fois que deux des indices io, * , ip sont egaux,

 (b) fiao .ip = EfA . ip, si a est une permutation de l'ensemble {0, ... , p}
 (? designant la signature de o).

 Les p-cochaines alternees forment un sous-groupe C'P(U, 5) du groupe CP(U, 3Y);
 la famille des C'P(tl, 5) est notee C'(U, 5j).

 19. Operations simpliciales. Soit S(I) le simplexe ayant pour ensemble de
 sommets l'ensemble I; un simplexe (ordonne) de S(I ) est une suite s = (io, ... , ip)
 d'elements de I; p est appele la dimension de s. Soit K(I) = Zp=o Kp(I) le
 complexe defini par S(I): par definition, Kp(I) est le groupe libre ayant pour
 base 1'ensemble des simplexes de dimension p de S(I).

 Si s est un simplexe de S(I), nous noterons I s l'ensemble des sommets de s.
 Une application h:Kp(I) Kq(I) est appelee un endomorphisme simplicial si
 (i) h est un homomorphisme,
 (ii) Pour tout simplexe s de dimension p de S(I), on a

 h(s) = E, cS .s', avec cS EZ,

 la somme Rtant etendue aux simplexes s' de dimension q tels que I s' I c I s 1
 Soit h un endomorphisme simplicial, et soit f E C'(U, 5) une cochaine de
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 degr6 q. Pour tout simplexe s de dimension p, posons:

 (thf)8 = 8s C8' *p8'(fet),

 p81 d6signant l'homomorphisme de restriction: r(U8,, iT) -+ r(Us, 5), qui a un
 sens, puisque I s' c s 1. L'application s -+ (thf)8 est une p-cochaline, not&e
 'hf. L'application f thf est un homomorphisme

 'h:C`(,2 5) ->CP(2 5:)2
 et 1'on verifie imm6diatement les formules:

 t(hi + h2) = th + th2, t(hi o h2) = th2 o 'hi ti = 1.

 Note. Dans la pratique, on neglige frequemment d'ecrire 1'homomorphisme de
 restriction P8'-

 20. Les complexes de cochaines. Appliquons ce qui pr6cede a 1'endomor-
 phisme simplicial

 a: Kp+1(I) ->Kp()

 d6fini par la formule usuelle:

 C) (io,**, ip+l) = E;==oP +1 (-l ) j (io, * ...tj ** ip+l)2

 le signe signifiant, comme d'ordinaire, que le symbole au-dessus duquel il se

 trouve doit etre omis.
 Nous obtenons ainsi un homomorphisme ta:CP(U, 5:) > CP+l(U, 5), que nous

 noterons d; par definition, on a done:

 (df) io... ip+l = Ejj--oP+l (-l),Pj(fi 0;ipl2

 pj d6signant 1'homomorphisme de restriction

 p j: r(Ujo...i- . -p F (Uio -ip+l,)

 Puisque a oa = 0, on a d o d = 0. Ainsi C(U, 5T) se trouve muni d'un operateur
 cobord qui en fait un complexe. Le q-eme groupe de cohomologie du complexe

 C(U, 5T) sera note H"(, 5). On a:

 PROPOSITION 1. H 0(t, 5v) = r (X, 5v).
 Une 0-cochalne est un systeme (fi),,I, chaque fi etant une section de 5f au-

 dessus de Uj ; pour que cette cochaine soit un cocycle, il faut et il suffit que
 fi-fj = 0 au-dessus de Uj n Uj, autrement dit qu'il existe une section f de
 5Y sur X tout entier qui coincide avecfi sur Uj pourtouti E I. D'oui la Proposition.

 (Ainsi H?(U, 5i) est independant de 11; bien entendu, il n'en est pas de meme
 de H"(U, L), en general).

 On constate immediatement que df est altern6e si f est altern6e; autrement
 dit, d laisse stable C'(U, 5T) qui forme un sous-complexe de C(ll, 5T). Les groupes
 de cohomologie de C'(U, 5T) seront not6s H'(, iv).
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 PROPOSITION 2. L'injection de C'(U, a) dans C(U, 9;) d6finit un isomorphisme de
 H"(U, ;) sur H'(l, 3Y) pour tout q ? 0.

 Munissons l'ensemble I d'une structure d'ordre total, et soith l'endomorphisme
 simplicial de K(I) d6fini de la facon suivante:

 h((io, *, q)) = 0 si deux des indices io, ***, iq sont 6gaux,
 h ((io,* **, iq)) = e0(io , . *. , iaq) si tous les indices io, * * *, iq sont distincts,

 a d6signant la permutation de I0, * * *, q } telle que io0 < iolr < * < ioq *
 On v6rifie tout de suite que h commute avec a, et que h(s) = s si dim(s) = 0;

 il en r6sulte (cf. [7], Chap. VI, ?5) qu'il existe un endomorphisme simplicial k,
 6levant la dimension d'une unit6, et tel que 1 - h = a o k + k o 0. D'oi, en pas-
 sant A C(U, 3:),

 1 - 'h = tkod + do tk.

 Mais on v6rifie aussit6t que th est un projecteur de C(U, i) sur C'(U, 5i); comme
 la formule pr6c6dente montre que c'est un op6rateur d'homotopie, la Proposition
 est d6montr6e. (Comparer avec [7], Chap. VI, th. 6.10).

 COROLLAIRE. H (1, 5T) = 0 pour q > dim(U).
 Par d6finition de diml(U), on a Uj0...ig = 0 pour q > diml(U), si les indices

 io, ** , i, sont distincts; d'oii C"'(U, i:) = 0, ce qui entraine

 H(U, i) = H'(U, ci:) = 0.

 21. Passage d'un recouvrement a un recouvrement plus fin. Un recouvre-
 ment U = { Uj } I est dit plus fin qu'un recouvrement Q% = I Vj } j, s'il existe
 une application r: I -* J telle que Uj c Vjs pour tout i e I. Si f E C'(S3, ;:),
 posons:

 (Tf)io.*iq = PU(frio" iq)

 Pu d6signant l'homomorphisme de restriction d6fini par l'inclusion de U0*... q
 dans VO.---,jqi L'application f -* -f est un homomorphisme de C'(3, ci) dans
 C'(U, 5:), d6fini pour tout q > 0, et commutant avec d, donc qui d6finit des homo-
 morphismes

 r*:HO(QS, ci) )+ II(U cii).

 PROPOSITION 3. Les homomorphismes r*:H0(3, i:) --* H(U), i:) ne dependent
 que de U et Q%, et pas de l'application r choisie.

 Soient r et r' deux applications de I dans J telles que Uj C V7j et Ui C VeT ;
 il nous faut montrer que rT = *r

 Soit f E Cq(93 i:); posons

 (kf) io...q-i = EhPi. . (- h (frio rihr'ih rtiq )

 ? Ph d6signe l'homomorphisme de restriction d6fini par l'inclusion de Uo... iq-l
 dans VTio0 TihT'ih"*T'iq.1

 On v6rifie par un calcul direct (cf. [7], Chap. VI, ?3) que l'on a:

 dkf + k df = r'f - f,

 ce qui d6montre la Proposition.
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 Ainsi, si U est plus fin que Q3, il existe pour tout entier q ? 0 un homomorphisme

 canonique de H'(Q%, iF) dans H'(U, 5). Dans toute la suite, cet homomorphisme
 sera not6 o(U, Q3).

 22. Groupes de cohomologie de X a valeurs dans le faisceau 5. La relation
 "U est plus fin que Q3" (que nous noterons d6sormais U < Q3) est une relation de
 priordre entre recouvrements de X; de plus, cette relation est filtrante, car si

 U = {Uj} I et Q3 = {VjI jfJ sont deux recouvrements, V = lUin Vjn(i j)fIxj
 est un recouvrement qui est A la fois plus fin que U et plus fin que Z3.

 Nous dirons que deux recouvrements U et Q3 sont equivalents si l'on a U < Q3
 et Q3 < U. Tout recouvrement U est equivalent A un recouvrement U' dont
 l'ensemble d'indices est une partie de 3(X); en effet, on peut prendre pour U'
 l'ensemble des ouverts de X appartenant A la famille U. On peut donc parler de
 l'ensemble des classes de recouvrements, pour la relation d'6quivalence pr6c6-
 dente; c'est un ensemble ordonn6 filtrant.2

 Si U -< Q3, nous avons d6fini a la fin du n? pr6c6dent un homomorphisme bien

 d6termin6 o-(U, Q3) :H'(Q%, 5Y) -* H'(U, 35), d6fini pour tout entier q ? 0 et tout
 faisceau 3Y sur X. II est clair que a(U, U) est l'identit6, et que a(U, Q3) o o(Q%, U3) =
 o(U, U3) si U < Q3 < U. II s'ensuit que, si U est equivalent a Q3, o(U, Q3) et
 o(.%, U) sont des isomorphismes r6ciproques; autrement dit, H'(U, 5Y) ne d6pend
 que de la classe du recouvrement U.

 DEFINITION. On appelle q-&me groupe de cohomologie de X 4 valeurs dans le
 faisceau 5Y, et on note H'(X, ii), la limite inductive des groupes H'(U, 5Y), d4finie
 suivant l'ordonne filtrant des classes de recouvrements de X au moyen des homomor-
 phismes o(U, Q3).

 En d'autres termes, un 6l6ment de H'(X, c) n'est pas autre chose qu'un couple
 (U, x), avec x e H'(U, cF), en convenant d'identifier deux couples (U, x) et
 (3, y) s'il existe U, avec U < U, U < Q3, et o(E3, U)(x) = a(E33, Q%)(y) dans
 H'(Q, cF). A tout recouvrement U de X est donc associ6 un homomorphisme
 canonique o(U) :H'(U, 35) -* H"(X, 35).

 On observera que H"(X, 35) peut 6galement 6tre d6fini comme la limite induc-
 tive des H"(U, 35) suivant une famille cofinale de recouvrements U. Ainsi, si X est
 quasi-compact (resp. quasi-paracompact), on peut se borner h consid6rer les
 recouvrements finis (resp. localement finis).

 Lorsque q = 0, on a, en appliquant la Proposition 1:

 PROPOSITION 4. H0(X, 3Y) = r(X, 3Y).

 23. Homomorphismes de faisceaux. Soit so un homomorphisme d'un faisceau

 f dans un faisceau 9. Si U est un recouvrement de X, faisons correspondre A tout
 f E Cq(U 5) l'l6ment (pf C"(U, ) d6fini par la formule ((pf)8 = (o(f8). L'applica-
 tion f -+ (pf est un homomorphisme de C(U, 3Y) dans C(U, 9) qui commute avec le
 cobord, donc qui d6finit des homomorphismes Y*:Hq(l, 3) --* Hq(U) 9). On a
 a* o* (U, Z3) = ao(U, Z3) o op*, d'oi, par passage A la limite, des homomorphismes

 (P*:Hq(X) 5F) ->Hq(XI 9).

 2 Par contre, on ne pourrait parler de "l'ensemble" de tous les recouvrements, puis-
 qu'un recouvrement est une famille dont l'ensemble d'indices est arbitraire.
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 Lorsque q = 0, (eA* coincide avec 1'homomorphisme de r(X, Y) dans r(X, 9)
 d6fini de fagon naturelle par so.
 Dans le cas g6n6ral, les homomorphismes so* jouissent des propri6t6s formelles

 usuelles:

 ((P + () =f + {P*2 ((Po ()* = ~** = 1

 En d'autres termes, pour tout q _ 0, H'(X, 5Y) est un foncteur covariant
 additif de 3V. II en r6sulte notamment que, si 5F est somme directe de deux fais-

 ceaux 91 et S2, H (X2 5) est somme directe de H'(X, 91) et de H'(X, 92).
 Supposons que 1: soit un faisceau de a-modules. Toute section du faisceau a

 sur X tout entier d6finit un endomorphisme de 5Y, donc de chacun des H'(X, 5).
 II s'ensuit que les H'(X, 5) sont des modules sur 1'anneau r(X, ).

 a (3
 24. Suite exacte de faisceaux: cas general. Soit 0 -a --? - + e -O 0 une

 suite exacte de faisceaux. Si U est un recouvrement de X, la suite

 O -CC C(U, C(U, ) , e)

 est 6videmment exacte, mais l'homomorphisme ,B n'est pas en g6n6ral surjectif.
 D6signons par Co(U, e) 1'image de cet homomorphisme; c'est un sous-complexe
 de C(U, e) dont les groupes de cohomologie seront not6s Ho(U, e). La suite
 exacte de complexes:

 O - C(U 00)- CM(U, ) -+CO(U2 e) O-

 donne naissance A une suite exacte de cohomologie:

 d
 ... -* Hq(U, ) M e) -+ Hq+l(l, a) - Hq+l(U (B) *

 oA l'op6rateur cobord d est d6fini A la fagon habituelle.
 Soient maintenant U = WiUl}if et -3 = fVjl jEJ deux recouvrements, et soit
 r:I -* J une application telle que U. C Vj ; on a donc U < -3. Le diagramme
 commutatif:

 O C(3, a) C(Q, 6) C(Q, e)
 4 41 4

 O C(U, a) C(U, Q) C(U, e)

 montre que r applique C0(Q6, e) dans C0(U, e), donc d6finit des homomorphismes
 r*: H'Y(Q, e) H(U, e). De plus, les homomorphismes r* sont ind6pendants
 du choix de l'application r*: cela provient du fait que, si f e Co(,M ), on a
 kf e C'-'(U, e), avec les notations de la demonstration de la Proposition 3. On
 a ainsi obtenu des homomorphismes canoniques o-(U, T3) :Ho(Q, e) - Hq(U, e);
 on peut alors d6finir Ho(X, e) comme la limite inductive suivant U des groupes
 Ho(U, e).
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 Comme une limite inductive de suites exactes est une suite exacte (cf. [7],
 Chap. VIII, th. 5.4), on a:

 PROPOSITION 5. La suite

 *A PH(X, X ) Ho (X e) -d H"+l(X, a) - H*+ l( H) - > *
 est exacte.

 (d d6signant 1'homomorphisme obtenu par passage A la limite a partir de
 d:Hq(U, e) -* H"+(U. a)).

 Pour pouvoir appliquer la Proposition pr6c6dente, il est commode de comparer

 les groupes Hq(X, e) et Hq(X, e). L'injection de Co(U, e) dans C(U, e) d6finit
 des homomorphismes Hq(U, e) -+ Hq(U, e), d'oA, par passage A la limite sur U,
 des homomorphismes:

 Hqo(X e) -+Hq(X) e).

 PROPOSITION 6. L'homomorphisme canonique Ho(X, e) -+ Hq(X, e) est bijectif
 pour q = 0 et injectif pour q = 1.

 D6montrons d'abord un lemme:

 LEMME 1. Soit Q3 = { Vj I jEJ un recouvrement, et soit f = (fj) un element de
 Co (Q3, e). II existe un recouvrement U = I jU , et une application r: I -*+ J tels
 que Ui C Vt, et que rf e C?(U, e).

 Pour tout x e X, choisissons TX e J tel que x e VT . Puisque fT, est une section
 de e au-dessus de V, , il existe un voisinage ouvert U. de x, contenu dans
 V-,z et une section b, de 63 au-dessus de U, tels que i(b,) = f, sur U.. Les
 IUZIXeX forment un recouvrement U de X, et les b, forment une 0-cochaine b
 de U A valeurs dans 03; comme rf = #(b), on a bien Tf e Co(U, e).

 Montrons maintenant que Ho(X, e) -? H'(X, e) est injectif. Un element du
 noyau de cette application peut etre repr6sent6 par un 1-cocycle z- (zjo0l) e
 Co'(3, e) tel qu'il existe f = (fj) c C0(Q3, e) avec df = z; appliquant le Lemme 1
 A f, on trouve un recouvrement U tel que rf e C?(U, e), ce qui entraine que Tz
 est cohomologue A dans Co(U, e,), donc a pour image 0 dans Ho(X, e). On

 demontre de meme que H?(X, e) -+ H?(X, e) est bijectif.
 COROLLAIRE 1. On a une suite exacte:

 0 --+ H(X, t) -- H0(X, 63) -- H0(X, e) -- H'(X, a) -+ H'(X, 63) -- H1(X, c).

 C'est une cons6quence immediate des Propositions 5 et 6.

 COROLLAIRE 2. Si H'(X, (a) = 0, alors r(X, G3) -+ r(X, e) est surjectif.

 26. Suite exacte de faisceaux: cas oui X est paracompact. Rappelons qu'un
 espace X est dit paracompact s'il est separe et si tout recouvrement de X ad-
 met un recouvrement localement fini plus fin. Pour un tel espace, on peut eten-
 dre la Proposition 6 A toute valeur de q (j'ignore si une telle extension
 est possible pour des espaces non separes):
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 PROPOSITION 7. Si X est paracompact, l'homomorphisme canonique

 H8(X, c) -* Hq(X, e)

 est bijectif pour tout q ? 0.
 La Proposition est une consequence imm6diate du lemme suivant, analogue

 au Lemme 1:

 LEMME 2. Soit 3 = {IVj)j un recouvrement, et soit f = (fio... jq) un element
 de Cq (3, e). II existe un recouvrement U = { Uj) tol et une application r: I -* J
 tels que Ui C VTi et que rf e Cq(U, e).

 Puisque X est paracompact, on peut supposer Q3 localement fini. II existe alors

 un recouvrement { WjI jj tel que Wj C Vj . Pour tout x e X, choisissons un
 voisinage ouvert Ux de x tel que:

 (a) Si x e Vj (resp. x e Wj), on a Ux C Vj (resp. Ux C Wj),
 (b) Si Ux n Wj 0, on a Ux c Vj,
 (c) Si X E Vi.. iq, il existe une section b de (B au-dessus de Ux telle que

 (3(b) = fjO. iq au-dessus de Ux.
 La condition (c) est realisable, vu la definition d'un faisceau quotient, et le

 fait que x n'appartient qu'a un nombre fini d'ensembles VjO. jq Une fois (c)
 verifi6e, il suffit de restreindre convenablement U. pour satisfaire A (a) et (b).

 La famille des { Ux I ZEX forme un recouvrement U; pour tout x E X, choisissons
 TX E J tel que x E WTX. VWrifions maintenant que rf appartient 0 Cq(U, e),

 autrement dit que fTXO... Xq est image par ( d'une section de (B au-dessus de
 UxO n ... n Uxq . Si UXO n ... n Uxq est vide, c'est evident; sinon, on a
 UX0n Ux , 0 pour 0 < k < q, et comme Uxk C WTxk, on a UxOn WTxk 5 0
 ce qui entraine d'apres (b) que UxO C V I, d'oi xo e VTXO... TXq; appliquant alors
 (c), on voit qu'il existe une section b de (6 au-dessus de UxO telle que f(b)x =
 frxo... xq au-dessus de UxO, donc a fortiori au-dessus de UxO n ... n Uxq, ce
 qui acheve la demonstration.

 COROLLAIRE. Si X est paracompact, on a une suite exacte:

 * q(X, (O d q(X, ) Hq+I(XI a) ' Hq+I(X,)..
 (l'operateur d etant defini comme le compose de l'isomorphisme r6ciproque de

 H8(X, e) -4Hq(Xj e) et de d: Hq (X, e) --,Hq+I(X2 j)).
 La suite exacte prec6dente est appelee la suite exacte de cohomologie definie par

 la suite exacte de faisceaux 0 -? a (B o-* C -? 0 donnee. Elle vaut, plus
 generalement, chaque fois que l'on peut demontrer que Ho(X, e) - Hq(X, e)
 est bijectif (nous verrons au no 47 que c'est le cas lorsque X est une variete
 algebrique et que (a est un faisceau algebrique coherent).

 26. Cohomologie d'un sous-espace ferme. Soit : un faisceau sur l'espace X,

 et soit Y un sous-espace de X. Soit 5F(Y) le faisceau induit par 5Y sur Y, au sens
 du no 4. Si U = Ui} jI est un recouvrement de X, les U' = Y n Uj forment un
 recouvrement U' de Y; si fO... jq est une section de 5: au-dessus de Uoi... q, la res-

 triction de fioq... q U' .I.*q = Y n Uo ...iq est une section de 5:(Y). L'opera-
 tion de restriction est un homomorphisme p:C(U, 5J) -? C(U', 5(Y)), commutant
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 avec d, done definissant p*:Hq(U, 5F) -- H q(, (Y)). Si U _< Q3, on a U' < QY,
 et p* o o(U, QB) = a(U', Q1') o p*; done les homomorphismes p* definissent, par

 passage a la limite sur U, des homomorphismes p*:Hq(X, 5Y) - + Hq(Y, 5F(Y)).
 PROPOSITION 8. Supposons que Y soit ferm6 dans X, et que 1F soit nul en dehors

 de Y. Alors p*:Hq(X, 5F) -? Hq(Y, jY(Y)) est bijectif pour tout q > 0.
 La Proposition resulte des deux faits suivants:

 (a) Tout recouvrement Q = IW, j}e de Y est de la forme U', oi U est un
 recouvrement de X.

 En effet, il suffit de poser U =Wi u (X - Y), puisque Y est ferm6 dans X.
 (b) Pour tout recouvrement U de X, p:C(U, a) -? C(U', 5(Y)) est bijectif.
 En effet, cela resulte de la Proposition 5 du no 5, appliquee A Ujo... . et au

 faisceau 5Y.

 On peut aussi exprimer la Proposition 8 de la manibre suivante: Si 9 est un
 faisceau sur Y, et si ?x est le faisceau obtenu en prolongeant S par 0 en dehors de
 Y, on a Hq(Y, 9) = Hq(X, 9X) pour tout q _ 0; autrement dit, l'identification
 de 9 avec 9x est compatible avec le passage aux groupes de cohomologie.

 ?4. Comparaison des groupes de cohomologie de recouvrements differents

 Dans ce paragraphe, X designe un espace topologique, et 5F un faisceau sur
 X. On se propose de donner des conditions, portant sur un recouvrement U de
 X, pour que H'(U, 53) = H'(X, 53) pour tout n _ 0.

 27. Complexes doubles. Un complexe double (cf. [6], Chap. IV, ?4) est un
 groupe abelien bigradue

 K = Ep,qKPQ p _ O,q , 0,
 muni de deux endomorphismes d' et d" v6rifiant les proprietes suivantes:

 fd' applique KPQ dans KP+lQ et d" applique KP"' dans KPQ+l,
 ld' o d' = 0, d' o d" + d" o d' = 0, d" o d" = 0.

 Un 6l6ment de KP q est dit bihomogbne, de bidegr6 (p, q), et de degre total
 p + q. L'endomorphisme d = d' + d" verifie d o d = 0, et les groupes de co-
 homologie de K, muni de cet operateur cobord, seront notes H'(K), n designant
 le degre total.

 On peut egalement munir K de l'operateur de cobord d'; comme d' est compati-
 ble avec la bigraduation de K, on obtient ainsi des groupes de cohomologie,
 notes Hp q(K); avec d", on a les groupes Hp'q (K).

 Nous designerons par K'r le sous-groupe de K? q form6 des 616ments x tels
 que d'(x) = 0, et par Krr la somme directe des K q1 (q = 0, 1, *.). D6finition
 analogue pour Kr = Ep KI. On notera que

 KI = HI (K) et KI = HI I(K).
 Krr est un sous-complexe de K, et l'operateur d coincide sur KII avec l'op~ra-

 teur d".
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 PROPOSITION 1. Si H' q(K) = 0 pour p > 0 et q _0, l'injection K11 -* K
 d4finit une bijection de H'(K11) sur H'(K) pour tout n ? 0.

 (Cf. [4], expose XVJJ-6, dont nous reproduisons ci-dessous la demonstration).
 Remplacant K par K/Krr, on est ramen6 A d6montrer que, si Hr' (K) = 0

 pour p ? 0 et q _ 0, alors H'(K) = 0 pour tout n ? 0. Posons

 Kh = q>hK

 Les Kh (h = 0, 1, ) sont des sous-complexes embolt6s de K, et Kh/Kh+l est
 isomorphe A Ep=o KPh, muni de l'op6rateur cobord d'. On a done H'(Kh/Kh+l) =
 H h,-h (K) = 0 quels que soient n et h, d'oc Hn(Kh) = Hn(Kh+l). Comme
 Hn(Kh) = 0 si h > n, on en d6duit, par recurrence descendante sur h, que
 Hn(Kh) = 0 quels que soient n et h, et comme Ko est 6gal A K, la Proposition
 est d6montr6e.

 28. Complexe double defini par deux recouvrements. Soient U = { Uil ia et
 3 = { VjI jEJ deux recouvrements de X. Si s est un p-simplexe de S(I), et s'
 un q-simplexe de S(J), nous d6signerons par U8 l'intersection des Uj, i e s
 (cf. no 18), par V8, l'intersection des Vj, j e s', par t38 le recouvrement de U8
 form6 par les { U8 n VjA jEJ , et par U8, le recouvrement de V8, forme par les
 {V8 n UiI if I -
 Definissons un complexe double C(U, Q3; 5Y) = Cpq CP Q ; 5F) de la fagon

 suivante:

 Cp, q( ; 5F) = U F (U8 n V8, , c), le produit 6tant etendu A tous les couples
 (s, s') ou' s est un simplexe de dimension p de S(I) et s' un simplexe de dimension
 q de S(J).

 Un element f CP "(U, Q3; 5:) est done un systeme (f8.,8) de sections de 5: sur
 les U8 n V8 , ou encore, avec les notations du no 18, c'est un systeme

 fio ... ip, ... jq r io ... ip n VjO... jq

 On peut aussi identifier Cp q(U, iB; 5F) avec U8' CP(U8, , 5Y); comme, pour
 chaque s', on a une operation de cobord d: CP(U8' , F) CP+l(U8, ,) on en
 d6duit un homomorphisme

 du : Cp q (U) Z; 5:) __.Cp +1,q(U 1 t3;

 En explicitant la d6finition de du, on obtient:

 (duf)jo. j-p+l '4...q = k= (-1)kpk(fio...;k...iP+, io*i )

 Pk d6signant 1'homomorphisme de restriction defini par 1'inclusion de

 Uio ... i+ n Vjo ..jq dans Uio.. ik ..ip+l n Vjo...j

 On d6finit de meme d: Cp q(U2 3; 5) - Cpq+l(U, 23; 5) et 1'on a:

 (duf)io -ipjo0. jq+1 = Eh-= ( 1)Ph (fioj..ip, j..Jh jq+l)*

 Il est clair que duo du = 0, duo d4 = dSo du, dz o d! = 0. En posant
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 alors d' = du, d" = (- 1)'do, on munit C(U, 3; 5;) d'une structure de double
 complexe. On peut done appliquer A K = C(U, %3; 5) les d6finitions du no
 pr6c6dent; les groupes ou complexes d6sign6s dans le cas g6n6ral par H'(K),
 HIP q(K), HIpq(K), KII KmI, seront notes ici H'(Ul ;i, Hp q(U, 3 )
 HIpiq(U2 %3; a)2 CI(U, $; a) et CII(U, S3; a) respectivement.

 Vu les d6finitions de d' et d", on a immediatement:

 PROPOSITION 2. HI ,(U. 3; 5;) est isomorphe a Il, H (US , aF), le produit
 etant etendu a tous les simplexes de dimension q de S(J). En particulier,

 CI I (U. S; 5 I) = HI (U, 3; a)

 est isomorphe a H8 H?(US, ,) = Cq(3, 5).
 Nous noterons L' l'isomorphisme canonique: C(Q8, 0Y) -* CII(U, F3; 5;). Si

 (fj.jQ) est un 6l6ment de C"(3, 5;), on a done:

 (L"Af'jio.jo j = Pio (fjo ..jq))

 Pio d6signant l'homomorphisme de restriction d6fini par l'inclusion de

 Uj0 n Vjo... jq dans Vjo .

 Bien entendu, un r~sultat analogue a la Proposition 2 vaut pour Hfj0(U, %; 5),
 et l'on a un isomorphisme L': C(U, 5;) -* CI(U, 3; 5;).

 29. Applications. Les notations etant celles du no pr6c6dent, on a:

 PROPOSITION 3. Supposons que H'(U,,, IY) = 0 pour tout s' (t tout p > 0.
 Alors l'homomorphisme H0(Q%, 5Y) -* H0(U, !3; 5;), defini par L', est bijectif pour
 tout n > 0.

 C'est une consequence immediate des Propositions 1 et 2.
 Avant d'6noncer la Proposition 4, d6montrons un lemme:

 LEMME 1. Soit Ql3 = I W1} I I un recouvrement d'un espace Y, et soit 5Y un fais-
 ceau sur Y. S'il existe i e I tel que Wi = Y, alors H'(QU, a) = 0 pour tout p > 0.

 Soit ' le recouvrement de Y form6 de l'unique ouvert Y; on a 6videmment
 JU < U', et l'hypothese faite sur U signifie que U' < U. I1 en resulte (no 22)
 que HP(U, 3) = HP(U', 5Y) = 0 si p > 0.

 PROPOSITION 4. Supposons que le recouvrement Q3 soit plus fin quie le recouvre-

 ment U. Alors L":H n(3, ) -o Hn(U, Q3; 5;) est bijectif pour tout n > 0. De plus,
 l'homomorphisme L' 0 L"-1 :Hn(U, 5;) - H(n(, Y) coincide avec l'homomorphisme
 o-(3, U) du no 21.

 En appliquant le Lemme 1 'a = Ub et Y = V1 , on voit que H"(Us , 5) = 0
 pour tout p > 0, et la Proposition 3 montre alors que

 Lff Hn (_T, 5;) ->Hn (U, _T;3; )

 est bijectif pour tout n ? 0.
 Soit T: J -> I une application telle que Vj c Uj ; pour demontrer la seconde

 partie de la Proposition, il nous faut faire voir que, si f est un n-cocycle de C(U, 5;),
 les cocycles L'(f) et L"(rf) sont cohomologues dans 0(11, Q; 5).
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 Pour tout entier p, 0 _ p < n - 1, d6finissons g' e CP "-P-N(U, Q; 3;) par la
 formule suivante:

 91,0...ip, jo...in-p- = Pp(fio ...piTj0o.* jn-p)

 pp d6signant 1'homomorphisme de restriction d6fini par 1'inclusion de

 Uo... ip n VjO... in-p-i dans UiO* - tipl)O 1)jn-p-1 -

 On v6rifie par un calcul direct (en tenant compte de ce que f est un cocycle)
 que l'on a:

 d" (9) = " (Tf), * , d"(gp) = d'(p- .. , d'(gn-1) = (_-)%(f)

 d'ou' d(g? - g' + *. + (-1) 'g 1) = L"Q(rf) -'(f), ce qui montre bien que
 Lt"(Tf) et '(f) sont cohomologues.

 PROPOSITION 5. Supposons que 23 soit plus fin que U, et que H'(Q8, I ) = 0 pour
 tout s et tout q > 0. Alors l'homomorphisme o(Q3, U):H'(U, 5;) -? H n(3, 5) est
 bijectif pour tout n > 0.

 Si l'on applique la Proposition 3 en permutant les r6les de U et de 13, on voit
 que L':Hn(93, 5;) -? H'(U, 23; 5;) est bijectif. La Proposition r6sulte alors directe-
 ment de la Proposition 4.

 THE'ORFME 1. Soient X un espace topologique, U = I Ustel un recouvrement
 de X, a un faisceau sur X. Supposons qu'il existe une famille Q3, a e A, de re-
 couvrements de X verifiant les deux conditions suivantes:

 (a) Pour tout recouvrement JI3 de X, il existe a e A tel que Va < Q.
 (b) HT S", I) = 0 pour tout a E A, tout simplexe s de S(I), et tout q > O.
 Alors a(U): H(U, n Y) -* H'(X, a) est bijectif pour tout n _ 0.
 Puisque les V3" sont arbitrairement fins, nous pouvons supposer qu'ils sont

 plus fins que U. En ce cas l'homomorphisme

 ~(S3a, U) Hn(U, OF) -* H (- 3 )

 est bijectif pour tout n > 0, d'apres la Proposition 5. Comme les V sont ar-
 bitrairement fins, Hn(X, a) est limite inductive des Hn(3c!, 5Y), et le th6orme
 resulte imm6diatement de la.

 REMARQUES. (1) IU est probable que le Th6orbme 1 reste valable lorsqu'on
 remplace la condition (b) par la condition plus faible suivante:

 (b') lima H"(C3 , T) = 0 pour tout simplexe s de S(I) et tout q > 0.
 (2) Le Th6oreme 1 est analogue A un thdorbme de Leray sur les recouvrements

 acycliques. Cf. [10], ainsi que [4], expos6 XVII-7.

 CHAPITRE II. VARIEITE'S ALGE1BRIQUES-FAISCEAUX ALGEBRIQUES
 COHERENTS SUR LES VARIETES AFFINES

 Dans toute la suite de cet article K d6signe un corps commutatif alg6brique-
 ment clos, de caractdristique quelconque.

This content downloaded from 137.205.238.242 on Wed, 02 Sep 2020 09:03:30 UTC
All use subject to https://about.jstor.org/terms



 FAISCEAUX ALGEBRIQUES COHERENTS 223

 ?1. Varietes algebriques

 30. Espaces verifiant la condition (A). Soit X un espace topologique. La
 condition (A) est la suivante:

 (A)-Toute suite d6croissante de parties fermees de X est stationnaire.

 Autrement dit, si l'on a F1 D F2 D1 F3 D . .. , les Fi 6tant ferm6s dans X, ii
 existe un entier n tel que Fm = Fn pour m > n. Ou encore:

 (A')-L'ensemble des parties fermees de X, ordonne par inclusion, v6rifie la
 condition minimale.

 EXEMPLES. Munissons un ensemble X de la topologie ouh les sous-ensembles
 ferm6s sont les parties finies de X et X lui-meme; la condition (A) est alors
 v6rifi6e. Plus g6n6ralement, toute vari~t6 alg6brique, muni de la topologie de
 Zariski, v6rifie (A) (cf. no 34).

 PROPOSITION 1. (a) Si X v6rifie la condition (A), X est quasi-compact.
 (b) Si X v~rifie la condition (A), tout sous-espace de X la v~rifie aussi.
 (c) Si X est reunion d'une famille finie Yj de sous-espaces verifiant la condition

 (A), alors X vdrifie aussi la condition (A).
 Si Fi est un ensemble filtrant d6croissant de parties ferm6es de X, et si X

 vWrifie (A'), il existe un Fj contenu dans tous les autres; si nFF =0 il y a donc un
 i tel que Fj = 0, ce qui d6montre (a).

 Soit G6 D G2 D G3 D *.. une suite d6croissante de parties ferm6es d'un
 sous-espace Y de X; si X v6rifie (A), il existe un n tel que Gm = Gn pour m ? n,

 d'o G.m = Y n Gm = Y nGn = Gn , ce qui d6montre (b).
 Soit F1 D F2 D F3 D ... une suite d6croissante de parties ferm6es d'un

 espace X vWrifiant (c); puisque les Yj v6rifient (A) il existe pour chaque i un ni
 tel que Fm n Yj = Fn; n Yj pour m _ ni; si n = Sup(nj), on a alors Fm = Fn
 si m > n ce qui d6montre (c).

 Un espace X est dit irrdductible s'il n'est pas r6union de deux sous-ensembles
 ferm6s, distincts de lui-meme; il revient au mgme de dire que deux ouverts non
 vides de X ont une intersection non vide. Toute famille finie d'ouverts non vides
 de X a alors une intersection non vide, et tout ouvert de X est 6galement ir-
 r6ductible.

 PROPOSITION 2. Tout espace X verifiant la condition (A) est reunion d'un nombre
 fini de sous-espaces fermes irr~ductibles Y . Si l'on suppose que Y, n'est contenu

 dans Yj pour aucun couple (i, j), i $ j, l'ensemble des Yi est determine de fagon
 unique par X; les Yj sont alors appeles les composantes irreductibles de X.

 L'existence d'une decomposition X = UYj r6sulte 6videmment de (A). Si
 Zk est une autre decomposition de X, on a Yi = U Y, n Zk, et, comme Yj est
 irr6ductible, cela implique 1'existence d'un indice k tel que Zk D Yj ; 6changeant
 les roles de Yi et de Zk, on conclut de m~me A l'existence d'un indice i' tel que
 Yi, D Zk ; d'ou Yi C Zk C Y, , ce qui, vu 1'hypothese faite sur les YT entraine
 i = i' et Yj = Zk, d'oui' aussitot l'unicit6 de la decomposition.

 PROPOSITION 3. Soit X un espace topologique, reunion d'une famille finie de
 sous-ensembles ouverts non vides Vi . Pour que X soit irreductible, il faut et il suffit
 que les V. soient irreductibles et que Vi n V3 5 0 pour tout couple (i, j).

This content downloaded from 137.205.238.242 on Wed, 02 Sep 2020 09:03:30 UTC
All use subject to https://about.jstor.org/terms



 224 JEAN-PIERRE SERRE

 La n6cessit6 de ces conditions a ete signal6e plus haut; montrons qu'elles sont

 suffisantes. Si X = Y u Z, ot Y et Z sont ferm6s, ona Vi = (Vi n Y) u (Vi n Z),
 ce qui montre que chaque Vj est contenu soit dans Y, soit dans Z. Supposons Y
 et Z distincts de X; on peut alors trouver deux indices i, j tels que V. ne soit

 pas contenu dans Y et Vj ne soit pas contenu dans Z; d'apres ce qui pr6cede, on
 a donc Vi C Z et Vj C Y. Soit T = Vj -Vi n Vj; T est ferm6 dans Vj1,
 et l'on a Vj = T u (Z n Vj); comme Vj est irr6ductible, ceci entraine soit
 T = Vj1, c'est-a-dire Vi n Vj = 0, soit Z n Vj = Vj1, c'est-A-dire Vj C Z,
 et dans les deux cas on aboutit A une contradiction, cqfd.

 31. Sous-ensembles localement fermes de 1'espace affine. Soit r un entier

 > 0, et soit X = Kr l'espace affine de dimension r sur le corps K. Nous munirons
 X de la topologie de Zariski; rappelons qu'un sous-ensemble de X est ferm6 pour
 cette topologie s'il est l'ensemble des z6ros communs A une famille de polyn6mes
 P c K[Xi, , Xr]. Puisque l'anneau des polynomes est noeth6rien, X v6rifie
 la condition (A) du no pr6c6dent; de plus, on montre facilement que X est un
 espace irr6ductible.

 Si x = (xi, - , xr) est un point de X, nous noterons Ox l'anneau local de
 x; rappelons que c'est le sous-anneau du corps K(X1, * * , Xr) form6 des frac-
 tions rationnelles R qui peuvent etre mises sous la forme:

 R = P/Q, ofi P et Q sont des polynomes, et Q(x) $ 0.
 Une telle fraction rationnelle est dite reguli~re en x; en tout point x e X ouc

 Q(x) $ 0, la fonction x -* P(x)/Q(x) est une fonction continue A valeurs dans
 K (K 6tant muni de la topologie de Zariski) que l'on peut identifier avec R, le
 corps K 6tant infini. Les ox, x e X, forment donc un sous-faisceau 0 du fais-
 ceau 3Y(X) des germes de fonctions sur X A valeurs dans K (cf. no 3); le faisceau
 O est un faisceau d'anneaux.

 Nous allons 6tendre ce qui pr6cede aux sous-espaces localement ferm6s de
 X (nous dirons qu'un sous-ensemble d'un espace X est localement fermg dans X
 s'il est l'intersection d'un sous-ensemble ouvert et d'un sous-ensemble ferm6
 de X). Soit Y un tel sous-espace, et soit 5Y(Y) le faisceau des germes de fonctions
 sur Y A valeurs dans K; si x est un point de Y, l'op6ration de restriction d'une
 fonction d6finit un homomorphisme canonique

 ex: 5f(X)z -- 3( Y)X.

 L'image de ox parcx est un sous-anneau de 5Y(Y)x, que nous d6signerons par
 OX' Y; les Oxty forment un sous-faisceau Oy de 3(Y), que nous appellerons le
 faisceau des anneaux locaux de Y. Une section de 0y sur un ouvert V de Y est
 donc, par d6finition, une application f: V -* K qui est 6gale, au voisinage de
 chaque point x e V, A la restriction a V d'une fonction rationnelle r6gulikre en x;
 une telle fonction f sera dite reguliere sur V; c'est une fonction continue lorsque
 l'on munit V de la topologie induite par celle de X, et K de la topologie de Zar-
 iski. L'ensemble des fonctions r6gulieres en tout point de V est un' anneau,
 l'anneau r1(V, Oy); observorns 6galement que, si f e r(V, 0Y) et si f(x) $ 0
 pour tout x e V, alors 1/f appartient aussi k r(V, oy).
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 On peut caract6riser autrement le faisceau 0Y:
 PROPOSITION 4. Soit U (resp. F) un sous-espace ouvert (resp. ferme) de X, et

 soit Y = U n F. Soit I(F) I'ideal de K[X1, * - Xr] forme des polynomes nuls
 sur F. Si x est un point de Y, le noyau de la surjection ex: O9x -> O, est egal a
 V'iddal I (F). O~x de Ox .

 I1 est clair que tout 6l6ment de I(F). 0. appartient au noyau de ex . Inverse-
 ment, soit R = P/Q un 6l6ment de ce noyau, P et Q 6tant deux polynomes, et

 Q(x) # 0. Par hypothese, il existe un voisinage ouvert W de x tel que P(y) = 0

 pour tout y e W n F; soit F' le compl6mentaire de W, qui est ferm6 dans X;
 puisque x 4 F', il existe, par d6finition m~me de la topologie de Zariski, un poly-
 nome P1, nul sur F' et non nul en x; le polynome P P1 appartient alors A I(F),

 et l'on peut 6crire R = P- P1/Q - Pi, ce qui montre bien que R e I(F) . x .
 COROLLAIRE. L'anneau OxY est isomorphe a l'anneau des fractions de

 K[X1, * ... )Xr]/I(F) relatif a l'ideal maximal d~fini par le point x.
 Cela r6sulte imm6diatement de la construction de l'anneau des fractions d'un

 anneau quotient (cf. par exemple [8], Chap. XV, ?5, th.XI).

 32. Applications regulieres. Soit U (resp. V) un sous-espace localement

 ferm6 de K' (resp. K8). Une application sp: U -> V est dite reguli~re sur U (ou
 simplement r6guliere) si:

 (a) sp est continue,
 (b) Si x e U, et sife fE, (z)v, alors f ope Ox, u.
 D6signons les coordonn6es du point sp(x) par joi(x), 1 < i ? s. On a alors:
 PROPOSITION 5. Pour que p: U -* V soit reguli?re sur U, il faut et il suffit que

 les (Pi: U -*+ K soient rdguli~res sur U pour tout i, 1 < i < s.
 Comme les fonctions coordonn6es sont r6gulires sur V, la condition est

 n6cessaire. Inversement, supposons que l'on ait joi c r(U, Ou) pous touti;
 si P(X1, ... , X.) est un polynome, la fonction P(joi, - *, 5o8) appartient 'a
 r(U, eu) puisque r(U, Ou) est un anneau; il s'ensuit que c'est une fonction
 continue sur U, donc que le lieu de ses z6ros est ferm6, ce qui prouve la continuite
 de sp. Si l'on a x e U et f e 0(X), v, on peut 6crire localement f sous la forme
 f = P/Q, oi P et Q sont des polyn6mes et Q(jo(x)) $ 0. La fonction f o so est
 alors 6gale a P o 4p/Q o sp au voisinage de x; d'apres ce que nous venons de voir,
 P o jo et Q o sp sont r6gulibres au voisinage de x; comme Q o jo(x) 3 0, il en rdsulte
 que f o (p est reguliere au voisinage de x, cqfd.

 La composee de deux applications r6gulieres est r6guliere. Une bijection

 sp: U -*+ V est appel6e un isomorphisme biregulier (ou simplement un isomor-
 phisme) si sp et sp-1 sont des applications regulieres; il revient au meme de dire
 que (p est un hom6omorphisme de U sur V qui transforme le faisceau Ou en le
 faisceau Ov.

 33. Produits. Si r et r' sont deux entiers > 0, nous identifierons 1'espace
 affine K'+ au produit K' X Kr". La topologie de Zariski de Kr"r est plus fine
 que la topologie produit des topologies de Zariski de K' et de Kr; elle est meme
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 strictement plus fine si r et r' sont > 0. II en r6sulte que, si U et U' sont des sous-
 espaces localement ferm6s de K' et de Kr , U X U' est un sous-espace localement
 ferm6 de Kr+r' et le faisceau Oux u' est bien d6fini.

 Soit d'autre part W un sous-espace localement ferm6 de K', t > 0, et soient
 so: W -* U et so': W -* U' deux applications. I1 r6sulte imm6diatement de la
 Proposition 5 que l'on a:

 PROPOSITION 6. Pour que l'application x -* (op(x), p'(x)) soit une application
 regulikre de W dans U X U', il faut et il suffit que so et (p' soient regulieres.

 Comme toute application constante est r6gulibre, la Proposition pr6c6dente
 montre que toute section x -* (x, xo), x0 e U', est une application r6guliere de
 U dans U X U'; d'autre part, les projections U X U' -> U et U X U' -+ U'
 sont 6videmment r6gulibres.

 Soient V et V' des sous-espaces localement ferm6s de K8 et KS', et soient
 #': U -- V et 4k': U' -- V' deux applications. Les remarques qui pr6cbdent,
 jointes A la Proposition 6, montrent que l'on a alors (cf. [1], Chap. IV):

 PROPOSITION 7. Pour que 4i X 4/': U X U' -* V X V' soit reguli#re, il faut
 et il suffit que 4' et i' soient regulieres.
 D'oti:

 COROLLAIRE. Pour que 4i X ' sont un isomorphisme biregulier, il faut et il
 suffit que t et /' soient des isomorphismes bireguliers.

 34. D6finition de la structure de variete algebrique.
 DEFINITION. On appelle variete alg6brique sur K (ou simplement variete alge-

 brique) un ensemble X muni:
 10 d'une topologie,

 20 d'un sous-faisceau Ox du faisceau F(X) des germes de fonctions sur X 4
 valeurs dans K,

 ces donnkes etant assujetties d verifier les axiomes (VA1) et (VA11) 6noncs ci-
 dessous.

 Remarquons d'abord que, si X et Y sont munis de deux structures du type
 pr6c6dent, on a la notion d'isomorphisme de X sur Y: c'est un hom6omorphisme
 de X sur Y qui transforme ox en Oy. D'autre part, si X' est un ouvert de X,
 on peut munir X' de la topologie induite et du faisceau induit: on a une notion
 de structure induite sur un ouvert. Ceci pr6cis6, nous pouvons 6noncer l'axiome

 (VA,):
 (VAI)-Il existe un recouvrement ouvert fini i = {IV i} de 1'espace X tel que

 chaque Vi, muni de la structure induite par celle de X, soit isomorphe a un sous-
 espace localement ferme Ui d'un espace affine, muni du faisceau 0ui defini au
 no 31.

 Pour simplifier le langage, nous appellerons variete prealg~brique tout espace
 topologique X muni d'un faisceau ox v6rifiant l'axiome (VA,). Un isomorphisme
 ,oi: Vi -* Ui sera appel6 une carte de l'ouvert V ; la condition (VA,) signifie
 done qu'il est possible de recouvrir X au moyen d'un nombre fini d'ouverts
 poss6dant des cartes. La Proposition 1 du no 30 montre que X v6rifie alors la
 condition (A), done est quasi-compact, ainsi que tous ses sous-espaces.
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 La topologie de X sera appelee "topologie de Zariski" de X, et le faisceau ox
 sera appel6 le faisceau des anneaux locaux de X.

 PROPOSITION 8. Soit X un ensemble, rdunion d'une famille finie de sous-ensembles

 Xj, j EJ. Supposons que chaque Xi soit muni d'une structure de variNtd pr~alg6-
 brique, et que les conditions suivantes soient verifes:

 (a) Xi n X, est ouvert dans Xi quels que soient i, j e J.
 (b) les structures induites par Xi et par Xj sur Xi n X, coincident quels que

 soient i, j e J.

 Il existe alors une structure de vari~te pr~algdbrique et une seule sur X telle que

 les X, soient ouverts dans X et que la structure induite sur chaque Xi soit la struc-
 ture donnee.

 L'existence et 1'unicite de la topologie de X et du faisceau ox sont imm6-
 diates; il reste A v6rifier que cette topologie et ce faisceau satisfont & (VA1),

 ce qui r6sulte du fait que les Xi sont en nombre fini et verifient chacun (VA,).
 COROLLAIRE. Soient X et X' deux varietds pr~algdbriques. Il existe sur X X X'

 une structure de variete prealgebrique et une seule veriflant la condition suivante:

 Si (p: V -- U et sp': V' -+ U' sont des cartes (V etant ouvert dans X et V' ouvert
 dans X'), alorsV X V' est ouvert dans X X X' et (p X (p':V X V' -- U X U'
 est une carte.

 Recouvrons X par un nombre fini d'ouverts Vi ayant des cartes (pi: Vi Ui
 et soit (V', U), (p) un systeme analogue pour X'. L'ensemble X X X' est
 r6union des Vi X V; munissons chaque Vi X V' de la structure de vari6t6
 pr6alg6brique image de celle de Ui X U' par -, X (p'- ; les hypotheses (a) et
 (b) de la Proposition 8 sont applicables A ce recouvrement de X X X', d'apres
 le corollaire A la Proposition 7. On obtient ainsi une structure de vari6te pr6alg6-
 brique sur X X X' qui v6rifie les conditions voulues.

 On peut appliquer le corollaire pr6c6dent au cas particulier X' = X; ainsi
 X X X se trouve muni d'une structure de vari6t6 pr6alg6brique, et en particu-
 Her d'une topologie. Nous pouvons maintenant 6noncer l'axiome (VA,,):

 (VA11)-La diagonale A de X X X est ferm&e dans X X X.
 Supposons que X soit une vari6t6 pr6alg6brique, obtenue par le proc6d6 de

 "recollement" de la Proposition 8; pour que la condition (VA,,) soit satisfaite,
 il faut et il suffit que Xq = A n Xi X Xj soit fern6 dans Xi X Xj . Or Xi
 est l'ensemble des (x, x) avec x e Xi n X, . Supposons alors qu'il existe des cartes

 (pi:Xi - Ui, et soit Tij = (pi X opj(Xij); Tij est l'ensemble des ((pi(x), (pj(x))
 pour x parcourant Xi n X, . L'axiome (VA1r) prend donc la forme suivante:

 (VA',)-Pour tout couple (i, j), Tij est ferme dans Ui X Uj .
 Sous cette forme, on reconnait l'axiome (A) de Weil (cf. [16], p. 167), a cela

 pres que Weil ne considere que des vari6t6s irr6ductibles.
 EXEMPLES de vari6t6s alg6briques: Tout sous-espace localement ferm6 U

 d'un espace affine, muni de la topologie induite et du faisceau ou d6fini au
 no 31, est une vari6t6 alg6brique. Toute vari6t6 projective est une vari6t6 alg6-
 brique (cf. no 51). Tout espace fibr6 alg6brique (cf. [17]) dont la base et la fibre
 sont des vari6t6s alg6briques est une vari6t6 alg6brique.
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 REMARQUES. (1) On notera l'analogie de la condition (VA,,) et de la condition
 de separation impos&e aux vari6t6s topologiques, diff6rentiables, analytiques.

 (2) Des exemples simples montrent que la condition (VA,,) n'est pas une
 consequence de la condition (VA,).

 35. Applications regulieres, structures induites, produits. Soient X et Y deux
 varidt6s alg6briques, so une application de X dans Y. On dit que (p est reguliere si:

 (a) (p est continue,
 (b) Si x e X, et si fe Oo(x), y, alors f o (pe 0X
 De meme qu'au no 32, la compos6e de deux applications r6gulieres est r6gu-

 liere, et, pour qu'une bijection op:X -+ Y soit un isomorphisme, il faut et il
 suffit que (p et (p 1 soient des applications regulieres. Les applications regulires
 forment done une famille de morphismes pour la structure de vari6t6 algebrique,
 au sens de [1], Chap. IV.

 Soit X une vari6t6 alg6brique, et X' un sous-ensemble localement ferm6 de X.
 Munissons X' de la topologie induite par celle de X et du faisceau ox induit
 par ox (de fagon plus pr6cise, pour tout x e X', on d6finit xx , comme l'image
 de 0xx par l'homomorphisme canonique: f(X)= -* 1Y(X')x). L'axiome (VA,) est
 verifie: si (p,: Vi -* Ui est un systbme de cartes tel que X = UVi, on pose
 V' = X'n Vi, UJ = (PVs)V et (pi: V- U$ est un systeme de cartes tel que
 X' = UV'. L'axiome (VA,,) est v6rifi6 du fait que la topologie de X' X X' est in-
 duite par celle de X X X (on pourrait aussi bien utiliser (VA'1)). On d6finit ainsi
 une structure de variUt6 alg6brique sur X', qui estdite induite par celle de X; on dit
 aussi que X' est une sous-variete de X (chez Weil [16], le terme de "sous-varift6"
 est r6serv6 a ce que nous appelons ici une sous-variRt6 irr6ductible ferm&e).
 Si L designe l'injection de X' dans X, t est une application rdgulie're; de plus,
 si so est une application d'une vari6t6 algdbrique Y dans X', pour que so: Y -X'
 soit reguliere, il faut et il suffit que L o sp: Y -- X soit r6guliere (ce qui justifie
 le terme de "structure induite", cf. [1], loc. cit.).

 Si X et X' sont deux vari6t6s alg6briques, X X X' est une vari6t6 alg6brique,
 appelee variete produit; il suffit en effet de montrer que l'axiome (VA',) est v6rifie
 autrement dit que, si (pi: Vi -+ U, et so: V' - U' sont des systemes de cartes

 tels que X = UVi et X' = UV l'ensemble Tij X T',,j, est alors ferme dans
 Ui X Uj X Ul' X U> (les notations 6tant celles du no 34); or cela r6sulte im-
 m6diatement du fait que Tij et T' j, sont ferm6s dans Ui X Uj et Uz' X U.
 respectivement.

 Les Propositions 6 et 7 sont valables sans changement pour des vari6tes
 algebriques quelconques.

 Si so:X -, Y est une application reguliere, le graphe 4 de so est ferme dans
 X X Y, car c'est l'image r6ciproque de la diagonale de Y X Y par l'application

 so X 1: X X Y -- Y X Y; de plus, l'application ':X -- D d6finie par
 ,(x) = (x, so(x)) est un isomorphisme: en effet, 41 est une application r6guliere,
 ainsi que ,P-l (puisque c'est la restriction de la projection X X Y -+ X).

 36. Corps des fonctions rationnelles sur une variete irreductible. Nous
 d6montrerons d'abord deux lemmes de nature purement topologique:
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 LEMME 1. Soient X un espace connexe, G un groupe abdlien, et S le faisceau

 constant sur X, isomorphe a G. L'application canonique G-- r(x, 9) est bijective.
 Un 6l6ment de r(X, S) n'est pas autre chose qu'une application continue de

 X dans G muni de la topologie discrete. Puisque X est connexe, une telle appli-
 cation est constante, ce qui d6montre le lemme.

 Nous dirons qu'un faisceau a sur un espace X est localement constant si tout
 point de x possede un voisinage U tel que a(U) soit constant sur U.

 LEMME 2. Tout faisceau localement constant sur un espace irrdluctible est con-
 stant.

 Soient aY le faisceau, X l'espace, et posons F = r (x, a); il nous suffira de

 montrer que l'homomorphisme canonique px: F -> x est bijectif pour tout x E X,
 car nous obtiendrons ainsi un isomorphisme du faisceau constant isomorphe a
 F sur le faisceau aY donn6.

 Si f e F, le lieu des points x e X tels que f(x) = 0 est ouvert (d'apres les pro-
 priet6s g6n6rales des faisceaux), et ferm6 (parce que aI est localement constant);
 vu qu'un espace irr6ductible est connexe, ce lieu est donc, soit 0, soit X, ce qui

 d6montre d6jA que px est injectif.
 Soit maintenant m e ), et soit s une section de aY au-dessus d'un voisinage U

 de x telle que s(x) = m; recouvrons X par des ouverts non vides Uj tels que
 a(Ui) soit constant sur U ; puisque X est irr6ductible, on a U n U. s 0; choisis-
 sons un point xi e U n U ; il existe 6-videmment une section si de 5Y sur Uj telle
 que si(xi) = s(xi), et comme les sections s et si coincident en xi, elles coincident
 dans tout U n Uj, puisque U n Uj est irr6ductible, donc connexe; de meme Si
 et sj coincident sur Ui n Uj , puisqu'elles coincident sur U n Uj n U; $ 0; donc
 les sections si d6finissent une section unique s de 5Y au-dessus de X, et l'on a
 PX(s) = m, ce qui acheve la d6monstration.

 Soit maintenant X une vari6t6 alg6brique irr6ductible. Si U est un ouvert non
 vide de X, posons au = r(U, ox); du est un anneau d'integrit: en effet, sup-
 posons que l'on ait f. g = 0, f et g 6tant des applications r6gulibres de U dans
 K; si F (resp. G) est le lieu des points x e U tels que f(x) = 0 (resp. g(x) = 0),
 on a U = F u G, et F et G sont ferm6s dans U, puisque f et g sont continues;
 comme U est irr6ductible, cela entraine F = U ou G = U, ce qui signifie bien
 que f ou g est nul sur U. On peut donc parler du corps des quotients de au,
 que nous noterons 3Cu; si U c V, l'homomorphisme Pu:dv - au est injectif
 puisque U est dense dans V, et l'on a un isomorphisme bien d6termin6 (pv de
 5cv dans WCu; le systeme des {3C u, I} definit un faisceau de corps 3C; d'ailleurs
 3cx est canoniquement isomorphe au corps des quotients de oxx

 PROPOSITION 9. Pour toute variete algebrique irr*ductible X, le faisceau JC d4fini
 ci-dessus est un faisceau constant.

 Vu le Lemme 2, il suffit de d6montrer la Proposition lorsque X est une sous-
 vari6t6 localement ferm6e de l'espace affine K7; soit F l'adh6rence de X dans
 K , et soit I(F) l'id6al de K[X1, **, XT] form6 des polynomes nuls sur F (ou
 sur X, cela revient au meme). Si l'on pose A = K[X1, ** , Xr]/I(F), l'anneau
 A est un anneau d'int6grite puisque X est irr6ductible; soit K(A) le corps des

 quotients de A. D'apres le corollaire 'a la Proposition 4, on peut identifier oxx
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 A l'anneau des fractions de A relativement , l'id6al maximal d6fini par x; on

 obtient ainsi un isomorphisme du corps K(A) sur le corps des fractions de

 OX X et il est facile de v6rifier que l'on d6finit ainsi un isomorphisme du faisceau
 constant 6gal a K(A) sur le faisceau 3C, ce qui d6montre la proposition.

 D'apres le Lemme 1, les sections du faisceau 3C forment un corps, isomorphe

 aCx pour tout x E X, et que nous noterons K(X). On 1'appelle le corps des fonc-
 tions rationnelles sur X; c'est une extension de type fini du corps K, dont le
 degr6 de transcendance sur K est la dimension de X (on 6tend cette d6finition

 aux vari6t6s alg6briques r6ductibles en posant dim X = Sup dim Yj, si X est
 r6union des sous-vari6t6s ferm6es irr6ductibles Yj). On identifiera en g6n6ral
 le corps K(X) avec les corps 3Cx; comme l'on a Ox x C 3Cx, on voit que l'on
 identifie ainsi Ox a un sous-anneau de K(X) (c'est 1'anneau de sp6cialisation

 du point x dans K(X), au sens de Weil, [16], p. 77). Si U est ouvert dans X,

 r(U, Ox) est donc l'intersection dans K(X) des anneaux O , pour x parcourant U.
 Si Y est une sous-vari6t6 de X, on a dim Y ? dim X; si en outre Y est ferm6e,

 et ne contient aucune composante irr6ductible de X, on a dim Y < dim X,
 comme on le voit en se ramenant au cas de sous-vari6t6s de K' (cf. par exemple
 [8], Chap. X, ?5, th. II).

 ?2. Faisceaux algebriques coherents

 37. Le faisceau des anneaux locaux d'une variete algebrique. Revenons aux

 notations du no 31: soit X = K , et soit 0 le faisceau des anneaux locaux de X.
 On a:

 LEMME 1. Le faisceau 0 est un faisceau coherent d'anneaux, au sens du no 15.

 Soient x e X, U un voisinage de x, et fi, * - *, fp des sections de 0 sur U,
 c'est-a-dire des fonctions rationnelles r6gulieres en tout point de U; il nous
 faut montrer que le faisceau des relations entre fi, * * *, fp est un faisceau de
 type fini sur 0. Quitte 'a remplacer U par un voisinage plus petit, on peut sup-

 poser que les fi s'6crivent fj = Pj/Q, oui les Pi et Q sont des polyn6mes, Q ne
 s'annulant pas sur U. Soient maintenant y e U, et gi e Ov tels que E- gj
 soit nulle au voisinage de y; on peut encore 6crire les gi sous la forme gi = RIS,
 oA les R. et S sont des polynomes, S ne s'annulant pas en y. La relation

 Z::1 gifi = 0 au voisinage de y" 6quivaut a la relation "Ei.1 Ri?. = 0 au
 voisinage de y", elle-meme 6quivalente I E':p RiPi = 0. Comme le module des
 relations entre les polynomes Pi est un module de type fini (puisque l'anneau
 des polynomes est noeth6rien), iA s'ensuit bien que le faisceau des relations entre

 les fi est de type fini.
 Soit maintenant V une sous-variet6 ferm6e de X = Kr; pour tout x eX

 soit 9x(V) l'id6al de ox form6 des 6l6ments f e ox dont la restriction A V est nulle
 au voisinage de x (on a donc gx(V) = Ox si x o V). Les gx(V) forment un sous-
 faisceau 9(V) du faisceau 0.

 LEMME 2. Le faisceau 9(V) est un faisceau coherent de O-modules.

 Soit I(V) l'id6al de K[X1, * * , Xr] form6 des polynomes P s'annulant sur V.
 D'apres la Proposition 4 du no 31, gx(V) est 6gal A I(V). ox pour tout x e V, et
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 cette formule subsiste pour x o V comme on le voit aussit6t. L'id6al I(V) 6tant
 engendr6 par un nombre fini d'6l6ments, il en r6sulte que le faisceau 4(V) est
 de type fini, done coh6rent d'apres le Lemme 1 et la Proposition 8 du no 15.

 Nous allons maintenant 6tendre le Lemme 1 a une vari6t6 alg6brique arbi-
 traire:

 PROPOSITION 1. Si V est une variete algebrique, le faisceau 0 v est un faisceau
 cohrent d'anneaux sur V.

 La question 6tant locale, nous pouvons supposer que V est une sous-vari6t6

 ferm6e de l'espace affine K'. D'apres le Lemme 2, le faisceau 4J(V) est un faisceau
 coh6rent d'id6aux, done le faisceau O/,4(V) est un faisceau coh6rent d'anneaux
 sur X, d'apres le Th6oreme 3 du no 16. Ce faisceau d'anneaux est nul en dehors

 de V, et sa restriction A V n'est autre que Ov (no 31); done le faisceau Ov est
 un faisceau coh6rent d'anneaux sur V (no 17, corollaire & la Proposition 11).

 REMARQUE. Il est clair que la Proposition 1 vaut, plus g6n6ralement, pour

 toute vari~t6 pr6alg6brique.

 38. Faisceaux algebriques coherents. Si V est une vari6t6 alg6brique dont le

 faisceau des anneaux locaux est 0 v, nous appellerons faisceau algebrique sur V
 tout faisceau de ov-modules, au sens du no 6; si aY et 9 sont deux faisceaux alg6-
 briques, nous dirons que (p:Y -- 9 est un homomorphisme algdbrique (ou simple-
 ment un homomorphisme) si c'est un Ov-homomorphisme; rappelons que cela

 6quivaut A dire que chacun des (P.: ax -* g est O,, v-lin6aire et que (p transforme
 toute section locale de aY en une section locale de S.

 Si aY est un faisceau alg6brique sur V, les groupes de cohomologie H'(V, F)
 sont des modules sur r(V, Ov), cf. no 23; en particulier, ce sont des espaces
 vectoriels sur K.

 Un faisceau alg6brique aY sur V sera dit coherent si c'est un faisceau coh6rent

 de Ov-modules, au sens du no 12; vu la Proposition 7 du no 15 et la Proposition 1
 ci-dessus, un tel faisceau est caract6ris6 par le fait qu'il est localement iso-

 morphe au conoyau d'un homomorphisme alg6brique p: O' -* Ov.
 Nous allons donner quelques exemples de faisceaux alg6briques coh6rents

 (on en verra d'autres plus tard, cf. n08 48, 57 notamment).

 39. Faisceau d'ideaux defini par une sous-variete fennee. Soit W une sous-

 vari6t6 ferm6e d'une vari6t6 alg6brique V. Pour tout x e V, soit s2,(W) l'id6al
 de O, v form6 des 6l6ments f dont la restriction & W est nulle au voisinage de x;
 soit s(W) le sous-faisceau de ov form6 par les 4i,(W). On a la Proposition sui-
 vante, qui g6n6ralise le Lemme 2:

 PROPOSITION 2. Le faisceau .(W) est un faisceau algebrique coherent.
 La question 6tant locale, nous pouvons supposer que V (donc aussi W) est

 une sous-vari6t6 ferm6e de l'espace affine K'. I1 r6sulte alors du Lemme 2, ap-
 pliqu6 & W, que le faisceau d'id6aux d6fini par W dans K' est de type fini; il
 s'ensuit que 4 (W), qui en est l'image par l'homomorphisme canonique 0 -* 0 v,
 est 6galement de type fini, donc est coh6rent d'apres la Proposition 8 du no 15
 et la Proposition 1 du no 37.
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 Solt 0w le faisceau des anneaux locaux de W, et soit Ov le faisceau sur V
 obtenu en prolongeant o w par 0 en dehors de W (cf. no 5); ce faisceau est cano-
 niquement isomorphe A o /s(W), autrement dit, on a une suite exacte:

 0 - (w) Ov -Ow - 0.

 Soit alors aF un faisceau alg6brique sur W, et soit 9YV le faisceau obtenu en pro-
 longeant cf par 0 en dehors de W; on peut consid6rer 5:V comme un faisceau de
 OW-modules, done aussi comme un faisceau de ov-modules dont l'annulateur
 contient 4 (W). On a:

 PROPOSITION 3. Si 5Y est un faisceau algebrique coherent sur W. ?V est un faisceau
 algebrique coherent sur V. Inversement, si S est un faisceau algebrique coherent sur
 V dont l'annulateur contient 4(W), la restriction de S a W est un faisceau alge-
 brique coherent sur W.

 Si 5Y est un faisceau algebrique coh6rent sur W, &fV est un faisceau coh6rent
 de Ow-modules (no 17, Proposition 11), done un faisceau coh6rent de Ov-modules
 (no 16, Theoreme 3). Inversement, si S est un faisceau alg6brique coh6rent sur
 V, dont l'annulateur contient s(W), S peut 8tre considere comme un faisceau de

 Ov/b(W)-modules, et c'est un faisceau coh6rent (no 16, Theoreme 3); la restric-
 tion de S A W est alors un faisceau coh6rent de ow-modules (no 17, Proposition
 11).

 Ainsi, tout faisceau alg6brique coh6rent sur W peut etre identifi6 a un faisceau
 alg6brique coh6rent sur V (et cette identification ne change pas les groupes de
 cohomologie, d'aprbs la Proposition 8 du no 26). En particulier, tout faisceau
 alg6brique coherent sur une variet6 affine (resp. projective) peut 8tre consid6r6
 comme un faisceau alg6brique coh6rent sur l'espace affine (resp. projectif);
 nous ferons fr6quemment usage de cette possibilit6 par la suite.

 REMARQUE. Soit S un faisceau algebrique coh6rent sur V, qui soit nul en de-
 hors de W; 1'annulateur de S ne contient pas necessairement 4(W) (autrement
 dit, S ne peut pas toujours 8tre consid6r6 comme un faisceau alg6brique coh6rent
 sur W); tout ce que 1'on peut affirmer, c'est qu'il contient une puissance de
 J(W).

 40. Faisceaux d'ideaux fractionnaires. Soit V une vari6t6 algebrique irr6-
 ductible, et soit K(V) le faisceau constant des fonctions rationnelles sur V (cf.
 no 36); K(V) est un faisceau algebrique, qui n'est pas coh6rent si dim V > 0.
 Un sous-faisceau algebrique 5Y de K(V) peut 8tre appel6 un "faisceau d'id6aux

 fractionnaires", puisque chaque 52 est un idWal fractionnaire de O.,V,.
 PROPOSITION 4. Pour qu'un sous-faisceau algebrique 5Y de K(V) soit coherent,

 il faut et il suffit qu'il soit de type fini.
 La n6cessit6 est triviale. Pour d6montrer la suffisance, il suffit de prouver que

 K(V) v6rifie la condition (b) de la d6finition 2 du no 12, autrement dit que, si
 fi, * *, f, sont des fractions rationnelles, le faisceau (R(fi, * , f,) est de type
 fini. Si x est un point de V, on peut trouver des fonctions gi et h, telles que
 fi = gi/h, gi et h 6tant regulibres sur un voisinage U de x, et h etant non nulle
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 sur U; le faisceau (R(fi, * **, fp) est alors 6gal au faisceau (R(g, *, g,) qui
 est de type fini, puisque 0 est un faisceau coherent d'anneaux.

 41. Faisceau associe a un espace fibre a fibre vectorielle. Soit E un espace
 fibr6 algdbrique, A fibre vectorielle de dimension r, et de base une vari6t6 alg6-
 brique V; par d6finition, la fibre type de E est l'espace vectoriel K', et le groupe
 structural est le groupe lindaire GL(r, K) op6rant sur K' a la fagon usuelle
 (pour la d6finition d'un espace fibr6 alg6brique, cf. [17]; voir aussi [15], no 4
 pour les espaces fibr6s analytiques a fibres vectorielles).

 Si U est un ouvert de V, soit s(E)u l'ensemble des sections de E rdgulieres sur
 U; si V D U, on a un homomorphisme de restriction u:S(E) v -) S(E) ;
 d'o u un faisceau s(E), appel6 le faisceau des germes de sections de E. Du fait que
 E est un espace fibr6 a fibre vectorielle, chaque s(E) u est un r(U, Ov)-module,
 et il s'ensuit que S(E) est un faisceau alg6brique sur V. Si l'on identifie locale-
 ment E a V X K', on voit que:

 PROPOSITION 5. Le faisceau S(E) est localement isomorphe a Ov; en particulier,
 c'est un faisceau algebrique coherent.

 Inversement, il est facile de voir que tout faisceau alg6brique aY sur V, locale-
 ment isomorphe A O', est isomorphe A un faisceau S(E), oA E est d6termin6 &
 un isomorphisme pres (cf. [15), pour le cas analytique).

 Si V est une vari6t6 sans singularit6s, on peut prendre pour E l'espace fibr6
 des p-covecteurs tangents A V (p 6tant un entier > 0); soit Up le faisceau S(E)
 correspondant; un 6lment de QP, x e V, n'est pas autre chose qu'une forme dif-
 ferentielle de degre p sur V, r6guliere en x. Si l'on pose hp" = dimK H (VUP),
 on sait que, dans le cas classique (et si V est projective), hp"' est 6gal a la dimen-
 sion de l'espace des formes harmoniques de type (p, q) (th6oreme de Dolbeault3),
 et, si Bn designe le n-eme nombre de Betti de V, on a Bn = Ep+q=nh h. Dans
 le cas gen6ral, on pourrait prendre la formule pr6c6dente pour definition des
 nombres de Betti d'une vari6t6 projective sans singularit6s (nous verrons en
 effet au no 66 que les hp"' sont finis). I1 conviendrait d'6tudier leurs propri6t6s
 et notamment de voir s'ils coincident avec ceux qui interviennent dans les con-
 jectures de Weil relatives aux vari6t6s sur les corps finis.4 Signalons seulement
 ici qu'ils verifient la "dualit6 de Poincar6" Bn = B2m-n lorsque V est irr6ductible
 et de dimension m.

 Les groupes de cohomologie H'(V, S(E)) interviennent aussi dans d'autres
 questions, notamment dans le theoreme de Riemann-Roch, ainsi que dans la
 classification des espaces fibres algebriques de base V, et de groupe structural
 le groupe affine x -* ax + b (cf. [17], ?4, oui est traite le cas oui dim V = 1).

 ?3. Faisceaux algebriques coherents sur les varietes affines

 42. Varietes affines. Une varidt6 algebrique V est dite affine si elle est iso-
 morphe a une sous-variete ferm6e d'un espace affine. Le produit de deux varietes

 3 P. Dolbeault. Sur la cohomologie des varigtes analytiques complexes. C. R. Paris, 236,
 1953, p. 175-177.

 4Bulletin Amer. Math. Soc., 55, 1949, p. 507.
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 affines est une vari6t6 affine; toute sous-vari6t6 ferm6e d'une vari6t6 affine est
 une vari6t6 affine.

 Un sous-ensemble ouvert U d'une vari&t6 alg6brique X est dit affine si, muni
 de la structure de vari6t6 alg6brique induite par celle de X, c'est une vari6te

 affine.

 PROPOSITION 1. Soient U et V deux sous-ensembles ouverts d'une variete alg6-
 brique X. Si U et V sont affines, U n V est affine.

 Soit A la diagonale de X X X; d'apres le no 35, l'application x -* (x, x) est
 un isomorphisme bir6gulier de X sur A; done la restriction de cette application

 A U n V est un isomorphisme bir6gulier de U n V sur A n U X V. Comme
 U et V sont des vari6t6s affines, U X V est aussi une vari6t6 affine; d'autre

 part, A est ferm6e dans X X X d'apres l'axiome (VA,,), donc A n U X V est
 ferm6e dans U X V, et c'est bien une vari6t6 affine, cqfd.

 (I1 est facile de voir que cette Proposition est en d6faut pour les vari6t6s
 pr6alg6briques: l'axiome (VA11) y joue un role essentiel).

 Introduisons maintenant une notation qui sera utilis6e dans toute la suite de

 ce paragraphq: si V est une vari6t6 alg6brique, et f une fonction r6guliere sur V,
 nous noterons Vf le sous-ensemble ouvert de V formn6 des points x e V tels que
 f(x) $ 0.

 PROPOSITION 2. Si V est une variete algebrique affine, et f une fonction reguliere
 sur V, l'ouvert Vf est un ouvert affine.

 Soit W le sous-ensemble de V X K form6 des couples (x, X) tels que X.f(x) = 1;
 il est clair que W est ferm6 dans V X K, donc est une vari6t6 affine. Pour tout

 (x, X) e W, posons 7r(x, X) = x; l'application ir est une application riguliere
 de W dans Vf . Inversement, pour tout x e Vf , posons w(x) = (x, 1/f(x));
 l'application w:Vf -* W est reguliere, et l'on a ir o w = 1, w o T = 1, donc Vf
 et W sont isomorphes, cqfd.

 PROPOSITION 3. Soient V une sous-vari~te fermke de KT, F un sous-ensemble
 ferme de V, et U = V - F. Les ouverts Vp forment une base pour la topologie de
 U lorsque P parcourt l'ensemble des polyn6mes nuls sur F.

 Soit U' = V - F' un ouvert de U, et soit x e U'; il nous faut montrer qu'il
 existe P tel que Vp c U' et x e VP ; autrement dit, P doit etre nul sur F' et
 non nul en x; l'existence d'un tel polyn6me r6sulte simplement de la definition
 de la topologie de K'.

 THE1ORhME 1. Les ouverts affines d'une variete algebrique X forment une base
 d'ouverts pour la topologie de X.

 La question 6tant locale, on peut supposer que X est une sous-variete locale-
 ment fermee d'un espace affine Kr; dans ce cas, le th6oreme r6sulte imm6diate-
 ment des Propositions 2 et 3.

 COROLLAIRE. Les recouvrements de X formes d'ouverts affines sont arbitrairement
 fins.

 On notera que, si U = IUi} j, est un tel recouvrement, les U.. ip sont tous
 des ouverts affines, d'aprbs la proposition 1.

 43. Quelques proprietes preliminaires des varietes irreductibles. Soit V une
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 sous-vari&t6 ferm6e de K', et soit I(V) l'id6al de K[X1, ***, X7] form6 des
 polyn6mes nuls sur V; soit A l'anneau quotient K[X1, , X]/I(V); on a un
 homomorphisme canonique

 A -* r(V, ov)

 qui est injectif par d6finition meme de I(V).
 PROPOSITION 4. Si V est irrdductible, A -* r(v, ov) est bijectif.
 (En fait, ceci vaut pour toute sous-vari6t6 ferm6e de K', comme nous le mon-

 trerons au no suivant).
 Soit K(V) le corps des fractions de A; d'aprbs le no 36, on peut identifier

 o2va l'anneau des fractions de A relativement a l'id6al maximal m. form6 par
 les polyn6mes nuls en x, et l'on a r(V, Ov) = A = nxev ox,v (tous les Ov 6tant
 consid6rds comme des sous-anneaux de K(V)). Mais tout idWal maximal de A
 est 6gal a l'un des m., puisque K est alg6briquement cos (thdorbme des zeros
 de Hilbert); il en r6sulte imm6diatement (cf. [8], Chap. XV, ?5, th. X) que
 A = nflV ov = r(V, ov), cqfd.

 PROPOSITION 5. Soient X une variete algebrique irr~ductible, Q une fonction
 regulie're sur X, et P une fonction reguliere sur XQ . A lors, pour tout n assez grand,
 la fonction rationnelle QnlP est reguliere sur X tout entier.

 Vu la quasi-compacit6 de X, la question est locale; d'apres le Th6oreme 1,
 on peut donc supposer que X est une sous-vari&t6 ferm6e de K'. La Proposition
 pr6c6dente montre alors que Q est un 6l6ment de A = K[X1, * * *, Xr]/I(X).
 L'hypothese faite sur P signifie que, pour tout point x e XQ, on peut ecrire
 P = PX/Qx, avec Px et Q. dans A, et Qx(x) $ 0; si a ddsigne l'iddal de A engendr6
 par les Q., la vari~t6 des z6ros de a est contenue dans la vari6t6 des z6ros de Q; en
 vertu du th6oreme des z6ros de Hilbert, ceci entraine Qn e a pour n assez grand,
 d'oui Qn = 1I RxQ, et Qnp = Rx*P. avec R. e A, ce qui montre bien que
 Qn P est r6guliere sur X.

 (On aurait pu 6galement utiliser le fait que XQ est affine si X l'est, et appliquer
 la Proposition 4 a XQ).

 PROPOSITION 6. Soient X une variete algebrique irr6ductible, Q une fonction
 reguliere sur X, aF un faisceau algebrique coherent sur X, et s une section de fY au-
 dessus de X dont la restriction a XQ soit nulle. Alors, pour tout n assez grand, la
 section Q's est nulle sur X tout entier.

 La question 6tant encore locale, nous pouvons supposer:
 (a) que X est une sous-vari&t6 ferm6e de K',
 (b) que a est isomorphe au conoyau d'un homomorphisme s: Ox -* 01
 (c) que s est image d'une section a de 04 .
 (En effet, toutes ces conditions sont verifiees localement).
 Posons A = F(X , ox) = K[X1, ... , Xr]/I(X). La section a peut etre iden-

 tifiee a un systeme de q 6lments de A. Soient, d'autre part,

 tj = ,(1, 0, -- 0), ) - tp =9(0) *- XO 1);

 les ti , 1 < i < p, sont des sections de O' au-dessus de X, donc peuvent aussi
 etre identifi6s a des systemes de q elements de A. L'hypothbse faite sur s signifie
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 que, pour tout x E XQ, on a a(x) E <Fc(O$x), c'est-a-dire que a- peut s'ecrire sous
 la forme a- = ,i- ft. ti, avec f - O9x, x ; ou, en chassant les denominateurs,
 qu'il existe Qx E A, Qx(x) X 0, tel que Qxa = a =i - ti, avec Ri E A. Le
 raisonnement fait plus haut montre alors que, pour tout n assez grand, Q'

 appartient a l'ideal engendre par les Qx, d'oui Q'a(x) E <o(0 9x) pour tout x E X
 ce qui signifie bien que Q's est nulle sur X tout entier.

 44. Nullite de certains groupes de cohomologie.

 PROPOSITION 7. Soient X une varie'te' affine irreductible, Qj une famille finie de
 fonctions regulie'res sur X, ne s'annulant pas simultanement, et U le recouvrement

 ouvert de X forme par les XQj = Ui . Si 3Y est un sous-faisceau algeI)rique coherent
 de O ,on a H (U,) = 0 pour tout q > 0.

 Quitte a remplacer U par un recouvrement equivalent, on peut supposer qu'au-
 cune des fonctions Qi n'est identiquement nulle, autrement dit que l'on a Ui X 0
 pour tout i.

 Soit f = (fio ...iq) un q-cocycle de U a valeurs dans 3Y. Chaque fto...j, est une
 section de 3Y sur Ujo... iq, done peut etre identifie a un systeme de p fonctions
 regulieres sur Ui0... i; appliquant la Proposition 5 a Q = Qio ... Qiq, on voit
 que, pour tout n assez grand, 9iO...iq = (Qio ... Qjq)ffj0. .q est un systeme
 de p fonctions regulieres sur X tout entier, autrement dit est une section de
 OP au-dessus de X. Choisissons un entier n tel que ceci soit valable pour tous

 les systemes io, *.. , i,, ce qui est possible puisque ces systemes sont en nombre
 fini. Considerons l'image de giO... iq dans le faisceau coherent Qx/IY; c'est une
 section nulle sur Uj0... zq; appliquant alors la Proposition 6, on voit que, pour
 tout m assez grand, le produit de cette section par (Qo. Qiq)m est nul sur X
 tout entier, ce qui signifie que (Qjo ... Qiq)mgio... i est une section de 3Y sur X
 tout entier. En posant N = m + n, on voit done que l'on a construit des sections
 hio... iq de 3Y au-dessus de X, qui coincident avec (Qjo ... Qjq)Nfio..* iq sur Ujo. .q

 Comme les QN ne s'annulent pas simultanement, i] existe des fonctions

 Ri F(X, ox)

 telles que E Ri QN = 1. Posons alors, pour tout systeme io, *. , iq-i

 kio..-iqj, = EiRihio .iq.. iq-/(Qio Q. QiqJ)N

 ce qui a un sens, puisque Qo ... Qji, est different de 0 sur Uioq... q ,
 On definit ainsi une cochaine k E C-'(U, 3;). Je dis que f = dk, ce qui demon-

 trera la Proposition.

 II faut verifier que (dk)io...iq = fjo... jq; il suffira de montrer que ces deux sec-
 tions coincident sur U = nU,, car elles coincideront alors partout, puisque ce
 sont des systemes de p fonctions rationnelles sur X et que U X 0. Or, au-dessus
 de U, on peut ecrire

 kj0___jq_1 = EiRiQ$ fiio iq..i

 d'oui

 (dk)io ... iq = Z=o (- 1)I i RiQ fii .^j..q
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 et, en tenant compte de ce que f est un cocycle,

 (dk)io...iq = EiRi *QN fio- iq = fio.. iq , cqfd.
 COROLLAIRE 1. H'(X, 3Y) = 0 pour q > 0.
 En effet la Proposition 3 montre que les recouvrements du type utilis6 dans

 la Proposition 7 sont arbitrairement fins.

 COROLLAIRE 2. L'homomorphisne r (X, oX) -?r (X, 0X/5Y) est surjectif.
 Cela resulte du Corollaire 1 ci-dessus et du Corollaire 2 a la Proposition 6 du

 no 24.

 COROLLAIRE 3. Soit V une sous-varieteg fermee de KT, et soit

 A = K[X1, ***, Xr]/I(V).

 L'homomorphisme :A -- r(V, Ov) est bijectif.
 On applique le Corollaire 2 ci-dessus avec X = KT, p = 1, 5Y = 9(V), faisceau

 d'ideaux defini par V; on obtient que tout 616ment de r(V, Ov) est restriction
 d'une section de 0 sur X, c'est-a-dire d'un polynome, d'apres la Proposition 4

 appliquee a X.

 45. Sections d'un faisceau alg6brique coherent sur une variete affline.

 THE'ORtME 2. Soit 5: un faisceau algebrique coherent sur une variete affine X.
 Pour tout x E X, le ox, x-module 5:x est engendre par les elements de r(X, ).

 Puisque X est affine, on peut la plonger comme sous-variete ferm6e dans un

 espace affine K7; en prolongeant le faisceau 5: par 0 en dehors de X, on obtient

 un faisceau algebrique coherent sur K' (cf. no 39), et on est ramen6 a prouver le
 theoreme pour ce nouveau faisceau. Autrement dit, nous pouvons supposer

 que X = K7.

 Vu la d6finition des faisceaux coh6rents, il existe un recouvrement de X forme

 d'ouverts au-dessus desquels 5: est isomorphe a un quotient d'un faisceau &'.
 Utilisant la Proposition 3, on voit qu'il existe un nombre fini de polyn6mes

 Qi, ne s'annulant pas simultan6ment, et tels qu'il existe au-dessus de chaque
 Uj = XQ, un homomorphisme surjectif p : '-- 5; on peut en outre supposer
 qu'aucun de ces polynomes n'est identiquement nul.

 Le point x appartient a l'un des Uj, disons Uo ; il est clair que 52 est engendre
 par les sections de 5: sur Uo ; comme Qo est inversible dans ox, il nous suffira done
 de demontrer le lemme suivant:

 LEMME 1. Si so est une section de 5Y au-dessus de Uo, il existe un entier N et
 une section s de 5: au-dessus de X tels que s = Q *so au-dessus de Uo.

 D'apres la Proposition 2, Uj n Uo est une varietW affine, evidemment irre-
 ductible; en appliquant le Corollaire 2 de la Proposition 7 a cette variete et

 a i: oPt -- 5:, on voit qu'il existe une section ooi de 0' sur Uj n Uo telle que
 (Pi(-oi) = so sur Ui n U0 ; comme Uj n Uo est le lieu des points de Uj of Qo ne
 s'annule pas, on peut appliquer la Proposition 5 a X = Uj, Q = Qo, et l'on
 voit ainsi qu'il existe, pour n assez grand, une section o- de 9'e au-dessus de

 Uj qui coincide avec o ooi au-dessus de Uj n U0; en posant s' = fp(aj), on
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 obtient une section de 3Y au-dessus de Uj qui coincide avec Q' -so au-dessus de
 Ui n Uo . Les sections s' et s' coincident sur Uj n Uj n Uo; en appliquant la
 Proposition 6 a s'- sJ on voit que, pour m assez grand, on a Qi * (s' - s) = 0
 sur Uj n Uj tout entier. Les Qo s$ d6finissent alors une section unique s de
 3Y sur X, et l'on a s = Q0' so sur Uo, ce qui demontre le lemme, et acheve la
 demonstration du Theoreme 2.

 COROLLAIRE 1. Le faisceau a est isomorphe d un faisceau quotient d'un faisceau

 Puisque a, est un 0,,x-module de type fini, il r6sulte du th6oreme ci-dessus
 qu'il existe un nombre fini de sections de 3Y engendrant 5, ; d'aprbs la Proposition 1
 du no 12, ces sections engendrent aussi 5f pour y assez voisin de x. L'espace
 X 6tant quasi-compact, on en conclut qu'il existe un nombre fini de sections

 si, *.., s'p de 3Y engendrant ax pour tout x e X, ce qui signifie bien que 3Y est
 isomorphe a un faisceau quotient du faisceau 0 .

 COROLLAIRE 2. Soit (a --* -+ e une suite exacte de faisceaux alg6briques co-

 herents sur une variete affine X. La suite r1(x, a) - rF(X, Gs) r(X, e) est alors
 exacte.

 On peut supposer, comme dans la demonstration du Th6ornme 2, que X est

 1'espace affine KT, donc est irreductible. Posons ? = Im(a) = Ker(Q); tout re-
 vient a voir que a: r(x, a) -* r(X, 9) est surjectif. Or, d'apres le Corollaire 1,
 on peut trouver un homomorphisme surjectif p: Ox - at, et, d'apres le Corol-
 laire 2 a la Proposition 7, a o i: r(X, ox) -* r(X, i) est surjectif; il en est a for-
 tiori de meme de a: r(X, a) -- r(x, g), cqfd.

 46. Groupes de cohomologie d'une variete affine a valeurs dans un faisceau
 algebrique coherent. Nous allons generaliser la Proposition 7:

 THE1OREME 3. Soient X une varie-te affine, Qi une famille finie de fonctions r6gu-
 lieres sur X ne s'annulant pas simultanement, et U le recouvrement ouvert de X

 forme par les XQj = Ui. Si 3Y est un faisceau algebrique coherent sur X, on a
 H'(, 3Y) = 0 pour tout q > 0.

 Supposons d'abord X irreductible. D'apres le Corollaire 1 au Th6oreme 2,
 on peut trouver une suite exacte

 0 - ( -* --+ 0.

 La suite de complexes: 0 -* C(ll, GI) -+ C(ll, Ox) -+ C(11, 5i) -> 0 est exacte;
 en effet, cela revient a dire que toute section de 5 sur un Uo... i.q est image d'une
 section de Qx sur Uo... iq, ce qui resulte du Corollaire 2 a la Proposition 7, appli-
 qu 'a la variete irreductible Uo0...iq . Cette suite exacte de complexes donne nais-
 sance a une suite exacte de cohomologie:

 Hq ( I 0 ) ,- Hq (U ) Hq + (U, (R)*.*.
 et comme Hq(ll Oex) = -Hq+(, GI) = 0 pour q > 0 d'apres la Proposition 7,
 on en conclut que Hq(U, 3Y) = 0.
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 Passons maintenant au cas g6n6ral. On peut plonger X comme sous-vari6t6
 ferm6e dans un espace affine KT; d'aprbs le Corollaire 3 a la Proposition 7, les
 fonctions Qi sont induites par des polynomes Pi; soit d'autre part R, un sys-
 teme fini de g6n6rateurs de l'id6al I(X). Les fonctions Pi, Rj ne s'annulent pas
 simultan6ment sur Kr, donc d6finissent un recouvrement ouvert U' de KT; soit

 F' le faisceau obtenu en prolongeant 5f par 0 en dehors de X; en appliquant ce
 que nous venons de d6montrer A 1'espace K7, aux fonctions Pi, R, , et au faisceau
 af, on voit que H'(U', W') = 0 pour q > 0. Comme on v6rifie imm6diatement que
 le complexe C(U', W') est isomorphe au complexe C(l1, 5Y), il s'ensuit bien que

 H'(, 5) = 0, cqfd.
 COROLLAIRE 1. Si X est une variete affine, et 5: un faisceau algebrique coherent

 sur X, on a H'(X, 5) = 0 pour tout q > 0.
 En effet les recouvrements du type utilis6 dans le th6oreme pr6c6dent sont

 arbitrairement fins.

 COROLLAIRE 2. Soit 0 -+ ct -( 63 -- e -+ 0 une suite exacte de faisceaux sur
 une variete' affine X. Si le faisceau t est algebrique coherent, l'homomorphisme
 r(x, 63) - rF(x, e) est surjectif.

 Cela r6sulte du Corollaire 1, oA l'on fait q = 1.

 47. Recouvrements des varietes algebriques par des ouverts affines.

 PROPOSITION 8. Soit X une varie'te' affine, et soit U = { U ia un recouvrement
 fini de X par des ouverts affines. Si 5Y est un faisceau algebrique coherent sur X,
 on a H'(U, 5Y) = 0 pour tout q > 0.

 D'apres la Proposition 3, il existe des fonctions r6gulieres Pi sur X telles que
 le recouvrement Q3 = {Xpj } soit plus fin que U. Pour tout (io, **, ip),
 le recouvrement Q o ... *p induit par Q sur U0o...*.p est d6fini par les restrictions
 des P, a UMO... ip; comme Uj0... p est une vari6t6 affine d'apres la Proposition 1,
 on peut lui appliquer le Th6oreme 3, et on en conclut que H'(Qio3... i, )J) = 0
 pour tout q > 0. Appliquant alors la Proposition 5 du no 29, on voit que

 H (U) j) = Hq(QT, i),

 et, comme Hq(Q3, jY) = 0 pour q > 0 d'apres le Th6oreme 3, la Proposition est
 d6montr6e.

 THE1OREME 4. Soient X une variete algebrique, 9: un faisceau algebrique coherent

 sur X, et U = { Ui} Iij un recouvrement fini de X par des ouverts affines. L'homo-
 morphisme a(U): H'(U, F) -> H'(X, 9J) est bijectif pour tout n > O.

 Consid6rons la famille Q3a des recouvrements finis de X par des ouverts affines.
 D'apres le corollaire au Th6orbme 1, ces recouvrements sont arbitrairement fins.

 D'autre part, pour tout systeme (io, ***, ip), le recouvrement W...jp induit
 par Va sur UMO... ip est un recouvrement par des ouverts affines, d'apres la Pro-
 position 1; d'apres la Proposition 8, on a done Hq(Q.'i ... i,, Xj) = 0 pour q > 0.
 Les conditions (a) et (b) du Th6oreme 1, no 29, 6tant v6rifi6es, le th6oreme en
 r6sulte.

 THE1OREME 5. Soient X une variete algebrique, et U = {IU ijI un recouvrement
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 fini de X par des ouverts affines. Soit 0 -* ci -- 6o -- e -> 0 une suite exacte de
 faisceaux sur X, le faisceau a etant algebrique coherent. L'homomorphisme cano-

 nique Ho(U, C) -* H(U, C) (cf. no 24) est bijectif pour tout q > 0.
 II suffit 6videmment de montrer que Co(U, C) = C(U, C), c'est-a-dire que

 toute section de e au-dessus de Uo... tq est image d'une section de 6 au-dessus
 de Ujo... iq, ce qui r6sulte du Corollaire 2 au Th6orbme 3.

 COROLLAIRE 1. Soit X une variete algebrique, et soit 0 -( Q -* 6 -> e -O 0
 une suite exacte de faisceaux sur X, le faisceau at etant algebrique coherent. L'homo-
 morphisme canonique Ho(X, C) -? H'(X, C) est bijectif pour tout q ? 0.

 C'est une consequence imm6diate des Th6oremes 1 et 5.
 COROLLAIRE 2. On a une suite exacte:

 -* * * H(X, o) -> Hq(X, C) -v Hq+1(X, a) -_ H+1(X, G!)

 ?4. Correspondance entre modules de type fini et faisceaux algebriques coherents

 48. Faisceau associe a un module. Soient V une vari6t6 affine, 0 le faisceau
 des anneaux locaux de V; 1'anneau A = r(V, 0) sera appel6 l'anneau de coor-
 donnees de V, c'est une algebre sur K qui n'a pas d'autre 6e6ment nilpotent
 que 0. Si V est plong6e comme sous-vari6t6 ferm6e dans un espace affine KT, on
 sait (cf. no 44) que A s'identifie a I'algbbre quotient de K[X1, * **, X,] par
 l'id6al des polyn6mes nuls sur V; il s'ensuit que l'algbbre A est engendree par
 un nombre fini d'6l6ments.

 Inversement, on v6rifie ais6ment que, si A est une K-algebre commutative
 sans el6ment nilpotent (autre que 0) et engendr6e par un nombre fini d'6l6ments,
 il existe une vari6te affine V telle que A soit isomorphe a r(V, 0); de plus V est
 d6terminee a un isomorphisme pres par cette propri6t6 (on peut identifier V A
 1'ensemble des caracteres de A, muni de la topologie usuelle).

 Soit M un A-module; M d6finit sur V un faisceau constant, que nous noterons
 encore M; de meme A d6finit un faisceau constant, et le faisceau M peut 8tre
 consid6r6 comme un faisceau de A-modules. Posons a(M) = 0 OA M, le fais-
 ceau 0 6tant aussi consid6r6 comme un faisceau de A-modules; il est clair que

 a(M) est un faisceau alg6brique sur V. De plus, si (p:M -> M' est un A-homo-
 morphisme, on a un homomorphisme (p) = 1 wO: a(M) -+ a(M'); en d'autres
 termes, a(M) est un foncteur covariant du module M.

 PROPOSITION 1. Le foncteur a (M) est exact.
 Soit M -M' - M une suite exacte de A-modules. Il nous faut voir que la

 suite a(M) -- a(M') -- a(M") est exacte, autrement dit que, pour tout x e V,
 la suite:

 Ox OA M -* Ox OA M'-- Ox OA M"

 est exacte.

 Or Ox n'est pas autre chose que l'anneau de fractions As de A, S 6tant l'en-
 semble des f c A tels que f(x) $ 0 (pour la definition d'un anneau de fractions,
 cf. [8], [12] ou [13]). La Proposition 1 est donc un cas particulier du r6sultat
 suivant:
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 LEMME 1. Soient A un anneau, S une partie multiplicativement stable de A ne
 contenant pas 0, As l'anneau de fractions de A relativement 4 S. Si M - M' -M
 est une suite exacte de A-modules, la suite A sGAM -?+ AMs A M' -?+ A GAM" est
 exacte.

 D6signons par Ms l'ensemble des fractions m/s, avec m e M, s e S, deux frac-
 tions m/s et m'/s' 6tant identifi6es s'il existe s" e S tel que s" (s'* m - s i m') = 0;
 on voit facilement que Ms est un As-module, et que l'application

 a/s 0 m -+ a*m/s

 est un isomorphisme de As 0 AM sur Ms; on est donc ramen6 A montrer que la
 suite

 Ms - Ms - Ms

 est exacte, ce qui est imm6diat.
 PROPOSITION 2. Q(M) = 0 entratine M = 0.
 Soit m un 6l6ment de M; si c(M) = 0, on a 1 G m = 0 dans Ox GA M pour

 tout x E V. D'apres ce qui pr6cede, 1 G m = 0 6quivaut a l'existence d'un 616-
 ment s e A, s(x) $ 0, tel que s m = 0; l'annulateur de m dans M n'est donc
 contenu dans aucun ideal maximal de A, ce qui entraline qu'il est 6gal k A,
 d'otm = 0.

 PROPOSITION 3. Si M est un A-module de type fini, Q(M) est un faisceau alge-
 brique cohrent sur V.

 Puisque M est de type fini et que A est noeth6rien, M est isomorphe au cono-
 yau d'un homomorphisme :A' -> A', et a(M) est isomorphe au conoyau de
 (p): (Aq) (-? (AP). Comme at(Ap) = op et Q(Aq) = 0q, il en r6sulte bien
 que a(M) est coh6rent.

 49. Module associe & un faisceau algebrique. Soit 9: un faisceau alg6brique sur
 V, et soit r(aJ) = r(V, 5F); puisque 5F est un faisceau de 0-modules, r(9J) est
 muni d'une structure naturelle de A-module. Tout homomorphisme alg6brique
 *: 9 d6finit un A-homomorphisme r(jo): r(aJ) -> r (). Si l'on a une suite
 exacte de faisceaux alg6briques coh6rents 9J -- 9 -* 3C, la suite

 r(aY) -, r () - rP(3c)

 est exacte (no 45); en appliquant ceci A une suite exacte op -* : -, 0, on voit que
 r(gJ) est un A-module de type fini si F est coh6rent.

 Les foncteurs a(M) et r(aJ) sont "r6ciproques" l'un de l'autre:
 THE1ORPME 1. (a) Si M est un A-module de type fini, r(et(M)) est canonique-

 ment isomorphe a M.
 (b) Si 9: est un faisceau algebrique coh~rent sur V, e(r (9)) est canoniquement

 isomorphe 4 9F.
 D6montrons d'abord (a). Tout 6l6ment m cM d6finit une section a(m) de

 at(M) par la formule: a(m)(x) = 1 0 m E 03a GA M; d'o'i un homomorphisme
 a:M -* r(a(M)). Lorsque M est un module libre de type fini, a est bijectif
 (il suffit de le voir lorsque M = A, auquel cas c'est 6vident); si M est un
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 module de type fini quelconque, il existe une suite exacte L1 L- -* M 0, oil
 Lo et L' sont libres de type fini; la suite Q(L') -? Q(L?) -? ct(M) 0 est
 exacte, done aussi la suite r(a (L')) - r -((L)) r(a(M)) >0. Le diagramme
 commutatif:

 Lo L? M O

 al 1 a4 a4
 r(a(L')) r(a(L0)) r(a(M)) 0

 montre alors que a:M -? r(a(M)) est bijectif, ce qui d6montre (a).
 Soit maintenant 9: un faisceau alg6brique eoh6rent sur V. Si l'on associe a tout

 s e r(gY) l'6l6ment s(x) e x, on obtient un A-homomorphisme: r(aY) -> 9 qui
 se prolonge en un O,-homomorphisme 13w: Ox 0 GA P() -* a ; on v6rifie facilement
 que les i3x forment un homomorphisme de faisceaux 3: a (r(fi)) -> 9Y. Lorsque
 3f = Op, l'homomorphisme ,3 est bijectif; il en r6sulte, par le meme raisonne-
 ment que ci-dessus, que ,3 est bijectif pour tout faisceau alg6brique coh6rent
 5, ce qui d6montre (b).

 REMARQUES. (1) On peut 6galement d6duire (b) de (a); cf. no 65, d6monstra-
 tion de la Proposition 6.

 (2) Nous verrons au Chapitre III comment il faut modifier la correspondance
 pr6c6dente lorsqu'on 6tudie les faisceaux coh6rents sur l'espace projectif.

 50. Modules projectifs et espaces fibres a fibres vectorielles. Rappelons

 ([6], Chap. I, th. 2.2) qu'un A-module M est dit projectif s'il est facteur direct
 d'un A-module libre.

 PROPOSITION 4. Soit M un A-module de type fini. Pour que M soit projectif,

 il faut et il suffit que le O..-module O., OA M soit libre pour tout x E V.
 Si M est projectif, Ox GA M est Ox-projectif, done O-1ibre puisque Ox est un

 anneau local (cf. [6], Chap. VIII, th. 6.1').

 R6ciproquement, si tous les Ox O A M sont libres, on a

 dim (M) = Sup dim.,V (O. OA M) = 0 (cf. [6], Chap. VII, Exer. 11),

 ce qui entraine que M est projectif ([6], Chap. VI, ?2).
 Remarquons que, si 9: est un faisceau alg6brique coh6rent sur V, et si Tx est

 isomorphe A Op, 9: est isomorphe a Op au-dessus d'un voisinage de x; si cette
 propri&t6 est v6rifi6e en tout point x e V, le faisceau 9: est donc localement iso-
 morphe a un faisceau Op, l'entier p restant constant sur toute composante con-
 nexe de V. En appliquant ceci au faisceau Q(M), on obtient:

 COROLLAIRE. Soit 9: un faisceau algebrique coherent sur une variete affine connexe
 V. Les trois proprietes suivantes sont equivalentes:

 (i) r (9) est un A-module projectif.
 (ii) 9: est localement isomorphe 4 un faisceau O'.
 (iii) 9Y est isomorphe au faisceau des germes de sections d'un espace fibre alge-

 brique 4 fibre vectorielle de base V.
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 En outre, l'application E -- r(s(E)) (E d6signant un espace fibr6 A fibre vec-
 torielle) met en correspondance biunivoque les classes d'espaces fibres et les
 classes de A-modules projectifs de type fini; dans cette correspondance, un es-
 pace fibr6 trivial correspond a un module libre, et r6ciproquement.

 Signalons que, lorsque V = K' (auquel cas A = K[X1, ***, X,]), on ignore
 s'il existe des A-modules projectifs de type fini qui ne soient pas libres, ou, ce
 qui revient au m~me, s'il existe des espaces fibres alg6briques a fibres vectorielles,
 de base K7, et non triviaux.

 CHAPITRE III. FAISCEAUX ALGE1BRIQUES COHIKRENTS SUR LES VARIETE'S
 PROJECTIVES

 ?1. Varietes projectives

 51. Notations. (Les notations introduites ci-dessous seront utilis6es sans rMfM-
 rence dans toute la suite du chapitre).

 Soit r un entier > 0 et soit Y = K r+ _ IO }; le groupe multiplicatif K* des
 6l6ments $ 0 de K opere sur Y par la formule:

 AjO' - * * * Xlr) = (XAJtO, .. * x r)

 Deux points y et y' seront dits equivalents s'i] existe X E K* tel que y' = Xy;
 l'espace quotient de Y par cette relation d'equivalence sera not6 Pr(K), ou sim-
 plement X; c'est l'espacc projectif de dimension r sur K; la projection canonique
 de Y sur X sera not6e ir.

 Soit I = IO, 1, * * *, r }; pour tout i e I, nous ddsignerons par ti la i-eme fonc-
 tion coordonn6e sur Kr+l, d6finie par la formule:

 ti(uO ). * * A XIr) = A2i

 Nous d6signerons par Vi le sous-ensemble ouvert de Kr+l form6 des points
 ott ti est $ 0, et par Uj l'image de Vi par 7r; les I UiI if forment un recouvrement
 U de X. Si i - I et j - I, la fonction tj/ti est reguliere sur Vi, et invariante par
 K*, donc d6finit une fonction sur Ui que nous noterons encore tj/ti; pour i
 fix6, les fonctions tj/ti, j # i, d6finissent une bijection 4ti: Ui -* Kt.

 Nous munirons Kr+l de sa structure de vari6t6 alg6brique, et Y de la structure
 induite. Nous munirons 6galement X de la topologie quotient de celle de Y:
 un sous-ensemble ferm6 de X est donc l'image par ir d'un cone ferm6 de Kr+l.
 Si U est ouvert dans X, nous poserons Au = r(K7r-(U), oy); c'est l'anneau des
 fonctions r6gulibres sur 7r-'(U). Soit A' le sous-anneau de Au form6 des 6lments
 invariants par K* (c'est-a-dire des fonctions homogbnes de degr6 0). Lorsque
 V D U, on a un homomorphisme de restriction ou: AO -A 4, et le systeme des
 (A? , pvu) d6finit un faisceau O. que l'on peut consid6rer comme un sous-faisceau
 du faisceau 9J(X) des germes de fonctions sur X. Pour qu'une fonction f, d6finie
 au voisinage de x, appartienne A 0,x , il faut et il suffit qu'elle coincide locale-
 ment avec une fonction de la forme P/Q, oi P et Q sont deux polynomes homo-
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 gbnes de meme degr6 en to, ... t , , avec Q(y) $ 0 pour y E 7r-'(x) (ce que nous
 6crirons plus brievement Q(x) $ 0).

 PROPOSITION 1. L'espace projectif X = Pr(K), muni de la topologie et du fais-

 ceau prec6dents, est une variete algebrique.
 Les Ui, i i I, sont des ouverts de X, et on v6rifie tout de suite que les bijec-

 tions 4,i: Ui -> K' d6finies ci-dessus sont des isomorphismes bir6guliers, ce qui
 montre que l'axiome (VA,) est satisfait. Pour d6montrer que (VA,,) 1'est aussi,
 il faut voir que la partie de Kr X Kr form6e des couples (4q(x), Vj(x)), ott
 x eUi n Uj, est fermee, ce qui ne presente pas de difficultes.

 Dans la suite, X sera toujours muni de la structure de variete algebrique qui

 vient d'etre definie; le faisceau ox sera simplement note 0. Une variete alge-
 brique V sera dite projective si elle est isomorphe a une sous-variete fermee d'un
 espace projectif. L'6tude des faisceaux alg6briques coherents sur les varietes
 projectives peut se ramener a l'etude des faisceaux algebriques coherents sur
 les Pr(K), cf. no 39.

 52. Cohomologie des sous-varietes de 1'espace projectif. Appliquons le

 Theoreme 4 du no 47 au recouvrement U = {IU i } , defini au no precedent:
 c 'est possible puisque chacun des Ui est isomorphe 'a K. On obtient ainsi:

 PROPOSITION 2. Si 3: est un faisceau algebrique coherent sur X = Pr(K), l'homo-
 morphisme o(U):H'(U, 3:) -* H'(X, 3:) est bijectif pour tout n ? 0.

 Puisque U est forme de r + 1 ouverts, on a (cf. no 20, corollaire a la Proposi-
 tion 2):

 COROLLAIRE. H (X, 3:) = 0 pour n > r.

 Ce dernier resultat peut etre generalise de la fagon suivante:
 PROPOSITION 3. Soit V une variete algebrique, isomorphe 4 une sous-variete

 localement fermee d'un espace projectif X. Soit a un faisceau algebrique coherent
 sur V, et soit W une sous-variete de V telle que a soit nul en dehors de W. On a
 alors H'(V, 3:) = 0 pour n > dim W.

 En particulier, prenant W = V, on voit que l'on a:
 COROLLAIRE. H (V, 3) = 0 pour n > dim V.

 Identifions V a une sous-variete localement ferm&e de X = Pr(K); il existe
 un ouvert U de X tel que V soit fermee dans U. Nous supposerons que W est
 fermee dans V, ce qui est evidemment licite; alors W est fermee dans U. Posons
 F = X - U. Avant de demontrer la Proposition 3, etablissons deux lemmes:

 LEMME 1. Soit k = dim W; il existe k + 1 polynomes homogenes Pi(to, ... tr),
 de degres >0, nuls sur F, et ne s'annulant pas simultanement sur W.

 (Par abus de langage, on dit qu'un polynome homogene P s'annule en un
 point x de Pr(K) s'il s'annule surr-i X) .

 Raisonnons par recurrence sur k, le cas ou k = -1 etant trivial. Choisissons
 un point sur chaque composante irreductible de W, et soit P1 un polynome
 homogene nul sur F, de degre > 0, et ne s'annulant en aucun de ces points (l'exis-
 tence de P1 resulte de ce que F est ferme, compte tenu de la definition de la
 topologie de Pr(K)). Soit WF' la sous-variete de TV formee des points xE W tels
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 que Pi(x) = 0; vu la construction de P1, aucune composante irreductible de
 W n'est contenue dans W', et iU s'ensuit (cf. no 36) que dim W' < k. En appli-
 quant l'hypothese de recurrence a W', on voit qu'il existe k polynomes homo-
 gbnes P2, * , Pk+l, nuls sur F, et ne s'annulant pas simultan6ment sur W';
 il est clair que les polynomes P1, * **, Pk+ verifient les conditions voulues.

 LEMME 2. Soit P(to, . * * , tr) un polynome homog~ne de degre n > 0. L'ensemble
 Xp des points x e X tels que P(x) $ 0 est un ouvert affine de X.

 Si l'on fait correspondre a tout point y = -(0, * * , /r) e Y le point d'un espace
 KN convenable qui a pour coordonndes tous les monomes Mo` * * * Mr,
 mr = n, on obtient, par passage au quotient, une application SPn X -* PN-1(K).
 I1 est classique, et d'ailleurs facile A verifier, que (pn est un isomorphisme bire-
 gulier de X sur une sous-vari6t6 fermee de PN-1(K) ("variete de Veronese");
 or (Pn transforme l'ouvert X, en le lieu des points de (Pn(X) non situ6s sur un
 certain hyperplan de PN-1(K); comme le complementaire d'un hyperplan est
 isomorphe a un espace affine, on en conclut que Xp est bien isomorphe a une
 sous-variet6 fermee d'un espace affine.

 Demontrons maintenant la Proposition 3. Prolongeons le faisceau 3Y par 0
 sur U - V; nous obtenons un faisceau algdbrique coherent sur U, que nous
 noterons encore a, et l'on sait (cf. no 26) que Hn(U, g) = Hn(V, 5;). Soient
 d'autre part P1, * **, Pk+, des polynomes homogenes verifiant les conditions
 du Lemme 1; soient Pk+2, * **, Ph des polynomes homogenes de degres > 0,
 nuls sur W u F, et ne s'annulant simultandment en aucun point de U - W
 (pour obtenir de tels polynomes, i; suffit de prendre un systeme de g6nerateurs
 homogenes de l'id6al d6fini par W u F dans K[to, * * * , tr]). Pour tout i, 1 < i < h,
 soit Vi l'ensemble des points x E X tels que Pi(x) # 0; on a V1 C U, et les
 hypotheses faites ci-dessus montrent que Q3 = { Vi } est un recouvrement ouvert
 de U; de plus, le Lemme 2 montre que les Vi sont des ouverts affines, d'ocu
 Hn(Q3, a) = Hn(U, g) = Hn(V, /Y) pour tout n ? 0. D'autre part, si n > k,
 et si les indices io, **, in sont distincts, l'un de ces indices est > k + 1, et
 Vio .. in ne rencontre pas W; on en conclut que le groupe des cochalnes alternees
 C'"(3, Y) est nul si n > k, ce qui entralne bien Hn(Q, s ) = 0, d'aprbs la Proposi-
 tion 2 du no 20.

 53. Cohomologie des courbes algebriques irreductibles. Si V est une variete
 alg6brique irreductible de dimension 1, les sous-ensembles fermes de V, dis-
 tincts de V, sont les sous-ensembles finis. Si F est une partie finie de V, et x un
 point de F, nous poserons V' = (V - F) u { x }; les VF, x e F, forment un re-
 couvrement ouvert fini $3F de V.

 LEMME 3. Les recouvrements 58 F du type precedent sont arbitrairement fins.

 Soit U = { U I ,, un recouvrement ouvert de V, que l'on peut supposer fini,
 puisque V est quasi-compact. On peut 6galement supposer Uj ? 0 pour tout
 i 6 I. Si l'on pose Fi = V - Ui, Fi est donc fini, et il en est de meme de
 F = Uz,E Fi . Montrons que 3F < U, ce qui demontrera le lemme. Soit x f F; il
 existe i e I tel que x o Fj, puisque les Uj recouvrent V; on a alors F - {x} D Fi,
 puisque F D Fj, ce qui signifie que 14 c Uj, et ddmontre bien que 93F < U
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 LEMME 4. Soient 3: un faisceau sur V, et F une partie finie de V. On a

 H n(3F, ) = 0

 pour n > 2.

 Posons W = V-F; il est clair que V n *** n = si les xo,*,x
 sont distincts et si n > 1. Si l'on pose G = r(W, 5F), il en r6sulte que le complexe

 altern6 C'(QF, 5;) est isomorphe, en dimensions > 12 A C'(S(F), G), S(F) design-
 ant le simplexe ayant F pour ensemble de sommets. I1 s'ensuit que

 H n(3F, iF) = Hn(S(F), G) = 0 pour n > 2,

 la cohomologie d'un simplexe 6tant triviale.

 Les Lemmes 3 et 4 entrainent evidemment:
 PROPOSITION 4. Si V est une courbe algebrique irrdductible, et 5V un faisceau

 quelconque sur V, on a Hn(V, 5) = 0 pour n > 2.
 REMARQUE. J'ignore si un r6sultat analogue au prec6dent est valable pour les

 variet6s de dimension quelconque.

 ?2. Modules gradues et faisceaux algebriques coherents sur l'espace projectif

 54. L'operation 5Y(n). Soit 5: un faisceau alg6brique sur X = Pr(K). Soit
 5: = 5(Ui) la restriction de 5: A Uj (cf. no 51); n designant un entier quelconque,
 soit Oij(n) l'isomorphisme de 5:j(Ui n Uj) sur 5i(Ui n Uj) d6fini par la multi-
 plication par la fonction tj7/t'; cela a un sens, puisque tjlti est une fonction r&-
 guliere sur Uj n Uj et a valeurs dans K*. On a 6ij(n) o Ojk(n) = Oik(n) en tout
 point de Uj n Uj n Uk; on peut donc appliquer la Proposition 4 du no 4, et
 l'on obtient ainsi un faisceau algebrique, note 3(n), d6fini par recollement des
 faisceaux 5fj = 5Y(Ui) au moyen des isomorphismes Oij(n).

 On a des isomorphismes canoniques: 5Y(0) 5 , 5Y(n)(m) 5;(n + m). De
 plus, 5Y(n) est localement isomorphe 'a 5, donc coherent si Y l'est; il en resulte
 6galement que toute suite exacte 9 - i* - 5" de faisceaux algebriques donne
 naissance a une suite exacte 5;(n) -4 '(n) -F"(n) pour tout n e Z.

 On peut appliquer ce qui pr6cede au faisceau 5J = 0, et l'on obtient ainsi les
 faisceaux 0(n), n e Z. Nous allons donner une autre description de ces faisceaux:
 si U est ouvert dans X, soit A' la partie de Au = r(7r-'(U), oy) form6e des fonc-
 tions homogenes de degr6 n (c'est-a-dire v6rifiant l'identit6 f(Xy) = X" f(y)
 pour X E K*, et y E 7r-'(U)); les A' sont des AO -modules, donc donnent naissance
 A un faisceau alg6brique, que nous designerons par 0'(n). Un element de 0'(n).,
 x E X, peut donc etre identifie a une fraction rationnelle P/Q, P et Q etant des
 polynomes homogenes tels que Q(x) $ 0 et que deg P - deg Q = n.

 PROPOSITION 1. Les faisceaux 0(n) et 0'(n) sont canoniquement isomorphes.
 Par definition, une section de 0(n) sur un ouvert U c X est un systeme (fi)

 de sections de 0 sur les U n U,, avec fi = (t /ti').fj sur U n Uj n Uj; les fj
 peuvent etre identifi6es a des fonctions r6gulieres et homogenes de degr6 0 sur
 les 7r-'(U) n x-'(Ui); posons gi = tn.fi; on a alors gi = gj en tout point de
 7r-1(U) n 7r-'(Ui) n 7r-'(Uj), donc les gi sont restrictions d'une fonction unique
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 g, reguliere sur 7r-K(U), et homogene de degr6 n. Inversement, une telle fonc-
 tion g d6finit un systeme (ft) en posant fi = g/t . L'application (fi) -* g est
 done un isomorphisme de O(n) sur O'(n).

 Dans la suite, nous identifierons le plus souvent O(n) et O'(n) au moyen de
 l'isomorphisme pr6c6dent. On observera qu'une section de O'(n) au-dessus de
 X n'est pas autre chose qu'une fonction r6gulibre sur Y et homogene de degr6
 n. Si lon suppose r _ 1, une telle fonction est identiquement nulle pour n < 0,
 et c'est un polyn6me homogene de degr6 n pour n ? 0.

 PROPOSITIoN 2. Pour tout faisceau algebrique 3V, les faisceaux 3Y(n) et V ?, 0 (n)
 sont canoniquement isomorphes.

 Puisque O(n) est obtenu a partir des Oi par recollement au moyen des Oij(n),
 3: 0 0(n) est obtenu a partir des ii 0 Oi par recollement au moyen des iso-
 morphismes 1 0 Oij(n); en identifiant ai 0 Oi A IVi, on retrouve bien la d6finition
 de 3(n).

 Dans la suite, nous ferons egalement l'identification de 3(n) et de 9: 0 O(n).

 55. Sections de 3(n). D6montrons d'abord un lemme sur les vari6t6s affines,
 qui est tout a fait analogue au Lemme 1 du no 45:

 LEMME 1. Soient V une variete affine, Q une fonction reguliere sur V, et VQ
 l'ensemble des points x e V tels que Q(x) # 0. Soit 5Y un faisceau algebrique coherent
 sur V, et soit s une section de 5Y au-dessus de VQ . Alors, pour tout n assez grand, il
 existe une section s' de 5Y au-dessus de V tout entier, telle que s' = Q's au-dessus
 de VQ.

 En plongeant V dans un espace affine, et prolongeant 5: par 0 en dehors de V,
 on se ramene au cas oil V est un espace affine, donc est irr6ductible. D'apres le
 Corollaire 1 au Th6oreme 2 du no 45, il existe un homomorphisme surjectif
 ,o: O' -+ 3V; d'apres la Proposition 2 du no 42, VQ est un ouvert affine, et il existe
 donc (no 44, Corollaire 2 a la Proposition 7) une section a de O' au-dessus de
 VQ telle que op(a) = S. On peut identifier a A un systeme de p fonctions r6gulieres
 sur VQ ; appliquant a chacune de ces fonctions la Proposition 5 du no 43, on voit
 qu'il existe une section a' de O' sur V telle que d' = Qna sur VQ, pourvu que n
 soit assez grand. En posant s' = p(o-'), on obtient bien une section de 9Y sur V
 telle que s' = Q's sur VQ .

 THE1ORtME 1. Soit 9: un faisceau algebrique coherent sur X = Pr(K). II existe
 un entier n(s) tel que, pour tout n _ n(s), et tout x e X, le O.-module 9T(n). soit
 engendre par les elements de P(x, a(n)).

 Par definition de 9T(n), une section s de 9T(n) sur X est un systeme (si) de
 sections de 9: sur les Us, verifiant les conditions de coherence:

 Si = (t7 /tX).sj sur Uj n Uj

 nous dirons que s5 est la i-eme composante de s.
 D'autre part, puisque Uj est isomorphe a K', il existe un nombre fini de sec-

 tions s? de 9: sur Ui qui engendrent 9:., pour tout x e Ui (no 45, Corollaire 1 au
 Theoreme 2); si, pour un certain entier n, on peut trouver des sections sa de
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 3Y(n) dont les i-emes composantes soient les Si I il est 6vident que r(X, 5Y(n))
 engendre 5Y(n)2 pour tout x e Ui. Le Th6oreme 1 sera donc d6montr6 si nous
 prouvons le Lemme suivant:

 LEMME 2. Soit si une section de 5V au-dessus de Ui . Pour tout n assez grand, il
 existe une section s de 53(n) dont la i-eme composante est 6gale 4 Si .

 Appliquons le Lemme 1 A la vari6t6 affine V = Uj, a la fonction Q = tiltj,
 et A la section si restreinte a Ui n Uj ; c'est licite, puisque ti/tj est une fonction
 r6guliere sur Uj dont le lieu des z6ros est Uj - Ui n Uj. On en conclut qu'il
 existe un entier p et une section s; de 5v sur Uj tels que s" = (t'I/tf).si sur Ui n Uj;
 pour j = i, ceci entraline s' = s', ce qui permet d'6crire la formule pr6c6dente
 Si (t=l/X).si

 Les s 6tant d6finies pour tout indice j (avec le meme exposant p), consid6rons
 5, - (t,'/t?).s' ; c'est une section de 5v sur Uj n Uk dont la restriction a
 Ui n Uj n Uk est nulle; en lui appliquant la Proposition 6 du no 43, on voit que,
 pour tout entier q assez grand, on a (tq/tq)(s - (tk,/tf).s") = 0 sur Uj n Uk
 Si on pose alors sj = (tq/tq).s , et n = p + q, la formule pr6c6dente s'6crit
 si= (tj/tl).Sk , et le systme s = (sj) est bien une section de 9Y(n) dont la
 i-eme composante est 6gale a si, cqfd.

 COROLLAIRE. Tout faisceau alg~brique coherent 9: sur X = Pr(K) est isomorphe
 4 un faisceau quotient d'un faisceau 0 (n)P, n et p 6tant des entiers convenables.

 D'apres le th6oreme qui pr6cede, il existe un entier n tel que 9Y(-n), soit
 engendr6 par r(x, 9Y(-n)) pour tout x E X; vu la quasi-compacit6 de X, cela
 6quivaut a dire que 9 (-n) est isomorphe a un faisceau quotient du faisceau
 op, p 6tant un entier >0 convenable. II en r6sulte alors que 9: 9(-n)(n) est
 isomorphe a un faisceau quotient de 0(n)P ; P(n).

 56. Modules gradues. Soit S = K[to, * , t,] l'algebre des polyn6mes en
 to . * tr; pour tout entier n > 0, soit Sn le sous-espace vectoriel de S form6
 par les polynomes homogenes de degr6 n; pour n < 0, on posera Sn = 0. L'alge-
 bre S est somme directe des Sn , n E Z, et l'on a Sp.Sq C Sp+q; autrement dit,
 S est une algebre graduee.

 Rappelons qu'un S-module M est dit gradue' lorsqu'on s'est donn6 une d6-
 composition de M comme somme directe: M = EneZ Mn, les Mn 6tant des
 sous-groupes de M tels que Sp.Mq c Mp+q, pour tout couple d'entiers (p, q).
 Un 6l6ment de Mn est dit homogene de degr6 n; un sous-module N de M est dit
 homogene s'i] est somme directe des N n Mn, auquel cas c'est un S-module
 gradu6. Si M et M' sont deux S-modules gradu6s, un S-homomorphisme

 : M -+M'

 est dit homogene de degre s si Vo(Mn) C Mn+8 pour tout n E Z. Un S-homomor-
 phisme homogene de degr6 0 sera appel6 simplement un homomorphisme.
 Si M est un S-module gradu6, et n un entier, nous noterons M(n) le S-module

 gradu6:

 M(n)- z M(n)p, avec M(n)v = Mn+p
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 On a done M(n) = M en tant que S-module, mais un 6l6ment homogene de

 degr6 p dans M(n) est homogene de degr6 n + p dans M; autrement dit, M(n)

 se d6duit de M en abaissant les degr6s de n unit6s.

 Nous d6signerons par e la classe des S-modules gradu6s M tels que Mn = 0
 pour n assez grand. Si A -> B -> C est une suite exacte d'homomorphismes de
 S-modules gradu6s, les relations A E e et C E C entrainent 6videmment B E e;
 autrement dit, e est bien une classe, au sens de [14], Chap. I. De fagon g6n6rale,
 nous utiliserons la terminologie introduite dans l'article pr6cit6; en particulier,

 un homomorphisme (: A -? B sera dit C-injectif (resp. e-surjectif) si Ker((p) E C
 (resp. si Coker(sp) e C), et C-bijectif s'il est a la fois C-injectif et C-surjectif.

 Un S-module gradu6 M est dit de type fini s'il est engendr6 par un nombre

 fini d'6l6ments; nous dirons que M verifie la condition (TF) s'il existe un entier
 p tel que le sous-module j,> p Mn de M soit de type fini; il revient au meme de
 dire que M est e-isomorphe A un module de type fini. Les modules v6rifiant
 (TF) forment une classe contenant C.

 Un S-module gradu6 L est dit libre (resp. libre de type fini) s'il admet une base
 (resp. une base finie) form6e d'6l6ments homogenes, autrement dit s'il est iso-

 morphe A une somme directe (resp. une somme directe finie) de modules S(ni).

 57. Faisceau algebrique associe a un S-module gradue. Si U est une partie

 non vide de X, nous noterons S(U) le sous-ensemble de S = K[to, *. *, tj
 form6 des polynomes homogenes Q tels que Q(x) $ 0 pour tout x E U; S(U)

 est un sous-ensemble multiplicativement stable de S, ne contenant pas 0. Pour
 U = X, on 6crira S(x) au lieu de S({x}).

 Soit M un S-module gradu6. Nous d6signerons par Mu l'ensemble des frac-
 tions m/Q, avec m E M, Q E S(U), m et Q 6tant homognes de meme degre; on

 identifie deux fractions m/Q et m'/Q' s'il existe Q" E S(U) tel que

 Q"(Q'.m- Q.m') = 0;

 il est clair que l'on d6finit bien ainsi une relation d'6quivalence entre couples

 (m, Q). Pour U = x, on 6crira M. au lieu de M,. .
 Appliquant ceci a M = S, on trouve pour Su l'anneau des fractions ration-

 nelles P/Q, oii P et Q sont des polyn6mes homogenes de meme degr6 et Q E S(U);
 si M est un S-module gradu6 quelconque, on peut munir Mu d'une structure de
 Su-module en posant:

 m/Q + m'/Q' = (Q'm + Qm')/QQ'

 (P/Q).(m/Q') = Pm/QQ'.
 Si U c V, on a S(V) c S(U), d'oA des homomorphismes canoniques

 PU: Mv - Mu;

 le systeme (Mu, pv), oii U et V parcourent les ouverts non vides de X, d6finit
 donc un faisceau que nous noterons a(M); on v6rifie tout de suite que

 lim' u m u =M
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 c'est-A-dire que a(M)., = M. On a en particulier a(S) = 0, et comme les
 Mu sont des Su-modules, il s'ensuit que a(M) est un faisceau de a(S)-modules,

 c'est-A-dire un faisceau algdbrique sur X. Tout homomorphisme p:M -*M'
 d6finit de fagon naturelle des homomorphismes S u-lin6aires u: Mu Mu-*
 d'oh un homomorphisme de faisceaux (io): a(M) -- a(M'), que nous noterons
 souvent w. On a 6videmment

 a(( + 0) = a((o) + a( ), a(1) = 1, ao o A) = a((o) o a

 L'op6ration (a(M) est donc un foncteur additif covariant, d6fini sur la cat6gorie
 des S-modules gradu6s, et a valeurs dans la cat6gorie des faisceaux alg6briques
 sur X.

 (Les d6finitions ci-dessus sont tout a fait analogues a celles du ?4 du Chap. II;
 on observera toutefois que Su n'est pas l'anneau de fractions de S relativement a
 S(U), mais seulement sa composante homogene de degr6 0.)

 58. Premieres proprietes du foncteur a(M).
 PROPOSITION 3. Le foncteur Ot(M) est un foncteur exact.

 Soit M A M' d M" une suite exacte de S-modules gradu6s, et montrons

 que la suite Mx A Mz M"' est aussi exacte. Soit m'/Q e un 6l6ment du
 noyau de ,3; vu la d6finition de M", il existe R e S(x) tel que R#(m') = 0; mais
 alors il existe m e M tel que a(m) = Rm', et l'on a a(m/RQ) = m'/Q, cqfd.

 (Comparer avec le no 48, Lemme 1.)

 PROPOSITION 4. Si M est un S-module gradug, et si n est un entier, a(M(n)) est
 canoniquement isomorphe a a (M) (n).

 Soient i c I, x z Uj, et m/Q EM(n),, avec m EM(n)p, Q e S(x), deg Q = p.
 Posons:

 71i 2(M/Q) = m/t1Q e Mx,

 ce qui est licite puisque m e M+p et tOQ e S(x). On voit imm6diatement que
 qi~x:M(n)x - Mx est bijectif pour tout x E Uj, et d6finit un isomorphisme
 7)j de a(M(n)) sur a(M) au-dessus de Uj . En outre, on a ji o a.1 = Oij(n) au-
 dessus de U; n Uj . Vu la d6finition de l'op6ration !Y(n), et la Proposition 4 du
 no 4, cela montre bien que (a(M(n)) est isomorphe A a(M)(n).

 COROLLAIRE. a(S(n)) est canoniquement isomorphe 4 0(n).
 En effet, on a d6ja dit que a(S) 6tait isomorphe A 0.

 (I1 est d'ailleurs 6vident directement que a(S(n)) est isomorphe a 0'(n),
 puisque 0'(n)x est justement form6 des fractions rationnelles P/Q, telles que deg
 P - degQ =n, etQ S(x).)

 PROPOSITION 5. Soit M un S-module gradue verifiant la condition (TF). Le
 faisceau algebrique (a(M) est alors un faisceau coherent, et, pour que (a(M) = 0,
 il faut et il suffit que M e e.

 Si M E e, pour tout m e M et tout x e X, il existe Q e S(x) tel que Qm = 0:
 il suffit de prendre Q de degre assez grand; on a donc M. = 0, d'ou' a(M) = 0.
 Soit maintenant M un S-module gradu6 v6rifiant la condition (TF); il existe un
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 sous-module homogene N de M, de type fini, tel que M/N e C; en appliquant ce
 qui precede, ainsi que la Proposition 3, on voit que (a(N) -> c,(M) est bijectif, et
 il suffit donc de prouver que (a(N) est coh6rent. Puisque N est de type fini, il

 existe une suite exacte L' Lo -> N -O 0, o;t Lo et L' sont des modules libres
 de type fini. D'apres la Proposition 3, la suite a(L') - (t(L0) - (t(N) -O 0 est
 exacte. Mais, d'aprZs le corollaire A la Proposition 4, 0(L?) et a(L') sont iso-
 morphes a des sommes directes finies de faisceaux 0(n,), donc sont coh6rents.
 II s'ensuit bien que a(N) est coh6rent.

 Soit enfin M un S-module gradu6 v6rifiant (TF), et tel que (i(M) = 0; vu
 ce qui pr&cWde, on peut supposer M de type fini. Si m est un 6l6ment homogene
 de M, soit am l'annulateur de m, c'est-a-dire l'ensemble des polyn6mes Q e S

 tels que Q.m = 0; il est clair que ,,m est un ideal homogbne. De plus, l'hypothese
 Mx = 0 pour tout x E X entraine que la vari6t6 des zdros de am dans Kr+l est
 vide oi r6duite a {O}; le th6orbme des z6ros de Hilbert montre alors que tout
 polyn6me homogene de degr6 assez grand appartient A am. Appliquant ceci A

 un systbme fini de g6n6rateurs de M, on en conclut aussit6t que Mp = 0 pour
 p assez grand, ce qui achbve la demonstration.

 En combinant les Propositions 3 et 5 on obtient:
 PROPOSITION 6. Soient M et M' deux S-modules gradu6s v6rifiant la condition

 (TF), et soit op:M -* M' un homomorphisme de M dans M'. Pour que

 ('re) : a (M) (X(M' )

 soit injectif (resp. surjectif, bijectif), il faut et il suffit que 'r soit e-injectif (resp.
 e-surjectif, e-bijectif).

 59. S-module gradue associe a un faisceau algebrique. Soit 9: un faisceau
 alg6brique sur X, et posons:

 r (a) = EnEZ r(oY)n, avec r(gf) = r(X, ZF(n)).

 Le groupe r(gY) est un groupe gradu6; nous allons le munir d'une structure de
 S-module. Soit s e r(X, fY(q)) et soit P E sp; on peut identifier P A une section
 de 0(p) (cf. no 54), donc P 0 s est une section de 0(p) 0 9Y(q) = 9Y(q)(p) =
 9Y(p + q), en utilisant les isomorphismes du no 54; nous avons ainsi d6fini une
 section de 9Y(p + q) que nous noterons P.s au lieu de P 0 s. L'application
 (P, s) -* P.s munit r(51) d'une structure de S-module compatible avec sa
 graduation.

 On peut aussi d6finir P.s au moyen de ses composantes sur les Uj: si les
 composantes de s sont si e r(Ui, 5), avec si = (t1/t6).sj sur Uj n Uj, on a
 (P.s), = (P/t?).si, ce qui a bien un sens, puisque P/t? est une fonction r6guliere
 sur Ui.

 Pour pouvoir comparer les foncteurs a(M) et r(gY) nous allons d6finir deux
 homomorphismes canoniques:

 a: * -- rv (M))~w et a * r Sta)z -- a
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 DEFINITION DE a. Soit M un S-module gradu6, et soit m e Mo un 6e6ment
 homogene de degr6 0 de M. L'6l6ment m/1 est un 6l6ment bien d6fini de M.,
 et Varie continuiment avec x E X; done m d6finit une section a(m) de (a(M).

 Si maintenant m est homogene de degr6 n, m est homogene de degr6 0 dans

 M(n), done d6finit une section a(m) de (a(M(n)) = (t(M)(n) (cf. Proposition
 4). D'ou' la d6finition de a:M -* F(a(M)), et il est imm6diat que c'est un homo-
 morphisme.

 DEJFINITION DE /. Soit 5Y un faisceau alg6brique sur X, et soit s/Q un 6l6ment
 de r(cF)x, avec s E r(X, 5(n)), Q e Sn, et Q(x) $ 0. La fonction 1/Q est homo-
 gene de degr6 -n, et r6guliere en x, c'est done une section de 0(-n) au voisi-
 nage de x; il s'ensuit que 1/Q 0 s est une section de 0(-n) 0 5V(n) = 5V au voi-

 sinage de x, done d6finit un 6l6ment de 5-, que nous noterons f3,(s/Q), car il
 ne d6pend que de s/Q. On peut 6galement d6finir fl en utilisant les composantes

 si de s: si x e Ui, fl,(s/Q) = (t,/Q).si(x). La collection des homomorphismes ,l
 d6finit 1'homomorphisme fi: a(r (5v)) -, 5.

 Les homomorphismes a et 3 sont reli6s par les Propositions suivantes, qui se
 d6montrent par un calcul direct:

 PROPOSITION 7. Soit M un S-module gradue. Le compose des homomorphismes

 0,(M) >-) (ir((i(M))) >-) 0(M) est l'identite'.
 (Le premier homomorphisme est d6fini par a:M -) r(a(M)), et le second est

 fi, appliqu6 a 5: = al(M).)
 PROPOSITION 8. Soit 5: un faisceau algebrique sur X. Le compose des homo-

 morphismes r(oY) -+ r(a(r(oY))) -* r(5Y) est l'identitM.
 (Le premier homomorphisme est a, appliqu6 a M = r(aV), tandis que le

 second est d6fini par f3: a(r(5)) - 5.)
 Nous montrerons au no 65 que : a (r(5Y)) -> , est bijectif si 5: est coh6rent,

 et que a:M -* r(a(M)) est C-bijectif si M v6rifie la condition (TF).

 60. Cas des faisceaux algebriques coherents. Demontrons d'abord un r6sultat
 preliminaire:

 PROPOSITION 9. Soit S un faisceau algebrique sur X, somme directe d'un nombre
 fini de faisceaux 0 (ni). Alors r(2) verifie (TF), et f3: Q(rF()) -* S est bijectif.

 On se ramene tout de suite a S = 0 (n), puis 'a = 0. Dans ce cas, on sait
 que r(o(p)) = Sp pour p _ 0, donc on a S c r(0), le quotient appartenant
 a e. II s'ensuit d'abord que r(o) v6rifie (TF), puis que (r (o)) = a (S) = 0,

 cqfd.

 (On observera que 1'on a r(0) = S si r ? 1; par contre, si r = O, r(0) n'est
 meme pas un S-module de type fini.)

 THE'ORhME 2. Pour tout faisceau algebrique coherent 5Y sur X, il existe un
 S-module gradue M, vdrifiant (TF), tel que (i(M) soit isomorphe a 5v.

 D'apres le corollaire au Th6orbme 1, il existe une suite exacte de faisceaux
 alg6briques:

 ? - ? - ff - 0
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 oi ?' et 20 verifient les hypothbses de la Proposition pr6c6dente. Soit M le
 conoyau de l'homomorphisme r(,o): r(2') -* r(20); d'apres la Proposition 9,
 M v6rifie la condition (TF). En appliquant le foncteur a a la suite exacte:

 r(21) -) r (.o) -) M O--.
 on obtient la suite exacte:

 a(r(2e)) -- a(r(sc0)) -, a(M) O.
 Consid6rons le diagramme commutatif suivant:

 a(r(L')) , a(r(Lo)) , a(M) > O

 ? -

 D'apres la Proposition 9, les deux homomorphismes verticaux sont bijectifs.
 II en r6sulte que cl(M) est isomorphe a 5, cqfd.

 ?3. Cohomologie de l'espace projectif a valeurs dans un faisceau algebrique
 coherent

 61. Les complexes Ck(M) et C(M). Nous conservons les notations des n08
 51 et 56. En particulier, I d6signera l'intervalle {0, 1, *.., r }, et S d6signera

 l'algebre gradu6e K[to , , * * , tj.
 Soient M un S-module gradu6, k et q deux entiers ?0; nous allons d6finir un

 groupe C'(M): un 6e6ment de C'(M) est une application

 (io * . I, iq) m(iO .. ) iq)
 qui fait correspondre a toute suite (io, * **, iq) de q + 1 6e6ments de I un
 6l6ment homogene de degr6 k(q + 1) de M, d6pendant de fagon altern6e de
 io, *.. * iq . En particulier, on a m(io ... iq) = 0 si deux des indices io, , i" sont
 6gaux. On d6finit de fagon 6vidente l'addition dans Cq(M), ainsi que la multi-
 plication par un 6e6ment X E K, et Ckq(M) est un espace vectoriel sur K.

 Si m est un 6e6ment de Ckq(M), definissons dm E Cq+1(M) par la formule:

 (dm)(io iq.i+l) = jO (-) tki ..m(io* iq+l)

 On verifie par un calcul direct que d o d = 0; donc, la somme directe
 Ck(M) = qo C(M), munie de l'op6rateur cobord d, est un complexe, dont
 le q-eme groupe de cohomologie sera not6 Hk(M).

 (Signalons, d'apres [11], une autre interpretation des 6e6ments de Ck(M):
 introduisons r + 1 symboles diff6rentiels dxo, * *, dXr , et faisons correspondre
 'a tout m E Cq(M) la "forme diff6rentielle" de degr6 q + 1:

 ?m = o< .<iq m(io ... **i) dxio A * A dxiq,
 Si l'on pose ak = Zi:o tk dxi, on voit que l'on a:

 Wdm = ak A com 7
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 autrement dit, l'op6ration de cobord se transforme en la multiplication ext6rieure
 par la forme ak).

 Si h est un entier > k, soit ph: Ck(M) -> Ch(M) 1'homomorphisme d6fini par
 la formule:

 pk(m)(io * jq) = (tio ti )hmk(io iq). .

 On a Pk d = d o Pk. et P ? = Pk si k < h < 1. On peut donc d6finir le
 complexe C(M), limite inductive du systeme (Ck(M), Pk) pour k + oo. Les
 groupes de cohomologie de ce complexe seront not6s H'(M). Puisque la cohomo-
 logie commute avec les limites inductives (cf. [6], Chap. V, Prop. 9.3*), on a:

 q(M)= 1imk Hq(M).

 Tout homomorphisme p: M -* M' d6finit un homomorphisme

 IP: Ck (M) -) Ck (M )

 par la formule: ,(m)Kio ... iq) = (o(m(io ... iq)), d'ou', par passage a la limite,
 ,p: C(M) -* C(M'); de plus ces homomorphismes commutent avec le cobord, et
 d6finissent done des homomorphismes

 ,p: Hq(M) -+H'(M') et p,: Hq (M) ,Hq(M,).

 Si l'on a une suite exacte 0 -+ M -M' - M - 0, on a une suite exacte de
 complexes 0 > Ck(M) -- Ck(M') -- Ck(M") -> 0, d'oA une suite exacte de
 cohomologie:  - q *H(MI) -- H'(M") -+ Hq+1(M) -* Hq+1(M')
 Memes r6sultats pour C(M) et les Hq(M).

 REMARQUE. Nous verrons plus loin (cf. no 69) que l'on peut exprimer les Hk(M)
 au moyen des Extqs.

 62. Calcul des Hq(M) pour certains modules M. Soient M un S-module gradu6,
 et m e M un 6l6ment homogene de degr6 0. Le systeme des (tk.m) est un 0-cocycle
 de Ck(M), que nous noterons ak(m), et que nous identifierons A sa classe de
 cohomologie. On obtient ainsi un homomorphisme K-lin6aire ak: Mo -H(M);
 comme a = P ak si h > k les ak d6finissent par passage A la limite un homo-
 morphisme a:Mo -* H?(M).

 Introduisons encore deux notations:
 Si (PO, * **, Ph) sont des 6l6ments de S, nous noterons (Po, , Ph)M le

 sous-module de M form6 des 6l6ments -h~ P.mi, avec mi e M; si les Pi sont
 homogenes, ce sous-module est homogbne.

 Si P est un 6l6ment de S, et N un sous-module de M, nous noterons N:P le
 sous-module de M form6 des 6l6ments m e M tels que P.m e N; on a 6videmment
 N: P D N; si N et P sont homogenes, N: P est homogene.

 Ces notations etant precisees, on a:
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 PROPOSITION 1. Soient M un S-module gradu6 et k un entier 20. Supposons
 que, pour tout i e I, on ait:

 (to, * k _J)M: tk = (to, * k ,t_)

 Alors:

 (a) ak:MO Ho(M) est bijectif (si r > 1).
 (b) H'(M) =0 pour 0 <q <r.
 (Pour i = 0, l'hypothbse signifie que t0.m = 0 entraine m = 0.)
 Cette Proposition est un cas particulier d'un r6sultat dft A de Rham [11] (le

 r6sultat de de Rham 6tant d'ailleurs valable meme si l'on ne suppose pas les
 m(io- iq) homogbnes). Voir aussi [6], Chap. VIII, ?4, oi est traite un cas
 particulier, suffisant pour les applications que nous allons faire.

 Nous allons appliquer la Proposition 1 au S-module gradu6 S(n):
 PROPOSITION 2. Soient k un entier >0 n un entier quelconque. Alors:
 (a) ak: Sn HO(S(n)) est bijectif (si r > 1).
 (b) Hk(S(n)) = 0 pour 0 < q < r.
 (c) H'(S(n)) admet pour base (sur K) les classes de cohomologie des mon6mes

 too . . . torr avec 0 < a ai < k et Zoai=k(r + 1) + n.
 II est clair que le S-module S(n) v6rifie les hypotheses de la Proposition 1, ce

 qui d6montre (a) et (b). D'autre part, pour tout S-module gradu6 M, on a
 Hr(M) = Mk(r+1)/(to , * **, tk)Mkr ; or les monomes

 to ?.*.. trr a > 0, :: cai = k(r + 1) + n,

 forment une base de S(n)k(r+l) I et ceux de ces monomes pour lesquels l'un au
 moins des ai est > k forment une base de (to, * , 4)S(n)kr; d'oA (c).

 I1 est commode d'6crire les exposants ai sous la forme ai = k - 0. Les condi-
 tions 6nonc6es dans (c) s'6crivent alors:

 O i < k et it-O~i = -n.

 La deuxi~me condition, jointe a f3i > 0, entraine f3i _ -n - r; si donc
 k > -n - r, la condition Ii _ k est cons6quence des deux pr6c6dentes. D'ou':

 COROLLAIRE 1. Pour k _ -n - r, H'(S(n)) admet pour base les classes de
 cohomologie des mondmes (to ... tr)k/t?O ... er , avec Oi > 0 et Ei:or = -n.

 On a 6galement:
 COROLLAIRE 2. Si h > k _ -n - r, l'homomorphisme

 Pk: Hk( S(n) ) +Hh ( S (n) )

 est bijectif pour tout q ? 0.
 Pour q $ r, cela r6sulte des assertions (a) et (b) de la Proposition 2. Pour

 q = r, cela r6sulte du Corollaire 1, compte tenu de ce que Pk transforme

 (to . . . tr)k/tlo * * t' en (to . . . t7)h/too . . . to,

 COROLLAIRE 3. L'homomorphisme a S. -> H0(S(n)) est bijectif si r > 1,
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 ou si n > 0. On a H"(S(n)) = 0 pour 0 < q < r, et Hr(S(n)) est un espace vec-

 toriel de dimension (n ) sur K.
 r

 L'assertion relative A a r6sulte de la Proposition 2, (a), dans le cas oA r > 1;
 elle est imm6diate si r = 0 et n > 0. Le reste du Corollaire est une cons6quence

 6vidente des Corollaires 1 et 2 (en convenant que le coefficient bindmial (a) est

 nul si a < r).

 63. Proprietes generales des H'(M).
 PROPOSITION 3. Soit M un S-module gradue verifiant la condition (TF). Alors:
 (a) Il existe un entier k(M) tel que ph: H(M) _+ H,(M) soit bijectif pour

 h _ k _ k(M) et q quelconque.
 (b) Hq(M) est un espace vectoriel de dimension finie sur K pour tout q > 0.
 (c) Il existe un entier n(M) tel que, pour n > n(M), a:Mn -+ H?(M(n)) soit

 bijectif, et que Hq(M(n)) soit nul pour tout q > 0.
 On se ramene tout de suite au cas oA M est de type fini. Nous dirons alors que

 M est de dimension <s (s 6tant un entier >0) s'il existe une suite exacte:

 0 L8 -L8* -* * L A M- 0,

 oA les Lt soient des S-modules gradu6s libres de type fini. D'apres le th6oreme
 des syzygies de Hilbert (cf. [61, Chap. VIII, th. 6.5), cette dimension est toujours
 _r+1.
 Nous d6montrerons la Proposition par recurrence sur la dimension de M. Si

 elle est 0, M est libre de type fini, i.e. somme directe de modules S(ni), et la
 Proposition r6sulte des Corollaires 2 et 3 a la Proposition 2. Supposons que M
 soit de dimension < s, et soit N le noyau de Lo -* M. Le S-module gradu6 N est
 de dimension <s - 1, et l'on a une suite exacte:

 0 -+N -+L-+ M -+0.

 Vu l'hypothbse de recurrence, la Proposition est vraie pour N et Lo. En appli-
 quant le lemme des cinq ([7], Chap. I, Lemme 4.3) au diagramme commutatif:

 H q(N) Hq(L?) H q(M) ffq+l (N) ffq+l(L?)

 H q(N) Hq(Lp) H q(M) Hq+ (N) Hqal(LO))
 oA h > k > Sup(k(N), k(L?)), on d6montre (a), d'oA 6videmment (b), puisque
 les Hq(M) sont de dimension finie sur K. D'autre part, la suite exacte

 Hq(L?(n)) -+I-q(M(n)) -+I-q+'(N(n))
 montre que Hq(M(n)) = 0 pour n > Sup(n(L?), n(N)). Consid6rons enfin le dia-
 gramme commutatif:

 0 Nn Ln Mn 0

 1 a1 a1 aj {
 0 H0(N(n)) H0(LV(n)) - H0(M(n)) H-(N(n));
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 pour n > n(N), on a H'(N(n)) = 0; on en d6duit que a:Mn -+ H?(M(n)) est
 bijectif pour n > Sup(n(L?), n(N)), ce qui achbve la demonstration de la Pro-
 position.

 64. Comparaison des groupes H'(M) et H'(X, (a(M)). Soit M un S-module
 gradu6, et soit (a(M) le faisceau alg6brique sur X = P,(K) d6fini A partir de M
 par le proc6d6 du no 57. Nous allous comparer C(M) avec C'(U, (a(M)), com-

 plexe des cochaines altern6es du recouvrement U = {IU} j, a valeurs dans le
 faisceau a (M).

 Soit m E Ck(M), et soit (io, * 4,) une suite de q + 1 6l6ments de I. Le
 polynome (tio .. tiq)k appartient visiblement a S(Ui0...q), avec les notations
 du no 57. Il en resulte que m(io ... iq)/(tio.. tiq)k appartient a Mu, oui
 U = U qo . , done d6finit une section de a (M) au-dessus de Uio.,.X . Lorsque
 (io, * * *, iq) varie, le systeme form6 par ces sections est une q-cochamne altern6e

 de U, a valeurs dans a(M), que nous noterons Lk(m). On voit tout de suite

 que Lk commute avec d, et que lk = lh ? Pk si h > k. Par passage A la limite
 inductive, les Lk d6finissent donc un homomorphisme L:C(M) -+ C'(U, a(M)),
 commutant avec d.

 PROPOSITIoN 4. Si M verifie la condition (TF), t:C(M) -+ C'(U, a(M)) est
 bijectif.

 SiMfe ,onaMn = O pourn > no, d'ou Ck(M) = 0pour k > no 2 et C(M) = 0.
 Comme tout S-module v6rifiant (TF) est e-isomorphe A un module de type
 fini, ceci montre que l'on peut se borner au cas oA M est de type fini. On peut
 alors trouver une suite exacte L' -+ L-+ M -+ 0, oui L' et Lo sont libres de
 type fini. D'apres les Propositions 3 et 5 du no 58, la suite

 a(L) -- a(L?) -+ a(M) -+ 0

 est une suite exacte de faisceaux alg6briques coh6rents; comme les Ujo ... iq
 sont des ouverts affines, la suite

 C'(U, a(L')) -+ C'(U, a(L?)) -+ C'(U, a(M)) -+ 0

 est une suite exacte (cf. no 45, Corollaire 2 au Th6oreme 2). Le diagramme com-
 mutatif

 C(L1) C(L?) C(M) 0

 LI LI 'I
 C'(U, a(L')) C'(U, a(L?)) C'(U, a(M)) 0

 montre alors que, si la Proposition est vraie pour les modules L' et Lo, elle l'est
 pour M. Nous sommes donc ramen6s au cas particulier d'un module libre de
 type fini, puis, par decomposition en somme directe, au cas oui M = S(n).

 Dans ce cas, on a (a(S(n)) = 0(n); une section fio...iq de 0(n) sur Ui,...iq
 est, par definition meme de ce faisceau, une fonction r6guliere sur Vio n *** n Viq
 et homogbne de degr6 n. Comme Vio n .-- n Viq est l'ensemble des points de
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 KT+l oA la fonction tjo. tiq est 50, il existe un entier k tel que

 o . .. iq = P(io * iq)/(tio .. tiqX),

 P(io ... q etant un polynome homogbne de degr6 n + k(q + 1), c'est-a-dire
 de degr6 k(q + 1) dans S(n). Ainsi, toute cochaine altern6e f e C'(U, 0(n))
 d6finit un systeme P(io ... iq) qui est un 6l6ment de Ck(S(n)); d'ou un homo-
 morphisme

 v : C'(U, 0E(n)) C(+ S(n)).
 Comme on v6rifie tout de suite que t o v = 1 et v o = 1, il en r6sulte que t

 est bijectif, ce qui achbve la demonstration.
 COROLLAIRE. td finit un isomorphisme de H1(M) sur HI(X, ct(M)) pour tout

 q > 0.
 En effet, on sait que H'"(U, ct(M)) = H0(U, (3(M)) (no 20, Proposition 2),

 et que H(U, ct(M)) = H0(X, (,(M)) (no 52, Proposition 2, qui est applicable
 puisque ct(M) est coh6rent).

 REMARQUE. II est facile de voir que t: C(M) -- C'(U, (3(M)) est injectif, meme
 si M ne v6rifie pas la condition (TF).

 65. Applications.

 PROPOSITIoN 5. Si M est un S-module gradue vrifiant la condition (TF),

 l'homomorphisme a:M -* r(a(M)), ddfini au no 59, est e-bijectif.
 IL faut voir que a :M -* rP(x, c(M(n))) est bijectif pour n assez grand. Or,

 d'apres la Proposition 4, r(X, ct(M(n))) s'identifie & HY(M(n)); la Proposition
 r6sulte donc de la Proposition 3, (c), compte tenu du fait que l'homomorphisme
 a est transforme par l'identification pr6c6dente en l'homomorphisme d6fini au
 d6but du no 62, et 6galement not6 a.

 PROPOSITION 6. Soit if un faisceau algdbrique coherent sur X. Le S-module
 gradu rP(ff) vWrifie la condition (TF), et l'homomorphisme ,: (?(r(!f)) -+ f, d6fini
 au no 59, est bijectif.

 D'aprbs le Th6orbme 2 du no 60, on peut supposer que if = ct(M), oil M est
 un module verifiant (TF). D'apr&s la Proposition pr6c6dente, a:M - r((a(M))
 est e-bijectif; comme M verifie (TF), il s'ensuit que r(ct(M)) la v6rifie aussi.
 Appliquant la Proposition 6 du no 58, on voit que a: ct(M) -* ct(r(ct(M))) est

 bijectif. Puisque le compos6: at(M) c a(r(a(M))) + d(M) est l'identit6
 (no 59, Proposition 7), il s'ensuit que , est bijectif, cqfd.

 PROPOSITIoN 7. Soit if un faisceau algdbrique cohdrent sur X. Les groupes
 Hq(X, if) sont des espaces vectoriels de dimension finie sur K pour tout q > 0,
 et l'on a H0(X, if(n)) = 0 pour q > 0 et n assez grand.

 On peut supposer, comme ci-dessus, que if = a(M), oA M est un module
 verifiant (TF). La Proposition r6sulte alors de la Proposition 3 et du corollaire
 a la Proposition 4.

 PROPOSITIoN 8. On a H0(X, 0(n)) = 0 pour 0 < q < r, et HT(X, 0(n)) est

 un espace vectoriel de dimension ( n 1) sur K, admettant pour base les classes
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 de cohomologie des cocycles alternds de U

 fol ..r 14 = /t * * trr, avec Oi > O et E'=0o Oi = n.

 On a 0(n) = a(S(n)), d'oui H'(X, 0(n)) = H'(S(n)), d'aprbs le corollaire A
 la Proposition 4; la Proposition r6sulte imm6diatement de IA et des corollaires
 A la Proposition 2.

 On notera en particulier que HT(X, 0(-r - 1)) est un espace vectoriel de

 dimension 1 sur K, admettant pour base la classe de cohomologie du cocycle
 fol ... r = 1I/to . . tr.

 66. Faisceaux age'briques coherents sur les varietes projectives. Soit V une

 sous-vari6t6 ferm6e de 1'espace projectif X = Pr(K), et soit a un faisceau alg6-
 brique coh6rent sur V. En prolongeant aF par 0 en dehors de V, on obtient un
 faisceau alg6brique coh6rent sur X (cf. no 39), not6 ax; on sait que H'(X, :X) =
 H'(V, 5). Les r6sultats du no pr6c6dent s'appliquent donc aux groupes H'(V, j).
 On obtient tout d'abord (compte tenu du no 52):

 THE1ORhME 1. Les groupes H'(V, 3) sont des espaces vectoriels de dimension
 finie sur K, nuls pour q > dim V.

 En particulier, pour q = 0, on a:
 COROLLAIRE. r(v, Y) est un espace vectoriel de dimension finie sur K.
 (I] est naturel de conjecturer que le th6oreme ci-dessus est valable pour toute

 vari6t6 complhte, au sens de Weil [161.)

 Soit U$ = Ui n V; les U$ forment un recouvrement ouvert U' de V. Si 3f
 est un faisceau alg6brique sur V, soit 5i = 1:(U$), et soit Gij(n) l'isomorphisme
 de 5: (U$ n U') sur Ii(U$ n U') d6fini par la multiplication par (ti/ti)'. On
 notera 5(n) le faisceau obtenu A partir des 5i par recollement au moyen
 des Oij(n). L'op6ration Y(n) jouit des memes propri6t6s que celle d6finie au
 no 54 et qu'elle g6n6ralise; en particulier a(n) est canoniquement isomorphe A
 :f ? Ov(n).

 On a 5X(n) = 3(n)X. Appliquant alors le Th6oreme 1 du no 55, ainsi que la
 Proposition 7 du no 65, on obtient:

 THE'ORhME 2. Soit 3: un faisceau algebrique coherent sur V. II existe un
 entier m(5Y) tel que l'on ait, pour tout n _ m(5Y):

 (a) Pour tout x e V, le O., v-module 3Y(n)- est engendre par les eN1ments de
 r(v, 5(n)),

 (b) Hq(V, 5(n)) = 0 pour tout q > 0.

 REMARQUE. Il est essentiel d'observer que le faisceau 5(n) ne depend pas
 seulement de 9f et de n, mais aussi du plongement de V dans l'espace projectif X.
 Plus pr6cis6ment, soit P l'espace fibr6 principal 7rF'(V), de groupe structural le
 groupe K*; n 6tant un entier, faisons op6rer K* sur K par la formule:

 (XN A) -+X-, si X e K* et u e K.
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 Soit En = P X . K l'espace fibr6 associe a P et de fibre type K, muni des op6ra-
 teurs pr6c6dents; soit S(E') le faisceau des germes de sections de En (cf. no 41).

 En tenant compte du fait que les ti/tj forment un systeme de changement de
 cartes pour P, on v6rifie tout de suite que S(E') est canoniquement isomorphe
 a 0Ov(n). La formule 5(n) = 3: 0 Ov(n) = 3: 0 S(En) montre alors que l'op6ra-

 tion : -*(n) ne d6pend que de la classe de l'espace fibre P d6fini par le plonge-
 ment V --> X. En particulier, si V est normale, a(n) ne d6pend que de la classe
 d'6quivalence lin6aire des sections hyperplanes de V dans le plongement con-
 sid6re (cf. [17]).

 67. Un complement. Si M est un S-module gradu6 v6rifiant (TF), nous noterons

 Mh le S-module gradu6 r(a(M)). Nous avons vu au no 65 que a:M -* M4 est
 e-bijectif. Nous allons donner des conditions permettant d'affirmer que a est
 bijectif.

 PROPOSITION 9. Pour que a: M -* M4 soit bijectif, il faut et il suffit que les
 conditions suivantes soient verifiees:

 (i) Si m E M est tel que ti . m = 0 pour tout i E I, alors m = 0.
 (ii) Si des elements mi E M, homogenes et de meme degre, verifient la relation

 tjmi-- mj = 0 pour tout couple (i, j), il existe m E M tel que mi = ti*m.
 Montrons que les conditions (i) et (ii) sont v6rifi6es par M4, ce qui prouvera

 leur n6cessit6. Pour (i), on peut supposer que m est homogene, c'est-a-dire est
 une section de a (M (n)); dans ce cas, la condition tj m = 0 entraine que m est
 nulle sur Uj, et, ceci ayant lieu pour tout i E I, on a bien m = 0. Pour (ii),
 soit n le degr6 des mi; on a donc mi E r((a(M(n))); comme 1/ti est une section
 de o (- 1) sur Uj, mi/ti est une section de a (M(n - 1)) sur Uj, et la condition
 tj - mi-tmj = 0 montre que ces diverses sections sont les restrictions d'une
 section unique m de ( (M (n - 1)) sur X; il reste a comparer les sections ti m et
 mi ; pour montrer qu'elles coincident sur Uj, i] suffit de voir que tj(ti m - mi) = 0
 sur Uj, ce qui r6sulte de la formule tjmi = tj mj et de la d6finition de m.

 Montrons maintenant que (i) entraine que a soit injectif. Pour n assez grand,

 on sait que a:M -+ M4 est bijectif, et l'on peut donc raisonner par recurrence
 descendante sur n; si a(m) = 0, avec m E Mn, on aura ti a (m) = a(ti m) = 0,
 et l'hypothese de recurrence, applicable puisque t m E Mn+1, montre que
 m = 0. Montrons enfin que (i) et (ii) entrainent que a soit surjectif. On peut,
 comme pr6c6demment, raisonner par recurrence descendante sur n. Si m' E Mn4
 l'hypothese de recurrence montre qu'il existe mi E Mn+1 tels que a(mi) = ti m';
 on a a(tjmi - timj) = 0, d'ou' tjmi - timj = 0, puisque a est injectif. La
 condition (ii) entraine alors l'existence de m E Mn tel que tj m = mi; on a
 ti(m'- a(m)) = 0, ce qui montre que m' = a(m), et acheve la d6monstration.

 REMARQUES. (1) La d6monstration montre que la condition (i) est n6cessaire
 et suffisante pour que a soit injectif.

 (2) On peut exprimer (i) et (ii) ainsi: l'homomorphisme a': Mn -* Ho (M(n))
 est bijectif pour tout n E Z. D'ailleurs, la Proposition 4 montre que l'on peut
 identifier M4 au S-module E nz H?(M(n)), et il serait facile de tirer de la
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 une d6monstration purement alg6brique de la Proposition 9 (sans utiliser le
 faisceau ct(M)).

 ?4. Relations avec les foncteurs ExtS

 68. Les foncteurs Ext?. Nous conservons les notations du no 56. Si M et N
 sont deux S-modules gradu6s, nous d6signerons par Homs(M, N)n le groupe des
 S-homomorphismes homogenes de degr6 n de M dans N, et par Homs(M, N)
 le groupe gradu6 E nfeZ Homg(M, N)n ; c'est un S-module gradu6; lorsque M est
 de type fini il coincide avec le S-module de tous les S-homomorphismes de M
 dans N.

 Les foncteurs d6riv6s (cf. [6], Chap. V) du foncteur Homs(M, N) sont les
 foncteurs Ext?(M, N), q = 0, 1, ... Rappelons brievement leur d6finition:5

 On choisit une "r6solution" de M, c'est-a-dire une suite exacte:

 .. Lq+ Lo -> + M -+ >

 oil les V' sont des S-modules gradu6s libres, et les applications des homomor-
 phismes (c'est-a-dire, comme d'ordinaire, des S-homomorphismes homogenes
 de degr6 0). Si l'on pose C" = Hom8(L", N), l'homomorphisme L"+1 -* LV d6finit
 par transposition un homomorphisme d: Cq C+', verifiant d o d = 0; ainsi
 C = q q 0 Cq se trouve muni d'une structure de complexe, et le q-eme groupe
 de cohomologie de C n'est autre, par d6finition, que Ext?(M, N); on montre
 qu'il ne d6pend pas de la resolution choisie. Comme les Cq sont des S-modules
 gradu6s, et que d: C -* C +1 est homogene de degr6 0, les Ext?(M, N) sont des
 S-modules gradu6s par des sous-espaces Ext?(M, N)n ; les Ext?(M, N)n sont les
 groupes de cohomologie du complexe form6 par les Hom8(L", N)n , c'est-a-
 dire sont les foncteurs d6riv6s du foncteur Homs(M, N)n.

 Rappelons les principales propri6t6s des Ext?:
 Ext?(M, N) = Homs(M, N); Ext?(M, N) = 0 pour q > r + 1 si M est de

 type fini (a cause du th6oreme des syzygies de Hilbert, cf. [6], Chap. VIII,
 th. 6.5); Ext?(M, N) est un S-module de type fini si M et N sont de type fini (car
 on peut choisir une resolution ou les LV soient de type fini); pour tout n e Z, on
 a des isomorphismes canoniques:

 Exts(M(n), N) Ext?(M, N(-n)) Ext?(M, N)(-n).

 Les suites exactes:

 0 -O N -* N' -* N" -* 0 et 0 -O M -* M' -* M" -* 0

 6 Lorsque M n'est pas un module de type fini, les Ext' (M, N) d6finis ci-dessus peuvent
 diff6rer des Extq (M, N) definis dans [6]: cela tient a ce que Horns (M, N) n'a pas le mgme
 sens dans les deux cas. Cependant, toutes les demonstrations de [6] sont valables sans
 changement dans le cas envisag6 ici: cela se voit, soit directement, soit en appliquant
 l'Appendice de [6].
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 donnent naissance A des suites exactes:

 - Ext?(M, N) Exts(M, N') Ext?(M, N") Exts+'(M, N) -

 * Exts(M", N) Exts(M', N) - Exts(M, N) Ext;+'(M", N) * *.

 69. Interpretation des Hk(M) au moyen des Exts . Soit M un S-module gradu6,
 et soit k un entier _0. Posons:

 B (M) = z nHZ (M(n)),

 avec les notations du no 61.

 On obtient ainsi un groupe gradu6, isomorphe au q-eme groupe de cohomologie

 du complexe E nfZ Ck(M(n)); ce complexe peut 8tre muni d'une structure de
 S-module compatible avec sa graduation en posant

 (P m)(io ... iq) = Pm(io ... * q), si P e S, , et m(io ... iq) e Ck(M(n));

 comme l'op6rateur cobord est un S-homomorphisme homogene de degr6 0, il
 s'ensuit que les B"(M) sont eux-memes des S-modules gradu6s.

 Nous poserons

 Bq(M) = limk-.= B%(M) = 1 nfz Hz(M(n)).

 Les B"(M) sont des S-modules gradu6s. Pour q = 0, on a

 B?(M) = E nEz H?(M(n)),

 et l'on retrouve le module not6 M4 au no 67 (lorsque M v6rifie la condition
 (TF)). Pour chaque n e Z, on a d6fini au no 62 une application lin6aire
 a -Mn H?(M(n)); on v6rifie imm6diatement que la somme de ces applications
 d6finit un homomorphisme, que nous noterons encore a, de M dans B?(M).

 PROPOSITION 1. Soit k un entier _O, et soit Jk l'ideal (tk , * , 4tk) de S. Pour
 tout S-module gradue M, les S-modules gradugs B%(M) et Exts(Jk, M) sont
 isomorphes.

 Soit Lk, q = 0, ***, r, le S-module gradu6 libre admettant pour base des

 6l6ments e(io ... iq), 0 _ io < ii < ... < iq ? r, de degr6 k(q + 1); on d6finit
 un op6rateur d: L"+l -* Lk et un op6rateur e:L -+Jk par les formules:

 d(e(io ... iq+i)) = Z = (l)i 4,*e(io * * ** iq+l).

 =(e(i)) =

 LEMME 1. La suite d'homomorphismes:

 O Lr d Lr.. Lo Jk O
 est une suite exacte.

 Pour k = 1, ce r6sultat est bien connu (cf. [6], Chap. VIII, ?4); le cas g6n6ral
 se d6montre de la meme manibre (ou s'y rambne); on peut 6galement utiliser le
 th6oreme d6montr6 dans [11].
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 La Proposition 1 se d6duit imm6diatement du Lemme, si l'on remarque que le
 complexe form6 par les Hom8(L', M) et le transpos6 de d n'est autre que le

 complexe E nEZ Ck(M(n)).
 COROLLAIRE 1. H%(M) est isomorphe d Exts(Jk, M)o.
 En effet ces deux groupes sont les composantes de degr6 0 des groupes gradu6s

 B'(M) et Exts(Jk, M).
 COROLLAIRE 2. H (M) est isomorphe d limk--. Exts(Jk, M)o.
 On voit facilement que l'homomorphisme p : H(M) -* H'(M) du no 61 est

 transforme par l'isomorphisme du Corollaire 1 en l'homomorphisme de

 Ext?(Jk, M)o dans Exts(Jh, M)0

 d6fini par l'inclusion Jh -k Jk ; d'ou le Corollaire 2.
 REMARQUE. Soit M un S-module gradu6 de type fini; M d6finit (cf. no 48) un

 faisceau alg6brique coh6rent W' sur Kr+l, done sur Y = Kr+l- {0}, et l'on peut

 v6rifier que H'(Y, W') est isomorphe a B'(M).

 70. Definition des foncteurs Tq(M). D6finissons d'abord la notion de module

 dual d'un S-module gradu6. Soit M un S-module gradu6; pour tout n E Z, Mn
 est un espace vectoriel sur K, dont nous d6signerons l'espace vectoriel dual par

 (Mn)'. Posons:

 M* = ZnZ M*n avec M* = (M-n)

 Nous allons munir M* d'une structure de S-module compatible avec sa gradua-

 tion; pour tout P e Sp , l'application m -* P.m est une application K-lin6aire
 de M-n-p dans M-n donc d6finit par transposition une application K-lin6aire
 de (M-n)' = M* dans (M-n-p)' = M* ; ceci d6finit la structure de S-module
 de M*. On aurait 6galement pu d6finir M* comme Homs(M, K), en d6signant
 par K le S-module gradu6 S/(to, . * * , tr).

 Le S-module gradu6 M* est appel6 le dual de M; on a M** = M si chacun

 des M. est de dimension finie sur K, ce qui est le cas si M = r (5Y), 5Y 6tant un
 faisceau alg6brique coh6rent sur X, ou bien si M est de type fini. Tout homo-
 morphisme o:M -- N d6finit par transposition un homomorphisme de N*
 dans M*. Si la suite M ---+ N -+ P est exacte, la suite P* -* N* - M* l'est
 aussi; autrement dit, M* est un foncteur contravariant, et exact, du module

 M. Lorsque I est un ideal homogene de S, le dual de S/I n'est autre que 1' "in-
 verse system" de I, au sens de Macaulay (cf. [9], no 25).

 Soient maintenant M un S-module gradu6, et q un entier ?0. Nous avons
 d6fini au no pr6c6dent le S-module gradu6 B"(M); le module dual de B"(M) sera
 note TV(M). On a donc, par d6finition:

 Tq(M) = Inz Tq(M)n, avec V(M)n = (H"(M(-n)))'.
 Tout homomorphisme .p:M -* N d6finit un homomorphisme de B (M) dans

 B"(N), d'ou un homomorphisme de V(N) dans Tq(M); ainsi les TV(M) sont des
 foncteurs contravariants de M (nous verrons d'ailleurs au no 72 qu'ils peuvent
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 s'exprimer trbs simplement en fonction des Ext8). Toute suite exacte:

 O - yM -N --+P

 donne naissance a une suite exacte:

 ... -** B'(M) -* B'(N) -* B'(P) -B* +(M)

 d'oA, par transposition, une suite exacte:

 .. . T +lJ(M) - T'(P) -* T(N) -? T'(M)

 L'homomorphisme a: M - B?(M) d6finit par transposition un homomor-
 phisme a*: T?(M) > M*.

 Puisque B'(M) = 0 pour q > r, on a T'(M) = 0 pour q > r.

 71. Determination de TM(M). (Dans ce no, ainsi que dans le suivant, nous sup-
 poserons que l'on a r _ 1; le cas r = 0 conduit a des 6nonc6s quelque peu dif-
 f6rents, et d'ailleurs triviaux).

 Nous d6signerons par Q le S-module gradu6 S(-r - 1); c'est un module
 libre, admettant pour base un 6l6ment de degr6 r + 1. On a vu au no 62 que

 H'(Q) = Hk(Q) pour k assez grand, et que Hk(Q) admet une base sur K form6
 de l'unique 6l6ment (to ... tr)k/to ... tr l'image dans Hr(Q) de cet 6l6ment sera
 not6e t; t constitue done une base de Hr(Q).

 Nous allons maintenant d6finir un produit scalaire (h, .p) entre 6l6ments
 h E Br(M)_n et .p e Homs(M, Q)n, M 6tant un S-module gradu6 quelconque.
 L'6l6ment .p peut etre identifi6 a un 6l6ment de Hom8(M(-n), Q)o, c'est-a-dire
 a un homomorphisme de M(-n) dans Q; il d6finit done, par passage aux groupes
 de cohomologie, un homomorphisme de H'(M(-n)) = Br(M)_n dans Hr(Q),
 que nous noterons encore wp. L'image de h par cet homomorphisme est donc un
 multiple scalaire de i, et nous d6finirons (h, .p) par la formule:

 .p(h) = (h, .p) t .

 Pour tout .p e Homs(M, Q)n, la fonction h -* (h, .p) est une forme lin6aire
 sur Br(M)n , done peut etre identifi6e a un 6l6ment P((p) du dual de Br(M)-n,
 qui n'est autre que Tr(M)n. Nous avons ainsi d6fini une application homogbne
 de degr6 0

 : Homs(M, Q) -* Tr(M),

 et la formule (P.h, .p) = (h, P.ep) montre que ' est un S-homomorphisme.
 PROPOSITION 2. L'homomorphisme P:Homs(M, Q) -* T'(M) est bijectif.
 Nous d6montrerons d'abord la Proposition lorsque M est un module libre.

 Si M est somme directe de sous-modules homogbnes M', on a:

 Homs(M, Q)n = Ha Homs(Ma, Q)n et Tr(M)n = Ha Tr(Ma)n .

 Ainsi, si la proposition est vraie pour les M', elle l'est pour M, et cela rambne
 le cas des modules libres au cas particulier d'un module libre a un seul g6n6rateur,

This content downloaded from 137.205.238.242 on Wed, 02 Sep 2020 09:03:30 UTC
All use subject to https://about.jstor.org/terms



 FAISCEAUX ALGEBRIQUES COHERENTS 265

 c'est-h-dire au cas oui M = S(m). On peut alors identifier Homs(M, Q),n A
 Homs(S, S(n - m - r -1))o, c'est-h-dire k l'espace vectoriel des polynomes
 homogenes de degr6 n- m - r - 1. Done Homs(M, Q)n admet pour base la
 famille des monomes tJ0 *. **r, avecy i _ 0 et EiZo yi = n-m-r-1.
 D'autre part, nous avons vu au no 62 que H'(S(m - n)) admet pour base (si
 k est assez grand) la famille des monormes (to ... tr)k/t ...er t), avec fL > 0
 et Ei=o = n - m. En posant fi = i + 1, on peut 6crire ces mon6mes sous
 la forme (to t)kl/to tr , avec l > 0 et Ei--0"y = n-m-r- 1.
 En remontant a la d6finition de (h, so), on constate alors que le produit scalaire:

 ((to . . .t,)k-/to' ? ** t Ye 0 .F . .* * t r

 est toujours nul, sauf si i = -yi pour tout i, auquel cas il est 6gal a 1. Cela sig-
 nifie que v transforme la base des to? ... tr en la base duale de la base des
 (to .*. .tr)kl/tO * trr , done est bijectif, ce qui acheve de prouver la Proposition
 dans le cas oui M est libre.

 Passons maintenant au cas g6n6ral. Choisissons une suite exacte

 L > L- M -, 0

 ou Lo et L' soient libres. Consid6rons le diagramme commutatif suivant:

 O > Homs(M, Q) Homs(L0, Q) > Homs(L', Q)

 O Tr(M) Tr(LO) Tr(Ll).

 La premiere ligne de ce diagramme est une suite exacte, d'apres les propri6t6s
 g6n6rales du foncteur Homs; la seconde est aussi une suite exacte, car c'est la
 suite duale de la suite

 B r(L') >- Br(LO) -+Br (M) __.0

 suite qui est elle-meme exacte, A cause de la suite exacte de cohomologie des
 Bq, et du fait que Br+l(M) = 0 quel que soit le S-module gradu6 M. D'autre part,
 les deux homomorphismes verticaux

 v:Homs(LO, Q) -+ Tr(LO) et v:Homs(L', Q) -+ Tr(Ll)

 sont bijectifs, on vient de le voir. I1 s'ensuit que

 v:Homs(M, Q) -* Tr(M)

 est 6galement bijectif, ce qui acheve la demonstration.

 72. Determination des Tq(M). Nous allons ddmontrer le theorbme suivant,
 qui g6neralise la Proposition 2:

 THEhOREME 1. Soit M un S-module gradue'. Pour q $ r, les S-modules gradues
 Tr-q(M) et Ext"(M, Q) sont isomorphes. De plus, on a une suite exacte:

 0 - Exts(M, Q) T?(M) * M* Extr+'(M, Q) 0.
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 Nous allons utiliser la caract6risation axiomatique des foncteurs d6riv6s
 donn6e dans [6], Chap. III, ?5. Pour cela, d6finissons d'abord de nouveaux fonc-
 teurs E'(M) de la fagon suivante:

 Pour q $ r, r + 1, Eq(M) = Tr-q(M)

 Pour q = r, Er(M) = Ker(a*)

 Pour q = r + 1, E+l(M) = Coker(a*).

 Les Eq(M) sont des foncteurs additifs contravariants de M, jouissant des
 propri6t6s suivantes:

 (i) E?(M) est isomorphe i Homs(M, Q).
 C'est ce qu'affirme la Proposition 2.
 (ii) Si L est libre, Eq(L) = 0 pour tout q > 0.
 I1 suffit de le v6rifier pour L = S(n), auquel cas cela r6sulte du no 62.
 (iii) A toute suite exacte 0 -+ M -+ N -* P -O 0 est associee une suite d'opgra-

 teurs cobords dq:EE(M) E1q+(P), et la suite:

 *. *-* E'q(P) Eq(M) -* (M) d gq+1(p) * .
 est exacte.

 La d6finition de dq est 6vidente si q $ r - 1, r: c'est l'homomorphisme de
 Tr-q(M) dans Tr-q-l(P) d6fini au no 70. Pour q = r - 1 ou r, on utilise le
 diagramme commutatif suivant:

 T'(M) T?(P) T?(N) T?(M) - 0
 a*1 a*1 a*1 a*1

 0 P* N* M* -* 0.

 Ce diagramme montre tout d'abord que l'image de T'(M) est contenue dans
 le noyau de a*: T0(P) --+ P*, qui n'est autre que Er(P). D'oii la d6finition de

 dr- Er- (M) +Er (P).
 Pour d6finir dr:Ker(TO(M) -+ M*) - Coker(T?(P) - P*), on utilise le

 proc6d6 de [6], Chap. III, Lemme 3.3: si x e Ker(T?(M) M*), il existe y e P*
 et z e T?(N) tels que x soit image de z et que y et z aient m~me image dans N*;
 on pose alors dr(x) = y.

 L'exactitude de la suite

 q ~~~~~d q ... -4 -*E -N --- Eq'(P) ...

 r6sulte de I'exactitude de la suite

 * -> Tq(p) .Tr-q(N) -Tr-q(M) Tr-q-1(p

 et de [6], loc. cit.
 (iv) L'isomorphisme de (i) et les ope'rateurs d' de (iii) sont "naturels".
 Cela r6sulte imm6diatement de leurs d6finitions.
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 Comme les propri6t6s (i) a (iv) caract6risent les foncteurs d6riv6s du foncteur

 Homs(M, Q), on a E'(M) Exts(M, Q), ce qui d6montre le Th6orbme.

 COROLLAIRE 1. Si M verifle (TF), H'(M) est isomorphe a l'espace vectoriel
 dual de Exts-(M, Q)o pour tout q _ 1.

 En effet, nous savons que H'(M) est un espace vectoriel de dimension finie
 dont le dual est isomorphe a Extr-(M, Q)o.

 COROLLAIRE 2. Si M vhrifle (TF), les T'(M) sont des S-modules gradu6s de
 type fini pour q _ 1, et T?(M) verifle (TF).

 On peut remplacer M par un module de type fini sans changer les B'(M), donc
 les T'(M). Les Ext'-'(M, Q) sont alors des S-modules de type fini, et l'on a
 M* e C, d'oi le Corollaire.

 ?5. Applications aux faisceaux algebriques coherents

 73. Relations entre les foncteurs Ext' et Ext' . Soient M et N deux S-modules
 gradu6s. Si x est un point de X = Pr(K), nous avons d6fini au no 57 les ox-

 modules Mx et Nx ; nous allons mettre en relation les Ext'.(Mx, Nx) avec le
 S-module gradu6 Exts(M, N):

 PROPOSITION 1. Supposons que M soit de type fini. A lors:
 (a) Le faisceau et(Homs(M, N)) est isomorphe au faisceau Hom0 (a (M), (a(N)).
 (b) Pour tout x e X, le ox-module Exts(M, N)x est isomorphe au ox-module

 Extq z(Mx, Nx)

 D6finissons d'abord un homomorphisme tx: Homs(M, N)x - Homo. (Mx, Nx).
 Un el6ment du premier module est une fraction so/P, avec o e Homs(M, N)n,
 P e S(x), P homogene de degr6 n; si m/P' est un 6l6ment de Mx, (p(m)/PP' est
 un 6l6ment de Nx qui ne d6pend que de (p/P et de m/P', et l'application m/P' ->
 (p(m)/PP' est un homomorphisme tx('p/P):Mx - Nx; ceci d6finit tx. D'apres
 la Proposition 5 du no 14, Homoz(Mx, Nx) peut etre identifi6 a

 Homo(a(M), a(N));

 cette identification transforme tx en

 &x ( t(Homs(M, N))x >- Homo,((i(M), (i(N))x ,

 et l'on verifie facilement que la collection des tx est un homomorphisme

 &: a(Homs(M, N)) -- Homo(a(M), a(N)).

 Lorsque M est un module libre de type fini, tx est bijectif: en effet, il suffit de le
 voir lorsque M = S(n), auquel cas c'est imm6diat.

 Si maintenant M est utn S-module gradu6 de type fini quelconque, choisissons
 une resolution de M:

 . -) Lq+' >- Lq * **Lo >- M -+0,

 oi les Lq soient libres de type fini, et consid6rons le complexe C form6 par les
 Hom,(Lq, N). Les groupes de cohomologie de C sont les Extq(M, N); autrement
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 dit, si l'on d6signe par B' et Z' les sous-modules de Cq form6s respectivement
 des cobords et des cocycles, on a des suites exactes:

 O -+Zq >- cq >- Bq+1 >- 0.
 et

 0 -+Bq -+Zq +Extsq(M, N) -+0.

 Comme le foncteur (i(M) est exact, les suites

 ? X > X B X+>O
 et

 0 B- _ Z - Exts(M, N)x 0
 sont aussi exactes.

 Mais, d'apres ce qui prcede, Cq est isomorphe a Homo.(L , Nx); les
 Extq(M, N)x sont isomorphes aux groupes de cohomologie du complexe form6

 par les Homox (L , Nx), et, comme les Lq sont 6videmment Ox-libres, on retrouve
 bien la d6finition des Extqx(Mx, Nx), ce qui d6montre (b); pour q = 0, ce qui
 pr6cede montre que tx est bijectif, done t est un isomorphisme, d'oi (a).

 74. Nullite des groupes de cohomologie Hq(X, 3(-n)) pour n -> + so.

 THE1OREME 1. Soit 5 un faisceau algebrique coherent sur X, et soit q un entier
 >0. Les deux conditions suivantes sont equivalentes:

 (a) Hq(X, 5(-n)) = 0 pour n assez grand.
 (b) Ext7q(5tx3, Ox) = 0 pour tout x e X.

 D'apres le Th6oreme 2 du no 60, on peut supposer que 5Y = a(M), oui M
 est un S-module gradu6 de type fini, et, d'apres le no 64, Hq(X, 5(-n)) est
 isomorphe A Hq(M(-n)) = Bq(M)-n; done la condition (a) 6quivaut a

 Tq(M)n = 0

 pour n assez grand, c'est-a-dire A Tq(M) e e. D'apres le Th6oreme 1 du no 72 et
 le fait que M* e e puisque M est de type fini, cette derniere condition 6quivaut A

 Exts-q(M, Q) e e; puisque Ext-q(M, Q) est un S-module de type fini,

 Exts-q(M, Q) e C

 6quivaut 'a Ext-q(M, Q)x = 0 pour tout x e X, d'apres la Proposition 5 du
 n? 58; enfin, la Proposition 1 montre que Ext-q(M, Q)x = Ext"'q(Mx, Qx), et
 comme Mx est isomorphe 'a fx, et Qx isomorphe a O(-r - 1)x, donc 'a Ox, ceci
 acheve la demonstration.

 Pour 6noncer le Th6oreme 2, nous aurons besoin de la notion de dimension
 d'un ox-module. Rappelons ([6], Chap. VI, ?2) qu'un Ox-module de type fini P
 est dit de dimension _ p s'il existe une suite exacte de Ox-modu]es:

 O - >LP -Lp-1 Lo -+P -O,

 ou chaque Lp soit libre (cette d6finition 6quivaut a celle de [6], loc. cit., du fait
 que tout Ox-module projectif de type fini est libre-cf. [6], Chap. VIII, Th. 6.1').
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 Tout Or-module de type fini est de dimension < r, d'apres le th6orbme des
 syzygies (cf. [6], Chap. VIII, Th. 6.2').

 LEMME 1. Soient P un O3.-module de type fini, et soit p un entier > 0. Les deux
 conditions suivantes sont equivalentes:

 (i) P est de dimension ? p.

 (ii) Extm (P, O.) = 0 pour tout m > p.
 II est clair que (i) entraine (ii). D6montrons que (ii) entraine (i) par recurrence

 descendante sur p; pour p > r, le Lemme est trivial, puisque (i) est toujours
 verifi6; passons maintenant de p + 1 A p; soit N un OX-module de type fini
 quelconque. On peut trouver une suite exacte 0 -> R -- L -* N -- 0, ott L est
 libre de type fini (parce que O, est noeth6rien). La suite exacte

 Ext'+1(P, L) -- Ext'+'(P, N) -* Ext p2(Pi R)
 montre que Ext3+1(P, N) = 0: en effet, on a Ext3+1(P, L) = 0 d'apres la
 condition (ii), et Extp+2(P, R) = 0 puisque dim P < p + 1 d'apres l'hypothese
 de recurrence. Comme cette propridt6 caract6rise les modules de dimension
 <p, le Lemme est d6montr6.

 En combinant le Lemme et le Th6orbme 1, on obtient:
 THE1OREME 2. Soit 3: un faisceau algebrique coh erent sur X, et soit p un entier

 >0. Les deux conditions suivantes sont equivalentes:

 (a) H'(X, :(-n)) = 0 pour n assez grand et 0 < q < p.
 (b) Pour tout x e X, le O.,-module 5: est de dimension < r - p.

 75. Varietes sans singularites. Le resultat suivant joue un r6le essentiel dans
 l'extension au cas abstrait du "th6oreme de dualite" de [15]:

 THE1OREME 3. Soit V une sous-variete sans singularites de l'espace projectif
 Pr(K); supposons que toutes les composantes irreductibles de V aient la meime
 dimension p. Soit : un faisceau algebrique coherent sur V tel que, pour tout x e V,
 3:, soit un module libre sur Ox, v. On a alors H'(V, 5(-n)) = 0 pour n assez grand
 et 0 < q < p.

 D'apres le Th6oreme 2, tout revient a montrer que a,,v, consid6r6 comme
 O_-module, est de dimension < r - p. D6signons par gx(V) le noyau de l'homo-
 morphisme canonique EX: Ox - Ox, V; puisque le point x est simple sur V, on sait
 (cf. [18], th. 1) que cet idWal est engendr6 par r - p 6e6ments fi, * - *, frp I
 et le theoreme de Cohen-Macaulay (cf. [13], p. 53, prop. 2) montre que l'on a

 (fY, I ... ,fi-):fi = (fi, I * I ,fi-) pour 1 < i < r -p.
 D6signons alors par Lq le O.-module libre admettant pour base des elements

 e(ii ** iq) correspondant aux suites (i1, I **, i,) telles que

 1 < ii<i2 < ...< iq <r-p;

 pour q = 0, prenons Lo = O., et posons:

 d(e(i *..de i)) =Ej2 (- ) ifi i f e(it *
 d (e(i)) =fi .
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 D'apres [6], Chap. VIII, prop. 4.3, la suite

 d d d _
 0 Lr-p d Lrpi--l ... d L -Lo > Ox,v 0

 est exacte, ce qui d6montre bien que dimox (ox v) < r - p, cqfd.

 COROLLAIRE. On a HI(V, Ov(-n)) = 0 pour n assez grand et 0 < q < p.

 REMARQUE. La demonstration ci-dessus s'applique, plus g6n6ralement, chaque

 fois que l'id6al 9x(V) admet un systeme de r - p g6n6rateurs, autrement dit
 lorsque la vari6t6 V est localement une intersection complete, en tout point.

 76. Varietes normales. Nous aurons besoin du Lemme suivant:

 LEMME 2. Soit M un ox-module de type fini, et soit f un element non inversible
 de ox,, tel que la relation f.m = 0 entraine m = 0 si m e M. La dimension du
 ox-module M/fM est alors egale 4 la dimension de M augmentee d'une unite.

 Par hypothese, on a une suite exacte 0 -- M -0 M -> M/fM -> 0, ott a est
 la multiplication par f. Si N est un ox-module de type fini, on a done une suite
 exacte:

 *. -* * Extqx(M, N) - Ext~q(M, N) > Extq+1(M/fM, N)

 Extq+(M, N) *

 Notons p la dimension de M. En faisant q = p + 1 dans la suite exacte
 pr6c6dente, on voit que Ext P+2(M/fM, N) = 0, ce qui entraine ([6], Chap. VI,
 ?2) que dim (M/fM) ? p + 1. D'autre part, puisque dim M = p, on peut

 choisir un N tel que Extpx (M, N) $ 0; en faisant alors q = p dans la suite
 exacte ci-dessus, on voit que Ext'+'(M/fM, N) s'identifie au conoyau de

 ExtP (M, N) as> Extopx(M, N);

 comme ce dernier homomorphisme n'est autre que la multiplication par f, et
 que f n'est pas inversible dans l'anneau local ox, il r6sulte de [6], Chap. VIII,
 prop. 5.1' que ce conoyau est $0, ce qui montre que dim M/fM > p + 1 et
 acheve la demonstration.

 Nous allons maintenant demontrer un r6sultat qui est en rapport 6troit avec
 le "lemme d'Enriques-Severi", di6 a Zariski [19]:

 THEOREME 4. Soit V une sous-variete irreductible, normale, de dimension >2,

 de l'espace projectif Pr(K). Soit : un faisceau algebrique coherent sur V tel que, pour
 tout X e V, 5z soit un module libre sur Ox v. On a alors H1(V, 5Y(-n)) = 0 pour
 n assez grand.

 D'apres le Th6oreme 2, tout revient a montrer que Ox, v, consid6r6 comme
 ox-module, est de dimension _ r - 2. Choisissons d'abord un el6ment f e Ox,
 tel que f(x) = 0 et que l'image de f dans ox, v ne soit pas nulle; c'est possible du
 fait que dim V > 0. Puisque V est irr6ductible, Ox, v est un anneau d'intfgrit6,
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 et l'on peut appliquer le Lemme 2 au couple (O.,v , f); on a donc:

 dim 0, v = dim Ozv/(f) - 1, avec (f) = f. 0, v
 Puisque 02, v est un anneau int6gralement clos, tous les id6aux premiers Pa

 de l'id6a] principal (f) sont minimaux (cf. [12], p. 136, ou [9], no 37), et aucun

 d'eux n'est done 6gal a l'id6al maximal m de O., v (sinon, on aurait dim V ? 1).
 On peut donc trouver un 6l6ment g e m n'appartenant A aucun des p'; cet
 6l6ment g n'est pas diviseur de 0 dans l'anneau quotient 0x.,v/(f); en appelant 9
 un representant de g dans O., on voit que l'on peut appliquer le Lemme 2 au
 couple (O., v/(f), g); on a donc:

 dim ox, v/(f) = dim o, v/(f, g)-1.

 Mais, d'apres le th6orbme des syzygies d6ja cit6, on a dim O., v/(f, g) < r;
 d'ou dim Ox.,v/(f) < r - 1 et dim O v r - 2, cqfd.

 COROLLAIRE. On a H'(V, Ov(-n)) = 0 pour n assez grand.
 REMARQUES. (1) Le raisonnement fait ci-dessus est classique en th6orie des

 syzygies. Cf. par exemple W. Grobner, Moderne Algebraische Geometrie, 152.6 et
 153.1.

 (2) Meme si la dimension de V est >2, on peut avoir dim 0, v = r - 2.
 C'est notamment le cas lorsque V est un cone dont la section hyperplane W

 est une vari6t6 projectivement normale et irr6guliere (i.e. H'(W, Ow) 5 0).

 77. Caracterisation homologique des varietes k-fois de premiere espece.

 Soit M un S-module gradu6 de type fini. On d6montre, par un raisonnement
 identique a celui du Lemme 1:

 LEMME 3. Pour que dim M < k, il faut et il sufflt que Exts(M, S) = 0 pour
 q > k.

 Puisque M est gradu6, on a Ext'(M, Q) = Ext'(M, S)(-r - 1), done la
 condition ci-dessus 6quivaut a Ext'(M, Q) = 0 pour q > k. Compte tenu du
 Theoreme 1 du no 72, on en conclut:

 PROPOSITION 2. (a) Pour que dim M < r, il faut et il suffit que a:Mn
 H?(M(n)) soit injectif pour tout n e Z.

 (b) Si k est un entier > 1, pour que dim M <r - k, il faut et il suffit que
 a: Mn - H?(M(n)) soit bijectif pour tout n e Z, et que H(M (n)) = 0 pour
 0 < q < k et tout n e Z.

 Soit V une sous-varifte fermee de Pr(K), et soit I(V) l'id6al des polynomes

 homogenes nuls sur V. Posons S(V) = S/I(V), c'est un S-module gradue dont
 le faisceau associ6 n'est autre que 0v. Nous dirons6 que V est une sous-vari6t6

 "k-fois de premiere espece" de Pr(K) si la dimension du S-module S(V) est

 _r - k. Il est imm6diat que a: S(V)n -* H?(V, ov(n)) est injectif pour tout
 n e Z, done toute varifte est 0-fois de premiere espece. En appliquant la Proposi-
 tion precdente a M = S(V), on obtient:

 6 Cf. P. Dubreil, Sur la dimension des idgaux de polyn6mes, J. Math. Pures App., 15,
 1936, p. 271-283. Voir aussi W. Gr6bner, Moderne Algebraische Geometrie, ?5.
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 PROPOSITION 3. Soit k un entier _ 1. Pour que la sous-variete V soit k-fois de

 premiere espece, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient verifiees pour
 tout n eZ:

 (i a!: S(V)n >- H?(V, 0 v(n)) est bijectif.

 (ii) Hq(Vj Ov(n)) = 0 pour 0 < q < k.

 (La condition (i) peut aussi s'exprimer en disant que la s6rie lin6aire d6coup6e
 sur V par les formes de degr6 n est complete, ce qui est bien connu.)

 En comparant avec le Th6oreme 2 (ou en raisonnant directement), on obtient:

 COROLLAIRE. Si V est k-fois de premiere espece, on a HI(V, Ov) = 0 pour
 0 < q < k et, pour tout x e V, la dimension du os-module ox v est ?r -k.

 Si m est un entier > 1, notons 'Pm le plongement de P,(K) dans un espace
 projectif de dimension convenable donn6 par les monomes de degr6 m (cf. [8],
 Chap. XVI, ?6, ou bien no 52, demonstration du Lemme 2). Le corollaire ci-
 dessus admet alors la r6ciproque suivante:

 PROPOSITION 4. Soit k un entier > 1, et soit V une sous-variete connexe et ferm6e
 de Pr(K). Supposons que Hq(V, Ov) = 0 pour 0 < q < k, et que, pour tout
 X e V, la dimension du Ox-module ox, v soit ? r - k.

 Alors, pour tout m assez grand, 'pm(V) est une sous-variete k-fois de premi?re
 espece.

 Du fait que V est connexe, on a H?(V, Ov) = K. En effet, si V est irr6ductible,
 c'est 6vident (sinon H?(V, ov) contiendrait une algebre de polynomes, et ne
 serait pas de dimension finie sur K); si V est r6ductible, tout 6l6ment f E H?(V, 0 v)
 induit une constante sur chacune des composantes irr6ductibles de V, et ces
 constantes sont les m~mes, a cause de la connexion de V.

 Du fait que dim ox v < r - 1, la dimension alg6brique de chacune des
 composantes irreductibles de V est au moins egale a 1. I1 en resulte que

 H?(V, Ov(-n)) = 0

 pour n > 0 (car si f - H?(V, Ov(-n)) et f # 0, les fk.g, avec g E S(V)nk forme-
 raient un sous-espace vectoriel de H?(V, ov) de dimension > 1).

 Ceci etant precise, notons Vm la sous-variete <Om(V); on a evidemment

 Ovm(n) = Ov(nm).

 Pour m assez grand, les conditions suivantes sont satisfaites:

 (a) Ca: S(V)nm H?(V, Ov(nm)) est bijectif pour tout n ? 1.

 Cela resulte de la Proposition 5 du no 65.

 (b) Hq(V, Ov(nm)) = 0 pour 0 < q < k et pour tout n ? 1.

 Cela resulte de la Proposition 7 du no 65.

 (c) Hq(V, Ov(nm)) = 0 pour 0 < q < k et pour tout n < -1.

 Cela resulte du Theoreme 2 du no 74, et de l'hypothese faite sur les ox, v.
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 D'autre part, on a H?(V, o v) = K, H?(V, O v(nm)) = 0 pour tout n ? -1,
 et H'(V, Ov) = 0 pour 0 < q < k, en vertu de l'hypothese. Il s'ensuit que Vm
 verifie toutes les hypotheses de la Proposition 3, cqfd.

 COROLLAIRE. Soit k un entier ? 1, et soit V une variete projective sans singula-
 rites, de dimension _ k. Pour que V soit biregulie'rement isomorphe a une sous-
 variete k-fois de premiere espece d'un espace projectif convenable, il faut et iV suffit
 que V soit connexe et que H'(V, o v) = 0 pour 0 < q < k.

 La necessit6 est 6vidente, d'apres la Proposition 3. Pour demontrer la suf-

 fisance, il suffit de remarquer que O, v est alors de dimension < r - k (cf.
 no 75) et d'appliquer la Proposition precedente.

 78. Intersections completes. Une sous-variete V de dimension p de l'espace
 projectif Pr(K) est une intersection complete si l'iddal I(V) des polyn6mes nuls
 sur V admet un systeme de r - p gdnerateurs P1, * **, Pr-; dans ce cas,
 toutes les composantes irreductibles de V ont la dimension p, d'apres le theoreme
 de Macaulay (cf. [9], no 17). Il est bien connu qu'une telle variete est p-fois de
 premiere espece, ce qui entraine ddja que H'(V, Ov(n)) = 0 pour 0 < q < p,
 comme nous venons de le voir. Nous allons determiner Hp (V, Ov(n)) en fonction

 des degres mi1, * *, mr-p des polynomes homogenes P1, * *, Pr-p .
 Soit S(V) = S/I(V) l'anneau de coordonndes projectives de V. D'apres le

 theoreme 1 du no 72, tout revient a determiner le S-module Exts-P (S(v), Q).
 Or, on a une resolution analogue a celle du no 75: on prend pour LV le S-module
 gradu6 libre admettant pour base des elements e(ii ... iq) correspondant aux

 suites (i1, ,iq) telles que 1 < il < i2 < ... < iq < r-p, et de degres

 D.1i mj,; pour Lo, on prend S. On pose:

 d(e(ii ... iq)) = , (-1)i Pi, je(ii ... tj * *q)
 d(e(i)) = P.

 La suite 0 Lr-P d * ** d Lo -+ S(V) -* 0 est exacte ([6], Chap. VIII, Prop.
 4.3). Il en resulte que les Exts(S(V), Q) sont les groupes de cohomologie du
 complexe form6 par les Homs(L', Q); mais on peut identifier un 61ement de
 Homs(L', Q)n A un systeme f(ii ... iq), oA les f(il ... iq) sont des polynomes
 homogenes de degres mi, + * * * + miq + n - r - 1; une fois cette identification
 faite, l'operateur cobord est donne par la formule usuelle:

 (df)(ii ... * q+l) = ZPiql' (_l)i Pt3.f(i* * * jq+l).

 Le theoreme de Macaulay dej a cite montre que l'on est dans les conditions
 de [11], et l'on retrouve bien le fait que Exts(S(V), Q) = 0 pour q X r - p.
 D'autre part, Exts-P(S(V), Q)n est isomorphe au sous-espace de S(V) forme
 des elements homogenes de degre N + n, avec N = --P m -r - 1. Compte
 tenu du Theoreme 1 du no 72, on obtient:

 PROPOSITION 5. Soit V une intersection complete, definie par des polyn6mes

 homogenes P1, -.. , Pr-p , de degres mi, ... Mrp

This content downloaded from 137.205.238.242 on Wed, 02 Sep 2020 09:03:30 UTC
All use subject to https://about.jstor.org/terms



 274 JEAN-PIERRE SERRE

 (a) L'application a: S(V)n -+ H?(V, O v(n)) est bijective pour tout n e Z.
 (b) Hq(V, O v(n)) = 0 pour 0 < q < p et tout n eZ.
 (c) HP(V, Ov(n)) est isomorphe d l'espace vectoriel dual de H?(V, Ov(N -n)),

 avec N = l-P mi -r-1.
 On notera, en particulier, que HP(V, ov) n'est nul que si N < 0.

 ?6. Fonction caracteristique et genre arithme'tique

 79. Caracteristique d'Euler-Poincare. Soit V une vari6t6 projective, et soit 5Y
 un faisceau alg6brique coh6rent sur V. Posons:

 hq (VI ) = dimK H (V, 5).

 Nous avons vu (no 66, Th6oreme 1) que les hq(V, 5) sont finis pour tout entier
 q, et nuls pour q > dim V. On peut donc d6finir un entier x(V, 5) en posant:

 x(V, 5) = Z,=o (-1)q hq(V, 5).
 C'est la caract~ristique d'Euler-Poincare de V, a valeurs dans 5.

 LEMME 1. Soit 0 -+ Li -* * -? 0 une suite exacte, les Li 6tant des espaces
 vectoriels de dimension finie sur K, et les homomorphismes Li -* Li+, 6tant K-
 lingaires. On a alors:

 E'qq (-1)q dims Lq = 0.

 On raisonne par recurrence sur p, le lemme 6tant evident si p < 3; si Lp',
 d6signe le noyau de Lp-1 -> Lp, on a les deux suites exactes:

 0 Li @ L'_i - > 0

 L_ L-1 -+Lp -+ 0.

 En appliquant 1'hypothbse de recurrence a chacune de ces suites, on voit que

 fqq:r-2 (-1)q dim Lq + (- 1)-dim Lp_1 = 0, et

 dim L_1 - dim L~1 + dim Lp = 0,

 d'o-a aussitot le Lemme.

 PROPOSITION 1. Soit 0 -- a -- (B -> e -> 0 une suite exacte de faisceaux alget-
 briques cohdrents sur une variete projective V, les homomorphismes a, - (6 et (63 -+
 etant K-lineaires. On a alors:

 x(V, 63) = x(V, a) + x(V, e).

 D'apres le Corollaire 2 au Theoreme 5 du no 47, on a une suite exacte de co-
 homologie:

 *H(V, ) - Hq(Ve) > Hq+'(V H) Hq++l(V7 (B)
 En appliquant le Lemme 1 a cette suite exacte d'espaces vectoriels, on obtient

 la Proposition.

 PROPOSITION 2. Soit 0 5- 1 * * * -- 0 une suite exacte de faisceaux aleq-
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 briques coherents sur une variete projective V, les homomorphismes w; -.
 6tant algebriques. On a alors:

 Z:9- (- )0 X(V, 5Yq) = 0.

 On raisonne par recurrence sur p, la Proposition etant un cas particulier de la

 Proposition 1 si p < 3. Si l'on designe par 9'-1 le noyau de Fp-1 -+ > , le faisceau
 5p-i est algebrique coherent puisque 5Yp-1 - p est un homomorphisme alge-
 brique. On peut donc appliquer l'hypothese de r6currence aux deux suites exactes

 o 51* -* * 5 -+0

 ?' ) Sp1 --+ 5p -+O.

 et la Proposition en r~sulte aussitot.

 80. Relation avec la fonction caracteristique d'un S-module gradue.

 Soit 5F un faisceau algebrique coherent sur l'espace Pr(K); nous ecrirons x(5Y)
 au lieu de x(Pr(K), I). On a:

 PROPOSITION 3. x(@(n)) est un polynome en n de degre < r.
 D'apres le Theoreme 2 du no 60, il existe un S-module gradue M, de type fini,

 tel que a(M) soit isomorphe 'a 9. En appliquant A M le theoreme des syzygies
 de Hilbert, on obtient une suite exacte de S-modules gradues:

 0 -+ L?+l - . ......-L -* M 1-* 0,

 oA les L' sont libres de type fini. En appliquant le foncteur e a cette suite, ob-
 tient une suite exacte de faisceaux:

 0 _ sr + .+ . . ) S?+ 2 0 -- : )- ?

 oA chaque S' est isomorphe a une somme directe finie de faisceaux 0(ni). La
 Proposition 2 montre que x(IY(n)) est egal a la somme alternee des X(S2(n)),
 ce qui nous ramene au cas du faisceau O(n,). Or il resulte du no 62 que l'on a

 x(O(n)) = (n + r), ce qui est bien un polynome en n, de degre < r; d'oui la

 Proposition.

 PROPOSITION 4. Soit M un S-module gradue verifiant la condition (TF), et soit
 = a3(M). Pour tout n assez grand, on a x(9(n)) = dimK Mn .
 En effet, on sait (no 65) que, pour n assez grand, l'homomorphisme a: Mn

 H?(X, 5Y(n)) est bijectif, et H'(X, 9Y(n)) = 0 pour tout q > 0; on a alors

 x (@(n)) = h0(X, 5(n)) = dimK Mn .

 On retrouve ainsi le fait bien connu que dimK Mn est un polyn6me en n pour
 n assez grand; ce polynome, que nous noterons PM, est appele la fonction carac-
 teristique de M; pour tout n E Z, on a PM(n) = x(9:(n)), et, en particulier, pour
 n = 0, on voit que le terme constant de PM est egal a x(fF).

 Appliquons ceci a M = S/I(V), I(V) etant l'ideal homogene de S forme
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 des polynomes nuls sur une sous-variete ferm6e V de Pr(K). Le terme constant
 de PM est appele, dans ce cas, le genre arithmetique de V (cf. [19]); comme d'autre

 part on a at(M) = Ov, on obtient:
 PROPOSITION 5. Le genre arithmetique d'une variete projective V est 6gal d

 x(V, Ov) = IEq' O (- 1)q diMK Hq (VY 0v).

 REMARQUES. (1) La Proposition prec6dente met en evidence le fait que le
 genre arithmetique est independant du plongement de V dans un espace projec-

 tif, puisqu'il en est de meme des Hq(V, Ov).
 (2) Le genre arithmetique virtuel (defini par Zariski dans [19]) peut egalement

 etre ramene a une caracteristique d'Euler-Poincare. Nous reviendrons ulterieure-
 ment sur cette question, 6troitement liHe au th6oreme de Riemann-Roch.

 (3) Pour des raisons de commodit6, nous avons adopt6 une d6finition du

 genre arithmetique legerement differente de la definition classique (cf. [19]).
 Si toutes les composantes irr6ductibles de V ont la meme dimension p, les deux

 definitions sont reli6es par la formule suivante: x(V, 0 v) = 1 + (-1)" p a(V).

 81. Degre de la fonction caracteristique. Si 9 est un faisceau alg6brique coh6rent
 sur une vari6te alg6brique V, nous appellerons support de 5Y, et nous noterons
 Supp(3Y), 1'ensemble des points x e V tels que c= # 0. Du fait que 9 est un
 faisceau de type fini, cet ensemble est ferme: en effet, si l'on a Ix = 0, la section
 nulle engendre ?x, done aussi 9c, pour y assez voisin de x (no 12, Proposition 1),
 ce qui signifie que le complementaire de Supp(3Y) est ouvert.

 Soit M un S-module gradue de type fini, et soit 9 = a(M) le faisceau defini
 par M sur Pr(K) = X. On peut determiner Supp(9Y) a partir de M de la maniere
 suivante:

 Soit 0 = na M, une decomposition de 0 comme intersection de sous-modules
 primaires homogenes M' de M, les M' correspondant aux ideaux premiers
 homogenes pa (cf. [12], Chap. IV); on supposera que cette decomposition est
 "la plus courte possible", i.e. qu'aucun des Ma n'est contenu dans l'intersection

 des autres. Pour tout x E X, chaque pa definit un ideal premier p' de l'anneau
 local 0x, et l'on a P' = Ox si et seulement si x n'appartient pas a la variete Va
 definie par l'ideal pa. On a de meme 0 = nfa M' dans Mx, et l'on verifie sans
 difficulte que l'on obtient ainsi une decomposition primaire de 0 dans Mx,
 les MX correspondant aux idtaux premiers p'; si x o Va, on a M' = Mx , et, si
 l'on se borne a considtrer les M' tels que x E Va, on obtient une decomposition
 "la plus courte possible" (cf. [12], Chap. IV, th. 4, ouc sont etablis des resultats
 analogues). On en conclut aussitot que M. 5$ 0 si et seulement si x appartient
 a l'une des varietes Va, autrement dit Supp(5Y) = Ua Va.

 PROPOSITION 6. Si 5F est un faisceau algebrique coh~rent sur Pr(K), le degre du
 polynome x(I;(n)) est eygal d la dimension de Supp(l;).

 Nous raisonnerons par recurrence sur r, le cas r = 0 etant trivial. On peut
 supposer que 9 = a,(M), ou' M est un S-module gradu6 de type fini; utilisant
 les notations introduites ci-dessus, nous devons montrer que x(9Y(n)) est un
 polyn6me de degre q = Sup dim Va.
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 Soit t une forme lin6aire homogene n'appartenant a aucun des ideaux premiers
 p', sauf 6ventuellement a l'id6al premier "impropre" p? = (to, * , t.); une
 telle forme existe du fait que le corps K est infini. Soit E l'hyperplan de X d'6qua-
 tion t = 0. Consid6rons la suite exacte:

 0 -+ >(-1) -+ o -> O -+ 0,

 oft 0 -vO est l'homomorphisme de restriction, tandis que o(-1) -+ 0 est
 l'homomorphisme f t.f. Par produit tensoriel avec 9:, on obtient la suite
 exacte:

 9: E --+ 0 , avec 3E = 0 0 0 E .

 Au-dessus de Uj, on peut identifier 9Y(- 1) h cv, et cette identification trans-
 forme l'homomorphisme 5Y(- 1) -* 9: defini ci-dessus en la multiplication par
 t/t ; du fait que t a Wte choisie en dehors des pa, t/tj n'appartient a aucun des
 ideaux premiers de M. = T, si x E Uj, et l'homomorphisme prec6dent est in-
 jectif (cf. [12], p. 122, th. 7, b"'). On a donc la suite exacte:

 0 -w v(-1) -+ > -+ > 0
 d'out, pour tout n E Z, la suite exacte:

 0 -* 3>(n - 1) -+ (n) -* E(fn) -* 0

 En appliquant la Proposition 1, on voit que:

 x(O(n)) - x(I(n - 1)) = X(IE(n)).

 Mais le faisceau 3E est un faisceau coherent de OE-modules, autrement dit
 est un faisceau algebrique coherent sur E, qui est un espace projectif de dimen-

 sion r - 1. De plus, 9sE = 0 signifie que l'endomorphisme de 9: defini par la
 multiplication par t/tj est surjectif, ce qui entraine 3x = 0 (cf. [6], Chap. VIII,
 prop. 5.1'). Il s'ensuit que Supp(I;E) = E n Supp(Y), et, comme E ne contient
 aucune des variet6s va, il s'ensuit par un resultat connu que la dimension de
 Supp(gE) est 6gale a q - 1. L'hypothese de recurrence montre alors que X(IYE(n))
 est un polynome de degre q - 1; comme c'est la difference premiere de la fonc-
 tion x(3(n)), cette derniere est donc bien un polynome de degre q.

 REMARQUES. (1) La Proposition 6 etait bien connue lorsque 3Y = 0/9, g etant
 un faisceau coherent d'ideaux. Cf. [9], no 24, par exemple.

 (2) La demonstration precedente n'utilise pas la Proposition 3, et la demontre
 donc "a nouveau.

 PARIS
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