Lecon N. 2 - 11 mars 2024

Alessandro

MORBIDELLI

Chaire
Formation planétaire: de la Terre aux exoplanétes

Les interactions dynamiques

COLLEGE
DE FRANCE
— 1530 —




Les orbites elliptiques

a: demi grand axe
e: excentricité
w: longitude du périhélie
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Les orbites elliptiques

a: demi grand axe [ = 2t A(t)/A,,;: anomalie moyenne

e: excentricité _

w: longitude du périhélie E—esimnbE =M
A

v r=ua(l —ecos F) ,

i inclinaison
Q: longitude du nceud

w: argument du périhélie
w=0+w
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Exemple de migration d’un systeme de Super-Terres
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Animation de A. Izidoro (Rice U.)



Migration convergente de deux planetes
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Exemple de résonance (2:1)
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Cas légerement extérieur a la résonance (2:1)
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Configuration d’approche minimale
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Excentricité

Changement par rapport a la résonance

Résonance

® Planete 1 (circulaire)

® Planéete 2 (elliptique)

[
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Demi grand axe



Cas légerement intérieur a la résonance (2:1)
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Configuration d’approche minimale
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Changement par rapport a la résonance

® Planete 1 (circulaire)

® Planéete 2 (elliptique)

Résonance

Excentricité

Q\

[
>

Demi grand axe

COLLEGE
DE FRANCE
1530




Mouvement oscillatoire autour de la résonance

® Planete 1 (circulaire)

Ce mouvement oscillatoire a
une amplitude maximale finie.

Résonance

Cette amplitude est nulle a
excentricité nulle

Excentricité

La “largeur”de la resonance a
donc une forme de V
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Migration convergente, capture en résonance et croissance de I'excentricité

® Planete (circulaire)

® Petit corps (elliptique)

Résonance

Pour la capture en résonance il

est essentiel que la période

d’oscillation résonnante soit

tres inférieur du temps de

traversée de la résonance di a
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Migration convergente, capture en résonance et croissance de I'excentricité

® Planete (circulaire)

® Petit corps (elliptique)

Si les deux objets sont deux
planetes, chacune est
capturée en résonance avec

\ I'autre. Par conséquent, les
deux excentricités vont

augmenter de concert

Résonance

Excentricité
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Excentricité

Migration divergente, pas de capture

® Planete (circulaire)

® Petit corps (elliptique)
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Formation d’'une chaine résonnante (3 planetes)
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Distance a I'étoile (en unités renormalisées a la distance de la planete N.1)



Instabilité apres capture en résonance
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Excentricité

Instabilité apres capture en résonance

Résonance

® Planete (circulaire)

® Petit corps (elliptique)
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Excentricité

Instabilité apres capture en résonance
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Excentricité

Instabilité apres capture en résonance

\\ Résonance

® Planete (circulaire)

® Petit corps (elliptique)
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Demi grand axe



Echange de position sur un “piege a planetes”

Position du piege a planete

Distance orbitale (unités arbitraires)
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Temps (périodes orbitales)
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Exemple de migration d’un systeme de Super-Terres
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Animation de A. Izidoro (Rice U.)



Instabilité dynamique des chaines de résonances des super-Terres

Apres la disparition du gaz, les chaines de résonances trop “complexes” deviennent instables

Matsumoto et al., 2012
caseZ(7:6, K=5.456)
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Exemple d’instabilité dynamique de super-Terres
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L'instabilité brise les relations résonnantes entre les périodes
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Instabilité d’une chaines résonnantes de planéetes géantes
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Description des résonances par une approche Hamiltonienne
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A-B-C de mécanique Hamiltonienne

Un systeme dynamique est sous forme Hamiltonienne s’il existe une fonction H(p,q) qui permet d’écrire les
équations du mouvement comme:

dp,/dt =-0H/dq,

dg,/dt= 9 H/op,

Les q; sont appelées coordonnées and les p, moments
Si les g, sont des angles (H périodique in q;), les p,sont appelés actions

La valeur de H est une invariante de la dynamique (constante de mouvement), car:
dH/dt=3. OH/dq, * dg/dt + OH/op,* dp,/dt =0
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A-B-C de mécanique Hamiltonienne

En général, un systeme dynamique avec un Hamiltonien générique H(p,q) est non-intégrable
Mais un systeme qui a pour Hamiltonien une fonction H(p,q)=H(p,,9,p,,---,P,,) est intégrable. En effet:
dp,/dt =-0H/5q;= 0 i.e. p=constante pour i=2,...n

Le mouvement de p,,q, est décrit par les courbes de niveau de H(p,,q,,p,,...,P,), car H est constante de mouvement

Example:

Le diagramme dépend des
valeurs de p,,...,p,
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A-B-C de mécanique Hamiltonienne

Pour résoudre des systemes Hamiltoniens on cherche une transformation (p,q)->(p’,q’) par laquelle
Hip(p",a’),a(p’.a’)) = H (p"1,0"1,P"5--P",)

Pas toutes les transformations sont admises! Seulement celles qui préservent les équations Hamiltoniennes

dp’/dt =-0H/0q’, ) . .
dq’/dt = OH/ap’ Ces transformations sont appelées canoniques

Example de transformation canonique:
a=Aq p=[A"]"p’

Souvent, il n’est pas possible par une transformation canonique de transformer I’'Hamiltonien en une fonction
dépendante d’un seul angle; alors, on cherche a transformer ’'Hamiltonien dans la forme:

H(p(p”,a’),a(p’.d’)) = H,pp (P'1,0"1,0"5,--P",) + € Herh(P”,Q°) OU € est un petit parametre.

C’est 'lapproche de la théorie des perturbations
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L'Hamiltonienne d’un systeme planetaire

En utilisant comme coordonneées les positions héliocentriques r; et comme moments les quantites vi=m,u;,
ou u; sont les vitesses barycentriques, les équations du mouvement ont pour Hamiltonien:

4 3

N 9 le
V. M.t+m v | V; -V MM
uose Il Gy 5= [vivy g ma,
]
\

2, [ — — | M, A

\ ) )
f f

Somme d’Hamiltoniens de problemes a
deux-corps non couplés (intégrables)

Partie non-intégrable (perturbation)

u=m; M./(m+M.)

COLLEGE . : : . - . . :
DE FRANCE On peut introduire des ellipse formelle, en partant les positions héliocentriques et vitesses barycentriques
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Les variables canoniques de Delauney

Variables d’action-angle pour chaque planéete

A = pu\/G(M, + m)a A=

Z = AV1 —e2(1 — cosi) ~ Ai? /2 =

. _mM,
= m—+ M,
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F=A(1—-+v1—¢e2)~Ae?/2 Y= —w



Structure de la perturbation

L'interaction entre chaque couple de planetes peut étre développée en série de puissance de e and i et en série de
Fourier de A, w,Q:

ki ko -1y -l . )
Hio = claz/ar)e; es?iy iy cos(ni A1 + naode +mywor + mows + j101 + j222)

Les regles de D’Alembert

1 ni+ng+my+mo+j31+752 =0 Invariance par rotation

2 1 4+ I3 doit étre un nombre paire Invariance par | — —1

3 kyo — |mq 2| doitétre nul ou un nombre paire positif ~ Pas de singlularité 3 e = /2I'/A =0 *
4 Iy o9 —|j12| doitérenul ouun nombre paire positif Pas de singlularit¢ 8 i = /2Z/A =0 *

COLLEGE * En les variables canoniques p = V2['cosw,q = V2 sinw,x = V2Z cos Q,y = V27 sin ()

DE FRANCE . . . .
1530 Hl,g doit avoir une expression polynomiale




Structure de la perturbation

Simplifications:
Hio = (:({12/{11)&?1&;:2*’8 cos(niA1 + ne Ay +miwi + maws + P + D&2)
Probléme plan: 21 =12 =0
Proximité a laresonance %k :k — 1
Hio = c(as/a)et e cos(n(3pa@2) + m(kAa — (k—1)A1) + miww +mows)
%(.\Iﬂ/\z —(k—=1)A\1) ~0; %()\1 — Ao) =2m (p% — PLQ) est un angle rapide
Par moyennisation

Pour la 1ére régle de D’Alembert: m + mq + mo =0

COLLEGE
S =i Hio = (:(ag/al)efleg? cos[m(kra — (k — D)\ — @) + n(w — w2))




Structure de la perturbation au voisinage d’une résonance

Hio = c(az/a;)ei* e? cos[mf( (I ) +nl dnz )

Transformation canonique pour mettre en évidence I'angle résonnant

@ —RAL+ (k= DAs, OAa=A A Al 52
O = A1+ Ao, O=ko—(k—DX\ @, =0, Y1 =0+,
Y1 = —W1 Uy = -0 +1TI7, 0Y1,2 =71 — V2,
I Yo = —T09 O —(I't +I'2), Yy = =2,

= (A —T'1) + (Aa = T9)
(moment cinétique du systeme)

Constantes du mouvement

COLLEGE 2 degrés de liberté
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Harmoniques permises par les regles de D’Alembert

A l'ordre 1 en excentricité:

Sessin et Ferraz-Mello, 1984
Henrard et al., 1986
Wisdom, 1986

Batygin et Morbidelli, 2013

v

epcos(1) , e CO*D

cos(t)

A 'ordre 2 en excentricité:

e? cos(2¢1), e1ercodEE—5712), e1€: @12) . €5 cos |2 (Zma®1,2)]

Etcétéra....

2 possibles approximations intégrables:

* onne garde que 'ordre en excentricité (approximation des petites excentricités)
* onsuppose m,>>m, et e,=0
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Diagrammes de phase de H, , d’un résonance k:k-1 (approx. intégrable)
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0.015|
0.010}

0.005

€1

Conversion des points d’équilibre et des sections de séparatrice en diagramme (a,e)

Le rajout des termes non-intégrables
modifie quantitativement la famille de
points d’équilibre...

o’ ...transforme les séparatrices en zones
chaotiques

Augmentation de o

\

5
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augmentation [

absense of a separatrix

- -3 -2
Vst gugmentation £

0

\/'/'_’\lll COs U]

2

3

Migration et capture en résonance k:k-1

En absence de migration, £ est une constante
La migration change £
Migration convergente = décroissance de £

Principe adiabatique:

Si un parametre (ex. £ ) change lentement par
rapport a I'échelle de temps caractéristique de la
dynamique (ex. période de libration), I'évolution
suit la trajectoire que, pour chaque valeur du
parametre, confine la méme aire.



Migration et capture en résonance

Mais le principe adiabatique est valide seulement si la migration est lente par rapport a la libration

—
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LI |

T

Fréquence de libration

0.010/
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T
()

0.005

Décroissance de [
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Amortissement de l’excentricité et effets sur la résonance

En plus de forcer la migration de la planete, le disque exerce

aussi un amortissement de I'excentricité:
de/dt~ed L /dt (H/r)?

Dans la limite g=const.

de/dt=-d £ /dt (al/2e)? Les deux effets s’annulent pour:
e~H/r
6_1 ' La croissance de I'excentricité s’arréte. Un équilibre est atteint
0.015F :
| s : .

Mais I'amortissement de I'excentricité pour £ = const. induit un
changement de demi grand axe égal a:

0.0107 da/dt=2ae de/dt
Il S’applique aussi bien a a, que a a,

0.005F Les considérations adiabatiques ne s’appliquent pas car le
changement de/dt affecte une coordonnée, pas un parameéetre.

0.000 az/ a1

1.305

1.310 1.315 1.320 1.325 1.330 1.335



Amortissement de l’excentricité et effets sur la résonance

Sous l'effet de 'amortissement de I'excentricité le point d’équilibre résonnant n’est plus un centre. Il
devient soit un foyer stable ou instable :

Center
YA
<i§§3§§§§§§§§jj\\

o) /
\

L'amplitude de libration diminue

Y

Unsiable Focus

&

_ Lamplitude de libration
* augmente: cycle limite ou
i échappement de la résonance
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Resonance Overstability (Goldreich and Schlichting, 2014)



Instabilité apres capture en résonance
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Distance a I'étoile (en unités renormalisées a la distance de la planete N.1)



Amortissement de l’excentricité et effets sur la résonance

ep = (my + my)/M,

3:2 MMR 2:1 MMR

3 ‘. T —_ L 3 I'.‘ ey Vv vy vy T ol oo L2
S ° € Z10-° ; N @ € 2100 -

N ® E —10'_5 : - \ ® E _10—5

AN ° € —10'; . SN o e,=1074
2t smbfe ° €,=10" y 2 [~\_Stable ® =107 |
N 1 ] E
N === Approx Analytic ) === Approx Analytic :
1 * — Exact Analytic " - i .
—_ y ) I \ — Exact Analytic '
éq 4 E} \‘ !
"é: Z = \ ]
- O ) E,L OF \ q
S ] = [ \ ]

.3 ] %D L \ \
; R | 1 \
—1F : —1F ! #’I N ~- ~\\ o
] N
\
] = \ L L — \
-2} > Unstable 1 2l » Unstable 1
: \ 3=
N \
\ \
\ \
_3 o 3 i i | | \‘- —3 B - o oo W o PR ste “ON TR A R S TR .‘l----\:-
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
LDglO[Te|fTeg] LOglo[Te,/Te,]
COLLEGE
M, M ht
S [-1/e de/dt] =t~ —* —*

m Ya2 \/QM—*/”3 Deck and Batygin, 2015, ApJ, 810, 119
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Interactions a trois planetes

Matsumoto et al., 2012 Chambers et al., 1996

case2(7.6, K=5.456)

g 4T | T = 8
T _ s
- ‘ I-----‘- ----------------------- -1 /--\6?‘
< 6 1 &
g ] g
Hﬂ 5F — 34_ -
s | ] P
<
B 4 | o X
o i | k! i
3 b i 2r ]
- - i N=3
2 - - (
L1 11 | 1 I 0 ) T T
3 45686 10 30 50 2 4 6 8 10
N A (mutual Hill radii)

Nous avons vu que les chaines résonnantes deviennent instables si on rajoute trop (>>2) de planetes.
Aussi, s’il y a 3 (ou plus) planetes non-résonnantes, le temps d’instabilité croit progressivement avec leur distance

mutuelle alors que pour un systéme a deux planétes le systéme est stable pour toute distance A > 2+/3

Clairement, il y a des effets multi-planétes gu’on ne peut pas comprendre par des interactions entre couples de
planetes voisines



Interactions a trois planetes

Mais I’'Hamiltonien du probleme s’écrit comme somme d’interactions a 2 planétes:

NIl (o  «. e
~ VZ.VJ gmzmj

<
jzl 2“] Hr]H j:{ ?::T \ M* HA?’JH/

S

Comment est-ce que les interactions multi-planete émergent?

LUopération de moyennisation sur les angles non-résonnantes est la clef et elle doit étre faite
de facon rigoureuse, c’est a dire par changement canonique des variables.
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Moyennisation par transformation canonique

’'Hamiltonien de l'interaction entre deux planéetes (sur le méme plan) s’écrit:

G2 M Qm?

272

O(m)

Variables d’action-angle

‘:\%1 — V1 —62) ~ Ae? /2 — o H= o

O(m)

O(m?)
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Chk1,k2,51,752 ([Al]ﬂ [Ag], [Fl]ﬂ [FZ CUS(kl )‘1 +k2)‘t2 +j1 Bil +j2’]?2) O(ﬂlz(sA)

ki+ke—j1—32=




Moyennisation par transformation canonique

H = 015N, + QadA, + O(5A2)

D0 Chakagnaga ([ [Az], [Ty +hadg+ 171 +j2v2) + O(mPSA)
k1+ke—j1—732=0

On cherche une transformation canonique pour moyenner (i.e. éliminer) les termes non-résonnant:

1 Q1 + ko #£ 0

oAy = oy — 3 Rt Ll Bl LD cosky Ny + kody 4101 +520%) M= N
k1 $ + koo #£0
6Ny = 6N, — kz‘”‘l"‘“fﬂ'jl;;ﬁﬁli;%j]’[Fl]’[rz]) cos(k1A] + ka2 Ay + j1y1 + J272) Az = A
ki + kaQs £ 0
11Cky ko 1.9 LAL][A2],[T1], [ . .
o7, = 0T} — 3 e bl DO cos(kaXf + kody + % +52%) M=
Je1 Q4 + koQs £ 0
: 19Cky ke i1.i0 L] [A2],[T1], |- - -
SEVE or, = ory — 3 Zoen Rl cos(ky X + koM + 1% +32%) 2 =
1530

E1 Q1 + kaf2e # 0




Origine des termes couplant trois planéetes

Uinsertion de cette transformation dans le terme de I’hamiltonien couplant les planetes 2 et 3:

D kgt ks —ja—ja—0 Cka ks ja.js (A2, Az, T2, T'a) cos(kada + k3 Az + jaya + j373)

genére des termes O(m*) avec des harmoniques couplant les trois planétes:

D Chy ko ks ji1oia.gs COS(B1AL + kadg + k3As + 11 + Jaye + J373)

ki 4+ ko +ks—751—jJ2—733 =0
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Instabilité des chaines résonnantes

Elle est due a une résonance secondaire, entre la fréquence de libration des deux premieres planetes et la
différence des fréquences synodiques Q=0Q,-2Q0,+Q, (Pichierri et Morbidelli, 2020; Goldberg et al., 2022)

h:4 5.4
@~ @~ ® 0=0,-0

"E — MA
-0 .0
£ 107! e,
Q
S T~ Point d’instabilité
o 1072
e ]
(e
i)
s}
o
—
S 1073
Q
c
o Angle résonnant:
@- SA2 —4A — o
COLLEGE L
DE FRANCE 104
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Goldberg et al., 2022

» Augmentation des masses



Instabilité des chaines résonnantes

® Simulations numériques

X Estimations analytiques

X
1072 5 3 planets X 4 planets 5 planets 6 planets
®
« 1073 g » %
S 2 v
é ¢ X X
g 107 ® ® v e
; 2 . A N
| ¢ "‘ * 2 4
10'5'E ! *
2 4 6 8 2 4 6 g 2 6 8
k \ \J(
k: index de la chaine

résonnante. examples:
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6:5—-6:5 4:3-4:3-4:3

3:2-3:2-3:2-3:2

Goldberg et al., 2022
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A retenir

* Lesrésonances se comportent comme des pendules: les planéetes oscillent autour d’un point d’équilibre

* La migration convergente amene les planetes en résonance

* Ainsi se construisent les chaines résonnantes, ou chaque planéte est en résonance a 2 corps avec ses voisines

* La chaine résonnante est la seule configuration ou les distances relatives des planetes (et donc le rapport de
leur périodes orbitales) ne change plus, méme si la migration continue.

* Sila planéete interne est moins massive que celle externe, la résonance en présence du gaz peut étre instable.
Ainsi les chaines résonnantes tendent a arranger les planetes en ordre de masses décroissant

* Chaines résonnantes avec un nombre trop grand de planétes (selon leurs masses) sont instables

* Linstabilité détruit la chaine résonnante initiale. Ainsi la plupart des systemes planétaires ne sont pas en
résonance aujourd’hui.

* Le formalisme Hamiltonien est I'approche plus adapté pour étudier mathématiquement les résonances

* Les interactions entre trois planétes apparaissent a I'ordre (relatif) m? dans les masses lors de la
moyennisation rigoureuse des interactions a deux planetes non-résonnantes via une transformation
canonique des variables.

* Les chaines résonnantes sont déstabilisées par des résonances secondaires entre les fréquences de libration
et les fréquences synodiques

* Les résonances a trois corps sont tres nombreuses. Leur recouvrement donne la limite de stabilité des

COLLEGE systemes a trois planétes qui ne sont pas dans une chaine de résonances a 2 corps.
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Colloque

Formation du disque protosolaire
et de ses premiers planétésimaux

26 & 27 Juin
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