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Présentation

Si deux objets géométriques se ressemblent, peut-on comparer leurs spectres de vibrations ? Cette
question subtile demande au préalable de se demander ce que signifie « se ressembler » et « comparer
» des spectres. Les premiers cours dresseront un état des lieux des différentes notions de convergence
pour des variétés, graphes ou espaces métriques plus généraux, et leur répercussion sur le spectre du
laplacien : topologies de Gromov-Hausdorff, de Benjamini-Schramm, homogénéisation, convergence
au sens de Mosco... La suite du cours se concentrera sur les notions de convergence spectrale faible
ou forte pour les suites de matrices aléatoires, les familles de grands graphes ou encore les surfaces
hyperboliques de grand genre. On présentera et on comparera une sélection de résultats récents, dont
la spectaculaire méthode polynomiale de Chen-Garza-Vargas—-Tropp-Van Handel (2024).
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1. Notions de convergences géométriques et spectrales

Dans ces deux premiéres séances, nous posons la question générale de savoir comparer des objets
géométriques et le spectre de leurs laplaciens. Cela demande d’introduire diverses topologies, permet-
tant de dire quand et de quelle maniére deux objets peuvent « se ressembler », ainsi que de mesurer la
«distance » entre les spectres. On parcourra une liste non exhaustive d’exemples tirés de la littérature
récente, dans divers domaines des mathématiques.

On parlera dans ce cours de spectres d’opérateurs auto-adjoints, donc réels. Le plus souvent, il s’agira
du Laplacien A.

1.1. Le rectangle

On considére R, le rectangle de dimensions 1 x &, muni du laplacien usuel A..
« Avec conditions de Dirichlet (fonctions s’annulant sur le bord), les fonctions propres et le spectre sont

k,mEN*}.

« Avec les conditions de Neumann (dérivée normale nulle sur le bord), on obtient

k,mEN}.

Il y a donc une partie du spectre qui ne dépend pas de € (m = 0). C’est le spectre du laplacien A

sin(kmz) sin (mﬂg), Sp(—A,) = {(kﬂ)2 + (mg)2

en particulier, le premier, le spectre part a I'infini quand ¢ tend vers 0.

cos(kmz) cos (mw%), Sp(—A,) = {(lm)2 + <m§>2

sur le segment [0, 1] avec les conditions de Neumann aux extrémités. On a donc une convergence
spectrale partielle au sens suivant : pour tout M > 0 réel, on a pour € assez petit

Sp(—A.) N [=M, M] = Sp(—A) N [-M, M]
« Avec des conditions périodiques (le rectangle est vu comme un tore S! x £S*), 'objet limite «est »
le cercle S*, et 'on voit que le spectre de —A_ converge vers celui de —A sur S lorsque ¢ tend vers
0, toujours en prenant 'intersection avec [—M, M].

Exercice 1.1. Calculer les fonctions propres et le spectre du laplacien sur le tore S* x £S?, et vérifier

la convergence spectrale partielle vers le spectre du cercle S* lorsque ¢ tend vers 0.

1.2. Le cone d’angle o
On consideére le cone C,, défini comme le secteur d’angle 27 et de rayon 1 dans le plan, avec les bords
6 € {0,2ma} identifiés

C, ={(rcosf,rsinf) | (r,8) € [0,1] x [0,27a]}/((r,0) ~ (rcos(2mex), T sin(27e))).
Le laplacien usuel A défini sur les fonctions lisses a support compact de C, \ {0} n’est pas essentiel-
lement auto-adjoint. On a besoin de choisir des conditions aux limites. On choisit ici les conditions de

Neumann (dérivée normale nulle sur le bord r = 1) et existence d’une limite finie en 0. On vérifie que
ces conditions reviennent a la définition suivante du laplacien via I’énergie de Dirichlet

E(f,9) =/C (Vf,Vg)rdrdd, Dom(E)={f | VfeL*C,)}.

L’opérateur associé A est défini par la formule (Af, g) ;2 = E(f, g). Son domaine est

DomA ={f| g € DomE + E(f,g) € R est une forme linéaire bornée}



Exercice 1.2. Vérifier que cette définition a bien les propriétés annoncées. Montrer qu’on a des
fonctions propres de la forme

Jm(\/XT') exp zmﬁ , mEeEZ,
B «a

ou J,, est la fonction de Bessel d’ordre v. Pour m # 0, le spectre part a I'infini lorsque « tend vers 0.
Pour m = 0, on obtient des fonctions propres radiales dont le spectre converge vers le spectre associé
a la forme quadratique (énergie de Dirichlet)

1
EW(f,9) =/ 919, gy,
0 T

ce qui correspond au laplacien 1-dimensionnel
2
Am =9 10
ar?  ror
avec conditions de Neumann en r = 1 et limite finie en 0.
Ainsi, 'objet géométrique limite est, comme attendu, I'intervalle [0, 1], mais pas l'opérateur limite. Il

y a une subtilité liée a la convergence des mesures.

1.3. Notions de convergence de spectres (d’aprés [BB16])

On s’intéresse aux spectres en tant que sous ensembles fermés de R. On oublie donc les fonctions
propres, mesures spectrales et multiplicités.

Soit (‘%t)teT une famille d’espaces de Hilbert indexée par un espace topologique 1" (par exemple 7" =
N U {oo} pour des suites). Soit (4,), _,. une famille d’opérateurs auto-adjoints de spectres F; qui sont
des sous-ensembles fermés de R. On fixe ¢, € T' et on s’intéresse & la convergence de F; vers F,|
lorsque ¢ tend vers .

1.3.1. Convergence de Hausdorff

Définition 1.3. On dit que F; converge vers F, - au sens de Hausdorff si pour tout € > 0 réel, il existe un
voisinage U de t tel que pour toutt € U, on a les inclusions

FCE +B0:), F CF+B0,e),
ou B(0, €) est la boule ouverte de centre O et de rayon & dans R.

1.3.2. Convergence de Vietoris

Définition 1.4. On dit que F; converge vers F, au sens de la convergence de Vietoris si pour tout fermé
K CRtelque KN F_ =0 et tout ouvert O C R tel que ONF, # 0, il existe un voisinage U de t,, tel
que pour toutt e U,ona KNE, =0,etONF, #+ (.

1.3.3. Convergence de Fell

Définition 1.5. On dit que F; converge vers F; au sens de la convergence de Fell si pour tout compact
K CRtelque KNFE = 0 et tout ouvert O C R tel que O N k o+ 0, il existe un voisinage U de t,, tel
que pour toutt € U,ona KNE, =0,etONF, + 0.

La convergence au sens de Fell est donc plus faible que la convergence au sens de Vietoris. Dans les
exemples précédents, il y avait convergence au sens de Fell, mais pas au sens de Vietoris, a cause de la
divergence de certaines parties du spectre vers I'infini.



1.3.4. Convergence des trous spectraux

On rappelle qu’un ouvert de R est une réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints, qui sont
ses composantes connexes.

Définition 1.6 (Trou spectral). Un trou spectral d’un fermé F' C R est une composante connexe de
R\ F.

Il existe une notion de convergence des trous spectraux [BB16, Definition 7]. Il est utile en physique
de connaitre les bandes interdites (trous spectraux) d’un spectre.

Théoreme 1.7 (Beckus-Bellissard). Supposons que les A, sont tous des opérateurs auto-adjoints bornés
(y compris A, ). Les spectres sont donc des compacts de R. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) F, — F, au sens des trous spectraux ;
(ii) F, — EO au sens de Vietoris ;
(iii) Il y a convergence des normes d’opérateurs: | P(A,)| — H P( ) H pour tout polynéme P de degré

t—tg

au plus 2.

Théoréme 1.8. Dans le cas général des opérateurs non nécessairement bornés, on a les équivalences
suivantes.

(i) F, — F, au sens des trous spectraux ;

(i) F, — F;  au sens de Fell ;
(iii) 1l y a convergence des normes des résolvantes :

(== 4,)"

Remarque 1.9. Les différents opérateurs vivent sur des espaces de Hilbert différents. Il est donc

Vz e C\R, H z—A

=

difficile de comparer directement les opérateurs ou leurs vecteurs propres.

1.4. Graphes métriques épaissis (d’apres [EP05])

On considére un graphe métrique fini G = (V, E). Chaque aréte e € E est associée a un intervalle
= [0, L] de longueur L, > 0. On met le laplacien usuel A = % sur chaque aréte. Il y a plusieurs

extensions auto-adjointes possibles. Il y a un chois de conditions aux limites aux sommets a effectuer.

On s’intéresse ici aux conditions de Kirchhoff : une fonction f est dans le domaine de A si

« f est continue aux sommets ;

+ la somme des dérivées sortantes de f en chaque sommet est nulle

> f=o

e incidente & v

Cela revient a prendre I’énergie de Dirichlet

E(f,.9) =)

ecE

f'g dz,

o~
>,

avec f,g € H'(I,) pour chaque aréte e, et coninues aux sommets. Supposons que G soit plongé de
maniére isométrique dans R"™. On considére G, un voisinage de taille € de G dans R™. On munit G,
du laplacien usuel A_ avec conditions de Neumann.

Comme G est fini, le spectre de —A_ est discret.

(€)

Théoréme 1.10. Lorsque € tend vers0, A, ()

— A, ou A\ est la k-iéme valeur propre de —A_ et A, la
k-iéme valeur propre de —A sur le graphe métrique G. Il y a de plus convergence en norme des résolvantes
au sens de la définition suivante.



Définition 1.11. Soient (As)5>0 une famille d’opérateurs auto-adjoints définis sur un méme espace de
z rés

Hilbert I . On dit qu’il y a convergence en norme des résolvantes de A_ vers celles de A, et on note A_ —
Ay sipourtoutz € C\R,ona

— 0.
e—0

2= A = (2= 49

Remarque 1.12. Grace a I'identité de la résolvante, il suffit de vérifier la convergence pour un seul
z€ C\R.

Soit A C Sp(A,) et I" un lacet dans C qui entoure A, c’est a dire que I'intersection de la composante
connexe bornée de C \ I" avec le spectre de A est exactement A. Le projecteur spectral sur A s’écrit
alors

Le théoréeme de convergence en norme des résolvantes implique alors la convergence en norme des
projecteurs spectraux

|B* = B = 0.

e—0

Pour le cas des graphes métriques épaissis, on a besoin de généraliser la notion de convergence en
norme des résolvantes a des opérateurs définis sur des espaces de Hilbert différents.

Définition 1.13 (Weidmann). On dit que (A,)

Ay s’il existe des plongements isométriques

5 converge au sens des résolvantes généralisées vers
=

e H, —H, €20, L1, =1d
tels que pour tout z € C\ R, on ait
Ls(z - Ae)ill’z - [‘O(z - A0>71L6 — 0,
e—0

ot la norme est celle des opérateurs bornés sur J(.
Remarque 1.14. Cette convergence des pseudo-résolvantes peut étre vérifiée pour unseul z € C\ R.

Exercice 1.15. On considére #. = L2(R/Z x (R/€Z)), A. = A_ le laplacien sur le tore R/Z x
(R/eZ) (de domaine 'espace de Sobolev H?) et K, = L?(R/Z), A, = A, le laplacien sur le cercle
R/Z. Montrer que A_ converge vers A, quand ¢ — 0 en norme de la résolvante (au sens généralisé
de Weidmann).

Solution. Notons T. = R/Z x (R/eZ) pour e > 0 et S! = R/Z.
1) Etudions rapidement les opérateurs laplacien. On note, pour € > O et k, [ € Z,
e (@, y) = exp(2im(kz + ly/e)),

ce qui définit une base de Hilbert (non normalisée) de #_ d’apres la théorie des séries de Fourier.
Ona

Agegjg = )\geg, avec ,\Efﬁ = —An?(k? 4+ 12 /<?).

Cela montre a la fois que A, est a symétrie hermitienne, et qu’il est auto-adjoint sur son domaine
maximal, qui n’est autre que H?(T.). De plus, les valeurs propres AE:% tendent vers l'infini lorsque
(k,1) — oo dans Z2, donc tout z € C distinct de chaque /\Efg est résolvant. Ainsi,



o(4) = { N3 (kD) € 22},

On montrerait de maniére similaire que A4 est auto-adjoint de domaine H?(S"), diagonal dans la
base de Hilbert (non normalisée)

e,(z) == exp(2irkz), k€ Z,
et de spectre
o(Ay) ={\,; k€Z} avec N\, =—4n?k>.

On voit que pour [ # 0, Ag:g tend vers l'infini lorsque € — 0. Ainsi, on vérifie facilement a la
main dans cet exemple que le spectre de A, «converge» vers celui de A,. Montrons qu’il y a
effectivement convergence de A, vers A, au sens de Weidmann.

Définissons des plongements des . dans un espace de Hilbert auxiliaire /(. On considére H =
L?(T), avec T = T, le tore usuel. On écrira €1 = eg’; et Ay = )\S% pour alléger les notations.
On définit des applications linéaires ¢, : K, — J par

Ve 0, 1 f(e,y) = VEl(ney) et wf(my) = [(z).
On a, pour tout f € K, = L*(T.),

bt = [ i ePdsed = [ (f@ P dody =[flB.
[0,1]2

[0,1]%[0,¢]

ce qui montre que ¢, est une isométrie. De méme, ¢ est une isométrie de /, dans /. On observe
que ¢, est bijective pour ¢ > 0 donc ¢* = (1. De plus, pour f € H, et g € H, on a par le théoréme
de Fubini

<L0f7g>}[:/[ | f(x)g(z,y) dwdy:/ f(z) (/ 9(z,y) dy) dz = (f,159) 5 »
0,1]2 0 0

Lg(T) = / 9(x,y) dy.
0

Montrons a présent que la convergence en norme des résolvantes au sens de Weidmann a lieu
pour ces choix de plongements et pour z = ¢ € C \ R. Pour commencer, on a les égalités suivantes,
valables pour tous k,l € Z ete > 0.

Cb/\
Fw

() _ * _ —
L€l = Veey , tiey; = y Lo€r = €k 0s

B

et pour tout x € St,

1 1 .
N . =0
iera@) = [ enitoay = [ explaintia -+ i)y = {40 5120
0 0 :

De plus,
() il €
€ s k
R (2)ey) = G et Ry(z)e, = P
k.l



De 13, il vient

1L —0 sil=0
~ ~ (&) (o) =0
(Ra(z) - RO(Z))ek,l = Qp €k, avec agp; = 1 {140
—® sil=#0.
ZTAk
Or, on a
1 1 g2

< - <.
Fa i iem (k2 B) 4

Comme les e, ; forment une base de Hilbert de 7 et les opérateurs R_(2) — Ry(z) sont bornés, on
en déduit que pour tout € > 0,

ce qui conclut.

1.5. Convergence d’espaces métriques au sens de Gromov-Hausdorff.
Références : [Fuk87], [CC00], [LV09], [Stu06; Stu06], [Gig23]

On considére dans cette section des espaces métriques pointés mesurés, c’est a dire des quadruplets
(X, z,d,m) tels que (X, d) est complet séparable, et m une mesure de Radon sur X dont le support
contient z.

GH
Définition 1.16. Onnote (X,,,z,,,d,,,m,) — (X0, Too, doos Moo ) €F 0n dit que les espaces métriques
pointés mesurés convergent au sens de Gromov-Hausdorff s’il existe des injections isométriques

L, (X,,d,) < (Z,d), neNU{o}
avec (Z,d) un espace métrique complet séparable telles qu’on ait la convergence faible
(Ln>umn m (l’oo>umoo’

définie par

(,DOLndmn————) (po[’oodmoo
X n—oo J

pour toute fonction test @ continue a support borné sur Z.

Intéressons-nous au cas ou les espaces métriques (X,,, z,,,d,,, m,) sont des variétés riemanniennes
de dimension fixée N, de courbures de Ricci uniformément minorées par K € R, ou les distances d,,
sont les distances riemanniennes, et les mesures m,, les mesures de Riemann renormalisées de sorte
que m,,(B(z,,1)) = 1 pour tout n.

Remarque 1.17.

» La renormalisation des mesures est par exemple nécessaire pour que ’exemple du tore de rayon ¢
converge vers le cercle. Sans renormalisation, la mesure limite serait nulle.

« L’objet géométrique limite peut ne pas étre une variété. Par exemple, on peut obtenir un cé6ne comme
limite de variétés lisses. En revanche, on peut montrer qu’il existe un ensemble R, appelé ensemble
régulier tel que



» R est de mesure pleine : m__ (X, \ R) = 0.

» Tout point de R admet un voisinage bi-lipschitzien 4 un ouvert de R¥ pour un certain k < N (la
dimension peut diminuer dans la limite).

» La mesure m__ est absolument continue par rapport a la mesure de Hausdorff de dimension k.

» L’espace, X satisfait une condition CD(K, N) portant sur la courburce synthétique, qui ne
nécessite pas de structure lisse. Voir Lott-Villani, Sturm.

» Il reste un laplacien a la limite. On note RCD (K, N) ces deux conditions réunies (Riemannian
Curvature Dimension).

« L’idée pour définir le laplacien sur I’espace limite est d’utiliser les cartes locales bi-lipschitziennes et
la comparabilité des mesures pour obtenir la différentiabilité presque partout des fonctions lipschit-
ziennes sur X, ce qui permet de définir une énergie de Dirichlet

E(f.g) = / (V. V) dm,,
X

oo

de domaine I’ensemble des fonctions lipschitziennes de différentielle L?. On montre que cette forme
quadratique est fermable. On obtient ainsi un opérateur auto-adjoint A associé.

Théoréme 1.18 ([CCO00]). On suppose que les variétés (X,,) sont compactes pourn € N U {oo}. Alors
le spectre des laplaciens est discret, et s’il

GH
(Xn7 Lns dn’ mn) — (Xoc:?xoo’ doo7moo)7

alors

A —— A

n—oo

Théoréme 1.19 ([Gig23]). La convergence de Gromov-Hausdorff implique la convergence des énergies
de Dirichlet E,, — E__ « au sens de Mosco » (I'-convergence faible et forte). Si on a une convergence faible

L2
fn € L2(mn) — f € L2(moo)’
alors

Boo(f, ) <Hminf B, (f,, f),

et pour toute fonction g € L2(m_,), il existe une suite (g,,) de fonctions L? qui converge fortement vers

g, telle que
Ew(9,9) = lim E, (g,,9,)-

Remarque 1.20. Les convergences forte et faible dans le Théoréme 1.19 sont définies via les plonge-
ments isométriques donnés par la convergence de Gromov-Hausdorff. Plus précisément, on utilise les
définitions

fo € L2(m,) 25 f e I2(m)
<

n—oo

V¢ : Z — R continue bornée, / ofout d(Ln)ﬁmn — / of o1zl d(Loo)ﬁmoo
z z

L? L2
et f,, — fo signifie que f,, — fo et |f.], . — ol 2 . Le résultat implique la conver-
L2(m,) n—oo L2(m)
gence des valeurs propres dans le cas compact (Théoréme 1.18), et la convergence des fonctions
propres et projecteurs spectraux. L’exemple des graphes métriques ne rentre pas dans ce cadre car ils



ne vérifient pas de condition de borne inférieure sur la courbure de Ricci. La courbure tend vers —oo
lorsque I’épaisseur ¢ tend vers 0, proche des sommets du graphe.

Explication du vocabulaire : Retour sur les conditions CD(K, N) et RCD. La premiére signifie
«Courbure > K, Dimension < N » et a été introduite par Sturm et Lott-Villani. Gigli-Mondino-Savaré
ont introduit la condition RCD(K, N) qui ajoute une condition permettant 'existence d’un laplacien.
Cette condition est stable par passage aux limites de Gromov-Hausdorff mesurées.

1.6. Homogénéisation (d’aprés [BLP11], [Kes79])

Soit Q un ouvert borné de R%. On note
T z
PRI CHOLDEO
1<i,5<d

ot les coefficients a; ., a, sont Z?-périodiques bornés et vérifient les hypothéses d’uniforme ellipticité

Zij’
et de positivité:

ag =0 et Zai7j(y)§i§j > a |¢)? pour tout & € R% y € RY avec a > 0.
.7j

Théoréme 1.21. L’opérateur L¢ converge vers L° au sens de la résolvante, ot

L0=— % 8i(4,0;) +0,

1<i,j<d
oub = p(ag)est la moyenne de a,. Voir références pour I’expression de q; ; # u(ai7j).
Exercice 1.22. En dimension 1,ona L¢ : f > (a°f’)’, avec a®(z) = a(%) et L® = qf” avec
1
o)

Indication. Résoudre (a®f’)" = g avec les conditions de Dirichlet. La convergence au sens de la
résolvante dit que si f¢ est solution de L¢ f¢ = g, alors f — f° dans L?(f2), ot f° est solution de
LOf0 = g.

1.7. Tores discrets

Soit N € N*. On note Gy = (Z/NZ)? vu comme la grille dans le tore T2, ce qui en fait un graphe
Gy = (Vy, Ey). On considére le laplacien discret A, : L?(Vy) — L?(V}y) défini par

(D)) = N2 S (F(y) — £2) = 3 £(y) — 4f(a),

y~z y~z

autrement dit, A 5y = A — 41d, ou A est Popérateur d’adjacence. Les fonctions propres de A 5 sont
données par

ep(z) = exp (2@'#%), z,k € (Z/NZ)?,

Aye, =4 (sin2 (7{'%) + sin? (7‘(‘%) ) €)-

et

10



1.7.1. Premiére limite

On étudie la convergence de N?A y lorsque N — oo. Cela revient a diviser les longueurs de la grille
par N, donc a faire tendre le pas de la grille vers 0. L’objet géométrique limite devrait donc étre le tore
continu 72, On a comme attendu convergence spectrale :

N24<sin2 (ﬂ'%) + sin? (77%,)) = 4% (k3 + k3),

qui sont les valeurs propres du laplacien continu A = — (9% + 93) sur T?. Il y a convergence au sens
de la résolvante généralisée. Si z € C\ R,

HLN(NQAN —21d) My — (A — zId)*l‘

— 0,
L2(T2) N—oo

ou
LN H }[N = 62(VN) — }[OO = L2(T2)
sont les plongements qui a une fonction f sur la grille associent la fonction constante par morceaux

J j+1)

valant f(i, j) sur le carré [£, &) x [N, ¥

1.7.2. Seconde limite

On ne renormalise pas le laplacien discret, donc les tores discrets G sont de plus en plus grands
lorsque N — oo. Il y a convergence des mesures spectrales empiriques. Par un argument de sommes
de Riemann, pour un intervalle I C R, on a

N_)OO // 4[sin?(rz,) + sin?(mz,)]) dzy dz,, (1)
[0,1]2

(o) eme() 1}

Cette limite est un cas particulier de convergence de Benjamini-Schramm

ou 4, est la mesure spectrale empirique de A y

(D) = w#{k € @/N2y

(Z/NZ)? =2, 72,

N—oo
L’équation (1) s’interpréte comme
MN (5 | Pr(Az2)d0),

ott P;(Ay2) est le projecteur spectral sur I du laplacien sur le graphe infini Z2.

2. Convergence au sens de Benjamini-Schramm

Références :

 [BS01] pour les graphes avec laplaciens discrets. [AL07] traite la généralisation a des graphes avec
poids sur les arétes ;

« [Abe+17] pour les suites d’espaces métriques mesurés (article des sept samourais) ;

+ [Bow15] pour des suites d’espaces localement symétriques ;

+ [Ana+21] pour des graphes métriques avec conditions de dispersion.
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2.1. Convergence de Benjamini-Schramm pour des suites de graphes discrets

Soit G¢ I'ensemble des graphes enracinés de degré au plus d modulo isomorphismes préservant la
racine. On munit G¢ de la distance définie par

diSt((G’x)a (G/’x/)) < € <= BG <$, é) = BG/ (:E/’ é)a

ou l'isomorphisme entre les boules est un isomorphisme de graphes préservant la racine. Alors
(Gf, dist) est un espace métrique compact. Notons maintenant P! (Gf) I’ensemble des mesures de
probabilité sur G¢, muni de la topologie faible. Etant donné un graphe fini G = (V, E) de degré au
plus d, on peut définir une mesure de probabilité v, € P! (Gf) en choisissant une racine de maniere
uniforme dans V. Autrement dit,

1
Z/G = m Z 5(0,.’1:)'

zeV

Définition 2.1. Soit (Gy) .,
converge au sens de Benjamini-Schramm (ou converge localement faiblement) si la suite de mesures (I/GN)
posséde une limite faible P, € P1 (Gf).

une suite de graphes finis de degré au plus d. On dit que la suite (Gy)

La mesure limite P__, si elle existe, est la statistique limite de la proportion de sommets x € Vjy tels
que la boule de centre z et de rayon R dans Gy est isomorphe a la boule de centre y et de rayon R
dans H, pour chaque graphe (H,y) € G¢ et chaque R > 0.

Remarque 2.2.

+ On a en téte essentiallement des suites de graphes dont le nombre de sommets tend vers I'infini.

« P est une mesure de probabilité sur G¢, donc on peut voir I’'objet limite comme un graphe enraciné
aléatoire de loi P__.

Théoréme 2.3. Soit (G ) -,

Benjamini-Schramm vers une mesure P, € P1 (Gf). Notons ()\ECN)> les valeurs propres de la
1<k<N

une suite de graphes finis de degré au plus d qui converge au sens de

matrice d’adjacence de G ;. Alors celles-ci sont contenues dans [—d, d), et pour toute fonction test f €
¢°(R),
1 Wl ™)
] 2 f(87) 52 Bl | 7(A0)60,

ou G dénote un graphe aléatoire de loi P__, o sa racine, A9 sa matrice d’adjacence, E__ I’espérance par
rapport alP_ et , la masse de Dirac en origine o.

Remarque 2.4.

+ L’opérateur Ag est auto-adjoint, donc on peut lui appliquer le calcul fonctionnel, ce qui assure que
f(Ag) est correctement défini.

+ On a un énoncé analogue pour le laplacien discret A = A — d Id au lieu de la matrice d’adjacence.

Exemple 2.5 (Tores discrets).
1) La suite des tores discrets (G = (Z/NZ)Z)N>1

le graphe infini 72 muni de la mesure de Dirac en Porigine. En effet, pour tout R > 0, pour N

converge au sens de Benjamini-Schramm vers

suffisamment grand, les boules de rayon R dans G sont isomorphes a la boule de rayon R et
centrée en l'origine dans Z2. Comme la taille de G est N2, on en déduit que

—_—
Veny Nooo 5(Z270) :
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Ainsi, Gy converge au sens de Benjamini-Schramm vers le graphe déterministe Z?. Le théoréme
Théoréme 2.3 s’applique, et on retrouve la convergence des mesures spectrales empiriques 5 vers
la mesure spectrale de Ay en 0.

2) Si 'on remplace le tore discret par un carre discret Cyy = {0, ..., N — 1}2, avec conditions de
Dirichlet ou Neumann sur le bord, il y a également convergence au sens de Benjamini-Schramm vers
le méme graphe déterministe Z2. En effet, le nombre de sommets pour lesquels la boule de rayon
R dans le carré n’est isomorphe 2 la boule de rayon R dans Z? est majoré par 4RN, négligeable
devant le nombre total de sommets N2.

Démonstration du Théoréme 2.3. Comme les valeurs propres de la matrice d’adjacence de Gy sont dans
[—d, d], il suffit de montrer la convergence pour des fonctions tests f polynomiales par densité. Soit f
le mondme de degré R > 0. On a

Vvl

|VN|Zf< >__|Tr(A V)= IVN > Ab, (z,x). (2)

€V
Prenons
¢:G? —R, (G,z)+— Af(x,2),

ou A est la matrice d’adjacence de G. La fonction ¢ compte le nombre de de lacets en = de longueur
R dans G, donc ¢(G, z) ne dépend que de la boule B, (:c, %) ce qui montre que @ est continue. Par
définition de la convergence de Benjamini-Schramm, on a

1
— Gy,x) — dP,_ =E_[¢(G,0)] =E_[(5, | AR5 )].
TP = (0(5.0)] = Euo [(6, | AZ8,)

Comme f(Ag) = Ag, I’équation (2) conclut. a

La prochaine fois. Exemples pour des graphes discrets.

« Graphes réguliers (aléatoires ou déterministes).

+ Graphes d’Erdos-Rényi, pour lesquels la limite n’est pas déterministe.
+ Espaces métriques plus généraux (article des 7 samourais).

2.2. Exemples

2.2.1. Grille rectangulaire
De méme que pour le tore discret et la grille carrée, on a
[0, M] x [0, N] ———~ 4 5
X _— .
’ ’ min(M,N)—oco (22,0)
2.2.2. Graphes réguliers de grande systole

Soit d > 2. On considére une suite de graphes Gy d-réguliers. Si la systole (longueur du plus petit
chemin fermé non trivial) de G tend vers I'infini lorsque N — oo, alors pour R > 0 fixé, les boules
de rayon R dans G pour NN suffisament grand sont isomorphes a I'arbre enraciné d-régulier. Ainsi,
il y a convergence au sens de Benjamini-Schramm vers Parbre infini d-régulier vu comme graphe
déterministe. Ce graphe étant homogeéne, le choix de la racine n’a pas d’importance. On I’écrit
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On peut affaiblir ’hypothese sur la systole en demandant que pour tout R > 0, le nombre de
géodésiques fermées de longueur au plus R (chemins fermés sans retour arriére dans le graphe) soit
négligeable devant la taille de Gy .

2.2.3. Graphes ayant un revétement universel commun

Soit G un arbre, et T' < Aut (é) un sous-groupe agissant librement sur G, tel que le quotient G /T" soit
fini. Autrement dit, G est le revétement universel d’un graphe fini. On note D un domaine fondamental
de I'action de T sur G (i.e. un sous ensemble fini de sommets de G dont 'orbite sous I forme un pavage
de G). Soit (FN) , une suite de sous-groupes de I'. On note Gy = G /Ty le graphe quotient.

Proposition 2.6. Si la systole de G tend vers Uinfini lorsque N — oo, alors

N—)oo |D| ZéGa:

Exercice 2.7. Montrer I’équivalence entre les deux assertions suivantes.
(i) La systole de Gy ne tend pas vers I'infini lorsque N — oo.
(i) Il existe z € D et une suite d’entiers (ni)ieN qui tend vers l'infini, des suites

N
<,Y’L) € (Fnz \ {6}) ) (gz) € FN
et R > 0 tels que pour tout ¢ € N,
d(z, g; 'v,9;2) < R.

Remarque 2.8. Le cas que 'on rencontre le plus souvent dans la littérature est celui ou les I'y; forment
une suite décroissante de sous-groupes normaux de I', de sorte que Gy, ; est un revétement fini de
Gy . Dans ce cas, la divergence de la systole est équivalente a la condition

ﬂ Ty ={e}.

N>1
Exercice 2.9. Prouver la Proposition 2.6 précédente dans le cas particulier de la Remarque 2.8.

Définition 2.10. On dit qu’une mesure de probabilité v € P* (Gf) est unimodulaire si pour toute
fonction f : G, — R, mesurable positive sur les graphes de valence au plus d avec deux points marqués
modulo isomorphisme, on a

/ Z:foyNWGx)(/ S H(G,2,y) dv(Gyy).
Ge yevic 6¢ 2EV(G)
Si G = (V,E) € G est un graphe fini, alors la mesure définie 4 la séance 2 par
v .',E
°” |w2; <

est clairement unimodulaire. De plus, la propriété d'unimodularité est stable par limite faible. Les
limites de suites de graphes finis au sens de Benjamini-Schramm sont donc toujours unimodulaires.

Esquisse de démonstration de la Proposition 2.6 (cas général). On reprend un argument de [Bow15], qui
fonctionne pour des espaces métriques plus généraux que des graphes. Si G est le revétement universel
d’un graphe fini, alors il existe une unique mesure de probabilité ;. € P1 (Gf) unimodulaire et telle que

n{(G,0) | §=0C} =1,
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et elle est donée par

1
= — E O(a )
"Dl &)
Or, comme la systole de Gy tend vers I'infini, le graphe limite (géométrique) d'une valeur d’adhérence

de Benjamini-Schramm est nécessairement isomorphe a G. Par unicité de la mesure unimodulaire
supportée sur G, il existe une unique telle valeur d’adhérence, ce qui conclut. O

2.2.4. Graphes aléatoires

On étudie la convergence presque siire au sens de Benjamini-Schramm
Graphes d-réguliers aléatoires.

Modéle de configuration. Fixons d > 3 et N > 1 tel que dN soit pair. On considére une
collection de N sommets, chacun ayant d demi-arétes, et on réalise un appariement entre
ces dN demi-arétes, choisi uniformément. On obtient ainsi un graphe aléatoire Gy, dans
lequel il peut y avoir des boucles et des multi-arétes. Etant donné un entier R, on note Yy
le nombre de géodésiques fermées de longueur R. Alors, pour tout k£ > 1, on peut montrer
que (cf. cours de 'année derniére)

(d— 1"

Ex[Ya(Yg —1)..(Yg —k+1)] —= A5 avec A\ =

(3)

En particulier, les moments (IE N [Yé“] )NeN forment une suite bornée. Pour k = 2, 'inégalité
de Markov donne

E[V2 Y, bps
Py[Yy > aN] < (Z][V;], done & ijg 0

par le lemme de Borel-Cantelli. En appliquant le résultat de la Section 2.2.2, on en déduit que
Gy converge presque siirement au sens de Benjamini-Schramm vers I’arbre infini d-régulier
p-s. B-S

GN N—o00 5(Td70>'

La convergence est donc presque-siirementement déterministe.

Modéle de permutations. Soit d = 2m un entier pair. On se donne m permutations
01,y 0,, € 8y indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme, et on consideére le
graphe aléatoire G d-régulier & N sommets dans lequel les voisins d'un sommet ¢ € [1, N]
sont les o;) et or;l(i) pour 1 < j < m. On peut montrer de la méme maniére que pour
tout R > 1, le moment factoriel d’ordre k£ du nombre de géodésiques fermées de longueur R
converge quand N — oo vers A% (cf. équation (3)), ot cette fois

(d—1DF+ M+ (-1)F(M—1)

On en déduit de la méme maniére la convergence presque-stire de G au sens de Benjamini-
Schramm vers I’arbre infini d-régulier.

Modéle de revétement aléatoire. Soit G un graphe fini fixé, et N > 1 un entier. Fixons également
un ordre sur V, de sorte que chaque aréte de G puisse s’écrire de maniére unique sous la forme

(z,y) avec z < y. On se donne une famille (o, y)( B de permutations indépendantes identi-
’ T,y)e

quement distribuées de loi uniforme sur §,. On consideére ainsi le graphe Gy dont I'ensemble
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des sommets est V' x [1, N|, et dans lequel (z, ) est relié & (y, j) si et seulement si (z,y) € E et
0, ,(1) = j. La projection canonique

(x,1) — oz
Oy — G, {<<x,z’>, (v,9) — (2,9)

fournit une structure de revétement aléatoire de degré N de G. Etant donnée une géodésique
fermée v = (eq, ..., ep) dans G, le relevé de v dans Gy a partir du sommet (z, ) est a pour point
d’arrivée le sommet (z, av(i)), ou

En particulier, le relevé de v a partir de (=, i) est fermé si et seulement si 4 est un point fixe de 0.,

Si Pon suppose de plus que la géodésique v est simple alors ¢, suit une loi uniforme sur & Si

~
Y. désigne le nombre de relevés fermés de v dans Gy, on a donc

N
Ex[Y,] =Ey[#{i € [1,N] | o, (i) =i}] = Z]P’N(U(z') =) =1.

Cela entraine (exercice) que pour tout R > 1, le nombre Y5 de géodésiques fermées de longueur
R dans G est borné indépendamment de N. Il en est de méme pour tous les moments de Yj.
On en déduit comme précédemment

ou G est le revétement universel de G et D un domaine fondamental associé au revétement

G — G.

2.2.5. Graphes d’Erdés-Rényi

On construit dans cette section un exemple ou la limite au sens de Benjamini-Schramm d’une suite de
graphes finis est une mesure de probabilité non déterministe dans laquelle plusieurs graphes distincts
apparaissent (pas seulement des racines différentes d’'un méme graphe).

Soient N > 1 un entier, et ¢ € [0, N]. On considére le graphe aléatoire Gy dont ’ensemble des
sommets est [1, N], et dans lequel chaque paire de sommets est reliée par une aréte avec probabilité
p = %, de maniére indépendante. On remarque que c est le nombre moyen de voisins d’'un sommet
dans Gy.On a

N—-1\/c\m c\N-1-m c™
Py (1 posséde m voisins) = ( ) (—) <1 — —) —e ‘—.
n(1p ) m J\N N Nooo . ml
Ainsi, la loi des boules de rayon 1 dans G, converge un loi de Poisson de parametre c lorsque N — oo.
En poursuivant ce raisonnement, on peut montrer que le graphe G, converge presque sirement au
sens de Benjamini-Schramm vers un arbre aléatoire de Galton-Watson 7, ot le nombre de descendants
de chaque sommet suit une loi de Poisson de paramétre c. Le théoréme Théoréme 2.3 s’applique et
donne

N s.
% Z f(Ach)) ijo) Eoo [<60 f(ATc)5°>ZZ] ’
k=1

pour toute fonction test f € R[X]. On a également la convergence spectrale faible analogue pour le
laplacien discret.
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Remarque 2.11. On peut écrire

B [0, ] £(47)8)s] = [ 500 dm. .
La mesure m, n’est pas encore bien comprise pour les arbres de Galton-Watson. A partir de quelles
valeurs de ¢ possede-t-elle des parties absolument continues ? Atomes ?

Définition 2.12. Avec les notations précédentes, on dit qu’il y a convergence spectrale forte si on a
convergence spectrale faible et I'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
(i) Pour tout f € R[X],ona

17 (AN oy 2 sup{f V)] 5 A € supp(m,)} ;

(ii) 1l y a convergence presque-siire des trous spectraux (voir séance 1) ;
(iii) Il y a convergence presque-siire de Sp(A ;) vers supp(m,.) au sens de la distance de Hausdorff.

Remarque 2.13. Dans la littérature, la convergence spectrale faible ne fait pas toujours partie de
la définition de la convergence spectrale forte. Il faut prendre garde au fait que les trois conditions
de la Définition 2.12 n’impliquent pas la convergence spectrale faible. Dans la plupart des exemples
précédents, la convergence spectrale faible découle de la convergence au sens de Benjamini-Schramm.

2.3. Convergence de Benjamini-Schramm pour des espaces métriques

On s’intéresse dans cette section a la convergence de suites d’espaces métriques pointés mesurés. Tous
les espaces métriques considérés seront supposés complets, séparables et propres (i.e. leurs boules
fermées sont compactes).

Définition 2.14 (EMMP). Un espace métrique pointé mesuré (EMMP) est un quadruplet
(X7 d’ $7 m)?

ou (X, d) est un espace métrique (complet, séparable et propre), x est un point de X et m est une mesure
de Radon positive non nulle sur X. On demande aux isomorphismes entre EMMP de préserver la métrique,
Porigine et la mesure. On note M, 'ensemble des classes d’isomorphisme d’EMMP.

Définition 2.15. Soit (X,,,d,,,x,,m,,)
neN
topologie de Gromov-Hausdorff pointée mesurée vers un EMMP (X, d, z, m), et l'on note

une suite d’EMMP. On dit que cette suite converge pour la

pmGH
(Xn7 dn? w'rumn) — (Xoo7 doo? woo7moo)7

n—,oo
s’il existe un espace métrique (Z,d) complet séparable et des injections isométriques

L, (X,,d,) — (Z,d), neNU{o0},

telles que

(i) [’n(xn) m Zoo(xoo) dans (Za d) ;
(ii) (Ln)ﬁmn — (Loo)ﬁmoo, les fonctions test étant prises continues d support borné ;
(iii) Pour R,e > 0, il existe N € N tel que pour toutn > N entier, on ait

tn(Bx, (24, R)) C Z(in(Xo0)) €t too(Bx_ (¥oos R)) C Z(in (X)),

ou 7.(Y') désigne le e-voisinage de Y dans (Z,d).

Définition 2.15. Soit (X,,, d,,, m,,) une suite d’espaces métriques mesurés (sans origine). On suppose
que m,(X,,) < oo pour tout n € N. Pour tout n € N, on définit une mesure de probabilité v,, €
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P1(M,) en choisissant une origine x,, € X, aléatoirement selon la mesure normalisée m/!!). Autre-

ment dit,
dm,, (z)
v, = 1) )
[, Fotam s

n
n

On dit que la suite (X,,,d,,, mn)ne converge au sens de Benjamini-Schramm vers un EMMP

N
(X,d,z,m) sila suite de mesures (v,,) . admet une limite faible v € P*(M,)
"/ neN

Remarque 2.16. Dans la définition précédente, on s’intéresse principalement au cas oum,,(X,,) — oo.
Gromov a détaillé des conditions sous lesquelles I'image de X,, dans Z reste relativement compacte. En
pratique ce sera le cas dans la plupart des exemples que I'on considérera.

Exemple 2.17.
1) On considére un tore T, | := R/eZ x R/LZ dans la limite ¢ — 0, L — co. On munit T, ; de la
mesure euclidienne m_ j, normalisée de masse totale L. On a alors

B-S
TE,L m 5(R,o)'
e—0
2) On considére une suite de surfaces hyperboliques compactes (X,,). On suppose que le volume de X,
tend vers Uinfini et que la systole de X,, tend vers Uinfini (ou plus généralement que le nombre de
géodésiques fermées de longueur < R est négligeable devant le volume de X,, pour tout R > 0 fixé).
On munit X,, de la mesure volume m,,. Alors

ot H? est le plan hyperbolique et o € H? un point quelconque.

3) L’exemple des 7 samourais. Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe, de centre trivial et
sans facteur compact. Soit K < G un sous-groupe compact maximal, et on note X = G /K [’espace
symétrique associé. (Par exemple, G = SL(2,R) et X ~ H?). Soit (Pn>n>1 une suite de réseaux sans
torsion dans G. On note X,, = I, / X, et X,, p U'ensemble des points de X,, dont le rayon d’injectivité
est au plus R > 0. On suppose que pour tout R > 0, le volume de X,, p est négligeable devant le

volume de X,, lorsque n — oo. Alors
X, — 5(X,o)’ (4)

otto € X est un point quelconque.

Théoréeme 2.19 (ABBGNRS 7 samourais). On garde les notations du dernier exemple. Si G est de rang
> 2, vérifie la propriété (T) de Kazhdan et les I, ne sont pas conjugués deux a deux, alors (4) est vérifiée
sans ’hypothése sur les parties a petit rayon d’injectivité.

2.3.1. Quelques conséquences de la convergence au sens de Benjamini-Schramm

Théoréme 2.20. Soit (X,,,d,,, m,,) une suite d’'espaces métriques mesurés, satisfaisant RCD(K, N),
qui converge au sens de Benjamini-Schramm vers (X, d .,z . m.,) aléatoire de loi P._. On suppose
qu’il existe un réel vy > 0 tel que

vneN,Vz € X,,, m,(B(z,1)) > v, > 0.

Alors il y a « convergence du noyau de la chaleur »
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1

Remarque 2.21.

+ On rappelle que la condition RCD(K, N), vue sans détails a la premiére séance, implique en parti-
culier 'existence d’un laplacien auto-adjoint sur les X,

» La membre de gauche de (5) s’exprime sous la forme

1 1
m (X)) Tr(exp(tAXn)) = m/xn p; " (2, 2) dm,, (2)
- (1X ) Z exp[—tAmult(A)], (cas compact)
i n xesp(Ax,)

La preuve du Théoréeme 2.20 utilise des résultats de Gigli-Mondino-Savaré sur la stabilité de p;X ", ainsi
que des bornes a priori sur p,, qui demandent la condition de minoration de la mesure des boules
unités.

Exemple 2.22.

1) Le Théoréme 2.20 s’applique en particulier a 'exemple X,, = (G/K)/I,, avec G groupe de Lie
semi-simple, sous ’hypothése que X, converge au sens de Benjamini-Schramm vers G/ K (c’est un
espace homogene donc le choix du point de base n’a pas d’importance), et que le rayon d’injectivité
est minoré. La condition de convergence est automatiquement satisfaite si G est de rang > 2 et
possede la propriété (T')

2) Soit M —» M le revétement universel d’'une variété riemannienne compacte M = 1 /T Soit (T})
une suite de sous-groupes du groupe d’automorphismes de M, tels que X, ljlf soit compact. Si

le rayon d’injectivité de X, tend vers I'infini, alors

X, — Vol / 857, dvol(x)

ol D est un domaine fondamental de I'action de I sur M.
3) Modeles de surfaces hyperboliques aléatoires.

« Modéle de Weil-Peterson et des revétements aléatoires. Dans les deux cas, il y a convergence
presque siire (on utilise plutdt la convergence en probabilité dans la littérature) quand le volume
(ou de maniére équivalente le genre) tend vers I'infini, vers ’espace hyperbolique H?2.

+ Modéle de Budzinski-Curien-Petri (2019). On part d’'un graphe 3-régulier aléatoire a N
sommets, qui encode le recollement de N pantalons hyperboliques de longueur de bord fixée
sans twist. Dans ce cas, il y a convergence presque stire au sens de Benjamini-Schramm vers
une surface hyperbolique non compacte correspondant au recollement de pantalons selon I’arbre
infini 3-régulier, avec point base choisi uniformément dans un des pantalons.

Théoreme 2.23 (7 samourais). Dans le cadre du 1) de 'exemple 2.22, il y a convergence du noyau de la
chaleur sur les k-formes pour tout k € {0, ..., dim(G/K)}. Plus précisément, si A(k) désigne le laplacien
sur les k-formes L2 de X,, (n € NU {oo}), alors

1
vt >0, wol(X) Tr(exp(tA(k))) — E. [exp(tA‘(’,f))(o, 0)].

En prenant la limitet — 0o, on obtient la convergence des nombres de Betti normalisés

b (X)) —— lim E__ [exp(tA?,j))(o,o)] =: f.

VO](Xn) n—oo t—o0o
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On appelle B3, le k-iéme nombre de Betti L? de Uespace symétrique G /K.
Théoréme 2.24 (Elek, Bowen (2012) — Abert-Bergeron-Biringer-Gelander (2016)). Si

B-S
(Xn’dn’mn> (XOO’dOO’mOO)
n—oo
avec des espaces satisfaisant « de bonnes conditions » alors pour tout k, les nombres de Betti normalisés
possédent une limite quand n — oo.

Dans ce cadre, les nombres de Betti sont définis par homologie simpliciale.

3. Convergence spectrale forte des graphes réguliers aléatoires

3.1. La preuve de Friedman (d’apreés [Fri08; Fri91])

Soit d = g + 1 un entier fixé. On s’intéresse aux graphes d-réguliers. On expose dans cette section
la preuve de la convergence spectrale forte en probabilité de Joel Friedman dans le cas du modeéle
de configuration de graphes aléatoires d-réguliers. La preuve se généralise a une classe plus large de
modeles de graphes aléatoires d-réguliers, que Friedman appelle « modéles algébriques ».

3.1.1. Modéle de configuration

On rappelle la construction de graphes aléatoires a N € N sommets. On suppose que /Nd est pair, on
se donne d demi-arétes par sommet, et on effectue un appariement aléatoire uniforme des Nd demi-
arétes. Le cardinal de I’ensemble des appariements est le produit des nombres impairs jusqu'a Nd —
1, noté (Nd — 1)!l. On a montré que G converge presque siirement au sens de Benjamini-Schramm
vers I'arbre d-régulier T);, d’ou la convergence des mesures spectrales empiriques

N-1 ps.
¥ 2 TG 7 8 £(4r)o)e = [ 500 dma(, ©)

ou \y > A; > -+ > Ay_; sont les valeurs propres de 'opérateur d’adjacence de G (la probabilité
d’étre connexe tend vers 1 quand N — oo, et o m; est la mesure absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue donée par

d /4q — \? QA

dmd(/\) = ]1[72\/5,2\/5]%—(# — 2

Le trou spectral de la spectrale de I'arbre d-régulier est I'intervalle |2,/q, d[ (I'existence de ce trou
exprime la non-moyennabilité de 7};). La convergence des mesures spectrales empiriques implique
que le nombre de valeurs propres de Gy dans |2,/q, d[U] — d, —2,/q] est négligeable devant N quand
N — oo.

On cherche a montrer la convergence spectrale forte en probabilité. Pour le modéle de configuration,
I'énoncé s’écrit

Py (Sp(Ag, ) \ {Ao} C [-2V2 —£,2\/q +¢]) — 1.

Il s’agit de la conjecture d’Alon, démontrée pour la premiére fois par Friedman en 2008 [Fri08].

Si G = (V, E) est un graphe régulier, on définit la matrice de Hashimoto B, indexée par les arétes
orientées de GG (donc de taille Nd x Nd), par

lsiz=yetw+zx
0 sinon ’

B(x—)y,z—)w):{
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Autrement dit, B est la matrice qui engendre les chemins sans retour arriere dans G. Sur chaque ligne
et chaque colonne de B, il y a exactement d — 1 = q entrées égales a 1 et le reste des entrées est nul.
Si A désigne la matrice d’adjacence de G, de spectre

Sp(A) ={Xg 2 A 22 Ay}
Alors
1, .
Sp(B) = {g#*; 0<j < N -1} U{1,-1},
ous; € C vérifie
/\j — q%—i-isj + q%—isj.
Les valeurs propres q%iisj apparaissent avec la méme multiplicité que A;, ce qui donne 2N valeurs

propres. Les s, réels correspondent aux valeurs propres A; dans l'intervalle [—2./4,2,/4], tandis que

les s; imaginaires purs correspondent aux A; en dehors de cet intervalle (trou spectral de la limite

faible). Les valeurs propres 1 et —1 apparaissent chacune avec multiplicité

N(d—2)

= =Bl - V] =b(G) 1,

Ou b(G) estappelé rang cyclique de G, et est égal au nombre minimal d’arétes a supprimer pour obtenir
un arbre couvrant de G. Les valeurs propres 1 et — 1 sont appelées les valeurs propres topologiques
de B. On peut donc reformuler la conjecture d’Alon en termes de valeurs propres de B.

On rappelle que dans ce cours, on appelle géodésique sur un graphe un chemin sans retour arriére. On
a donc

Tr(Bk) = ZT(’y),

ou y parcourt I’ensemble des géodésiques fermées périodiques de longueur k, et T'(7y) est la plus petite
période de . Par ailleurs, en calculant la trace de B¥ grace a ses valeurs propres, on obtient

Tr(B* = . b(G) —1
(E ) — Z(qzksj 4 q—zksj) 4 ( )E (1 4 (_1)k)
qz 4=0 qz

Soit ¢ : Z — C une fonction paire a support fini. On a

k N-1
T (Z so(k)B—k) =3 ls)) ~ Ne(@) + 0(6) - )Y X (14 (1),

k>0 q2 =0 k>0 4

ou

o(s) = 3 plk)g™

est périodique de période 12% C’est un polynome trigonométrique en s. Comme ¢*** 4+ g~%** est un

A 7 ela l+ ) 1, , . A N 7
polyndéme de degré k en A = ¢2*° 4 ¢=7'%, on en déduit que ¢ est un polyndéme en A de degré au plus
max(|supp(¢)|). On obtient la formule des traces

Z@wwm (7)

. 1
p(s) dmy(s) + ;
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ou y parcourt I’ensemble des géodésiques fermées périodiques de G, £(7y) est la période de v (et T'(7y)
sa période primitive), et la meure m est définie par ses coefficients de Fourier

' 1 sik=0
g% dmy(s) = { _d—21+(-1)*

T 1 si k> 0.

QWZ q

log(q)

R/

La mesure m est la méme que celle qui apparait dans (6), au changement de variable pres A = gz tis +
q%_“. Elle est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Par convergence au sens de
Benjamini-Schramm, le terme de (7) venant des géodésiques orientées tend vers 0 quand N — oo. La
mesure spectrale limite vient donc de la partie topologique de (7).

Lorsque G est un graphe aléatoire Gy, on cherche a étudier I'espérance de la partie géodésique de (7).
Soit I" = (W, Ep) un graphe a v sommets et a arétes, de valence < d. Soient

z:Vp—{l,..,N} et t:Dp—{1,...,d}

des étiquettes respectives des sommets et demi-arétes de I'. On a

(Nd — 2a — 1)!!
(Nd—1)Il

Py((T,z,t) C Gy) =

en dénombrant les appariements des demi-arétes qui ne sont pas contraintes par la présence de (T, z, t)
dans G . De la, il vient

| Jombre de réalisations | _p (1 4 1) ¢ Gy) - #{étiquetages (z,1))
étiquetées de I' dans Gy
_ (Nd—2a—1)!

(Nd i - #{étiquetages (z,t)}.

Pour obtenir le nombre d’étiquetages (z, t), on suppose que I n’a pas de feuille (sommet de valence 1),
et on introduit la forme de I', notée F'(I"), définie comme le graphe obtenu en retirant tous les sommets
de valence 2 de I, et dont chaque aréte e est étiquetée par le nombre ¢, de sommets qui ont été retirés
de I sur le chemin correspondant a e. Maintenant, ily a N(N — 1)...(N — v 4 1) étiquetages possibles
de Vi dans {1, ..., N}, et pour chaque étiquetage des sommets, il y a

CFT) = [ (dd—-1)-,

ecE(F(I))

ou C(F(T)) est le nombre d’étiquetages des arétes qui partent des sommets de F'(I'). On obtient
finalement I'expression

AT 1V(1— 2)(] — 2=l
N ,n‘ombr,e de réalisations ] _ C(F(I‘)) _ ( 1N)(1 1;)/) (1 2ZZ )1 (d(d —1))®
étiquetées de T' dans Gy d ( — o) (1= 55 ) (1—245h)

1 2

L 2

Rl s v = EE

On obtient une fraction rationnelle en +. C’est siirement la justification de I'appellation « méthode

;_\

polynomiale » (I'autre preuve que 'on comparera a la preuve de Friedman). On remarque encore une
fois la présence de de 'exposant v — a = 1 — b(I"). De plus v — a = 0 si et seulement si I" est un cycle.

On utilisera le résultat suivant pour étudier le comportement asymptotique de cette fraction rationnelle

1

en N
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Proposition 3.1. Posons, pourp € N

fo(@) = (1 —2)(1 —22)-(1—pz), et g,(r)=(z).

A
Alors, il existe deux familles de polynomes (Qk)keN et (Rk>keN telles que pour tout p, les développements
de Taylor formels de f, et g, en 0 soient donnés par

oo

=Y ()2 Qy(p) et g,(x Zkak

k=0

De plus, pour tous k, p, on a les estimations des coefficients de Taylor

deg(Qy) = deg(Ry) = 2k, |Q,(p)|, |Ry(p)| < k!p?*

et du reste tant que xa? est borné

‘anRnH ’_ ( (n+1) n+1(n+1>!), avec n+1 Z ph—n— 1R
k=n+1

Notons 7, (G) le nombre de géodésiques périodiques primitives de longueur k dans un graphe G. Etant
donné un graphe I', on note X 5 (I") le nombre de réalisations étiquetées de I' dans G}. On cherche a
étudier le comportement asymptotique de E (7, (Gy)) lorsque N tend vers l'infini et & est fixé. En
partitionnant ’ensemble des géodésiques périodiques primtives selon leur graphe rempli puis la forme
de celui-ci, on obtient les égalités suivantes

~((GN)) ZComb JEN (XN (T) 7, (T)

_ ;comb(p) z.z Ey(Xy(F(2)))glm),

m=k

ou, dans la premiére ligne, I' parcourt 'ensemble des graphes de valence au plus d et avec au plus
k arétes et Comb(I") est un facteur combinatoire lié au fait que ’on compte plusieurs fois chaque
géodésique a cause des symétries du graphe I'. Dans la deuxiéme ligne F parcourt 'ensemble des
formes de graphes, c’est a dire les graphes sans arétes de valence < 2, £ et 712 sont des vecteurs d’entiers
positifs indexés par les arétes de F' contenant respectivement les longueurs et les multiplicités des
arétes de F' dans la géodésique considérée, F(Z) est le graphe obtenu en remplacant chaque aréte
e de F par une chaine d’arétes de longueur ¢(e) (autrement dit le graphe rempli par la géodésique),
g(m) est le nombre de géodésiques primitives de F' de vecteur de multiplicité m (les différents cycles
peuvent étre parcourus dans des ordres différents) et Comb(F') est un facteur combinatoire lié aux
symétries de la forme F'. On observe que la longueur d’une géodésique primitive sur F' est -1, d’ou
le domaine de sommation dans la deuxiéme ligne. En utilisant la Proposition 3.1, on obtient

Comb(F R B( £2(R+1)
vOu(G)) = 3 T Y a0) #(d—l>f+0<w<d—1>f)]

b=k r=1
avec P. un polynoéme de degré 2r et ¢ = M On a une borne grossiére obtenue en remarquant que

g(m) est au plus le nombre de géodésiques de longueur m := |m| sur F, donc g(m) < A%, ol Ap est
la valeur propre de Perron-Frobenius de la matrice de Hashimoto de F'. En utilisant le fait que A\ <
qg=d—1,etquef,m < k, on obtient

g(m) < (d—1)" < (d—1)% et (d—1)* < (d—1)*.
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On peut faire beaucoup mieux en utilisant la relation (-im=k

Définition 3.2 (Dot Convolution). Soientn € N un entier etg € N fixés. Etant données deux
fonctions f, g : N* — C, on définit leur dot convolution par

Fregk)= > f(£)g(m),

Ou l'inégalité (> € est définie composante par composante.

Définition 3.3 (Fonction polyexponentielle). Soit A C C un ensemble fini. On dit qu’une fonction
f : N™ — C est polyexponentielle de base A s’il existe une famille de polynémes en n indéterminées
(pﬁ)BEA”’ telle que pour tout £ = (44, ...,£,,) € N", on ait

) = Z pﬁ(£)/611

BeEA™

Dans le cas du modéle de configuration, nos fonctions polyexponentielles auront pour base le singleton
A = {q}. Dans le cas du modéle de permutation, la base convenable est A = {q, —1,1}.

Théoreme 3.4. Supposons que f est une fonction polyexponentielle et qu’il existe p > 0 tel que g satisfait
la borne

Ve >0, sup |g(m)|=O0((p+e)M).
€=M

Alors f *g g est la somme d’une fonction polyexponentielle et d’un reste dominé par (p" +¢)k, avec
o' =max(VIAU {p}).

On va appliquer ce théoreme avec les constantes 3; = q et p = Ap. Le reste 'emporte sur le terme
polyexponentiel si A > v/d — 1. Si on veut un développement de E 5 (v, (Gy)) jusqu’a I'ordre R, on
peut se restreindre aux formes F' dont le rang cyclique b(F') est au plus R 4+ 1 (a cause du facteur
N1=bF)) Pour forme de rang cyclique, fixé, la plus grande valeur propre de Perron-Frobenius de la
matrice de Hashimoto est obtenue pour le bouquet de b(F’) cercles. En effet, la la valeur propre de
Perron-Frobenius croit lorsque 'on contracte des arétes, opération qui permet de ramener n’importe
quelle forme a un bouquet de cercles. La matrice de Hashimoto du bouquet de b cercles est de taille
2b x 2b, et chaque ligne comporte exactement une entrée nulle et 2b — 1 entrées égales a 1. On en
la majoration Ap < 2b(F') — 1. Ainsi, tant que 2b(F') — 1 < v/d — 1, il est intéressant d’appliquer le
théoréme Théoréme 3.4. Comme b(F') < R + 1, il n’y a pas de probléme tant que ’on prend

1
R< 5(\/6_1) ::Rc

Corollaire 3.5. On a le développement asymptotique suivant a tout ordre R

K2(R+1) .
Nr NER+1 (d B 1) :

De plus, si R < R, alors F, est une « fonction de Ramanujan »

7k (Gn))

E (k) = py, (R)(d— 1)k + O((d — 1 +¢)?),

avec po,. un polynéme.
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Ecrivons la formule des traces pour obtenir un lien avec le trou spectral. Soit ¢Z — C un fonction
paire a support borné. On pose

Bls) =D_e(0)ei®,
LeZ
— V) (N) S .. (N) T
Onnote d =Xy ' > Ay ' = - > Ay, les valeurs propres de la matrice d’adjacence de G. On
effectue le changement de variable

VOSGSN =1, A\ =gzt + g2,

On a la formule

v n>1 q" 2

J

N-—1
ps) =N [ ¢l am(s) + - 3 7o) £ ®)
=0

ou 7y parcourt 'ensemble des géodésiques périodiques primitives de G, valable pour tout graphe d-
régulier. On sait que le nombre de géodésiques périodiques primitives de longueur au plus ¢ dans un
graphe 2 N sommets est au plus N(d — 1)*. Ainsi, dans la formule (8), la partie de la somme ot n >
2 est dominée par N, comme le terme integral, qui est d’ailleurs déterministe. On s’intéresse donc a la
partie de la somme o n = 1. On a donc

Ey (Nf @(sj)) =Ey (Z T(v)w—ﬁ))> +O(N)
j ¥ q 2
R 2(R+1
_ Zm(;) (Z E(0) *O(qéf,;l >)) o) o

Jj=0
>0 4

= > telt) [ -0 o

£>0

la derniére égalité étant valable si R < R,. De plus, on a

2(s;) = @(0)g"s* > p(L)glmIE,
L

ou L est tel que le support de ¢ est inclus dans [—L, L]. On en déduit que

Ex (Z @(s») > G(L)Ey(gmeI0)

7=0
> ¢(L)g"oP(|Im(sy)] > &)

On cherche & montrer que pour tout €,, on a P(|]Im(s;)| > €y) — 0lorsque N tend vers I'infini. Pour
cela, il suffit de montrer que (9) est sous-exponentiel en L. Choisissons une fonction test ¢ judicieuse
[Fri08, Chapter 11, A Sidestepping Lemma]. On considére ’opérateur

D:i=a+a* — (q% + q_%) Id (10)

agissant sur les fonctions test Z — C, ot a est 'opérateur de translation ¢ > (1 + -), et a* son
adjoint, qui translate dans lautre sens. On applique la formule des traces a D™ au lieu de ¢, de
sorte que

Dmp(s) = (¢ + a7 — (¢ +477)) " (s).
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Prenons m pair fixé. En utilisant un procédé de sommation d’Abel, on obtient
R L R L
m Par(0)g? _ m (4 tP2r()q?
;w o () > T_ZW)Z@ Iy, =2 | +O(N + 1)
>0 r=0 £>0 r=0
Finalement, en prenant m assez grand, comme les p,,. sont des polyndmes, on obtient le résultat suivant
A Logh ,z
Ex| > Dme(s;) | =0 N+ L+ <mlel ], el = Llp(0)|g?. (11)
=0 €20

D’autre part, on a

> "o P(|Im(sy)| > &)

L
2

En combinant (11) et (12) et en choisissant L = 2(R + 2) log(V), de sorte que g= = N*2, on obtient

_ . 1
]P’(‘Im(sl)] > 50) = O(ch 260(R+2)10g(N)N> Eo) 0 si €y > m

Sile développement asymptotique de E (7, (Gy)) était valable pour tout ordre R, on pourrait prendre
R arbitrairement grand et conclure que P(|]Im(s;)| > ;) tend vers 0 plus rapidement que n’importe
quelle puissance de N, pour tout £, > 0. On se rend compte que ce n’est pas le cas, par exemple
en évaluant la probabilité qu'une configuration apparie complétement toutes les demi-arétes de deux
sommets donnés. Le graphe obtenu n’est alors pas connexe, donc il n’y a pas de trou spectral. La
probabilité de cette configuration n’est pas dominée par toutes les puissances de V. Friedman a méme
montré le résultat suivant.

Corollaire 3.6. Il existe un entierr < Cv/dlogd tel que F, n’est pas une fonction de Ramanujan.

On peut néanmoins toujours obtenir une information intéressante pour R, < r < %. En effet, on a
le développement asymptotique

E.(£) = py, (0)g" + O(£(2r +1)°),
la borne 2r + 1 étant atteinte pour le bouquet de r cercles.

En écrivant
X L A A
#(6) =00+ 30T 75 ) = P( )
=1

avec T, le polynome de Tchebychev défini par T,(2 cosz) = 2 cos(¢z) et P un polyndme de degré L,
la formule des traces s’écrit

w(B0) = (e ()

=N [ ps)dm(s) + > 12 S OEOO0 + s R (9),

(13)

ot la mesure m est la mesure de Kesten-McKay et le reste Ry, 41 est une forme linéaire en ¢. On note,
pour 0 < r < R,
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®, o Y LRt
LeT

la forme linéaire associée au terme d’ordre % de la formule des traces (13). On a alors une décompo-
sition &, = 4, + v, avec

22, (0)0(¢e) sir <R,

5,(p) = XK:@Dzr(f)@(f)qg “ n) =5 Lo (g<2_71)’5) SR, <r<%l

Enfin, le reste Ry, ; est de la forme

Rpyi(p) =Y PEDo(0)0(¢"?). (14)
£

On peut aussi voir J,., v, et Rp,; comme des formes linéaires du polynéme P.

Proposition 3.7. La forme linéaire §,. est la somme d’une combinaison linéaire des dérivées de P en
Va+ \/LE jusqu’a lordre 2r, et d’une distribution p,.(P) (au sens de Laurent Schwartz) supportée dans
[—2,2] et d’'ordre au plus 2(r + 1).

Exercice 3.8. Démontrer la Proposition 3.7 (analyse de Fourier). Ainsi, d,. est une distribution qui

L
Va

s’écrit comme la somme d’une masse de Dirac en /g + —= et de ses dérivées jusqu’a I'ordre 2r, et

d’une distribution supportée dans [—2, 2].
Proposition 3.9. Tant quer < R,, v, est une distribution supportée dans [—2, 2].

Encore une fois, on peut démontrer cette proposition par analyse de Fourier. Ces résultats sont deja
démontrés par Friedman. La différence avec la méthode polynomiale réside dans la maniére de traiter
le reste. Dans la méthode de Friedman, on se contente de la borne a croissance exponentielle (14), alors
que dans la méthode polynomiale, on utilise le résultat plus fort suivant.

Théoréme 3.10 ([Che+25]). On a la majoration suivante pour le reste.

Rpi1(#) <[ Plloarso(—(g1),q41)-

En particulier, RR+1 est une distribution d’ordre 4R + 9. De plus, pourr > R, v, est une distribution
d’ordre AR + 5

Remarque 3.11. Dans la méthode polynomiale, R = 0 donne déja la convergence forte. Au contraire,
dans la méthode de Friedman, I'idée est de prendre R le plus grand possible pour obtenir la convergence
forte. Dans [Fri91], la méthode s’arréte a R = R,. Dans [Fri08], on se débarasse de mauvais graphes
«tangles », ce qui permet de prendre R arbitrairement grand.

3.1.2. Conclusion de Friedman

Considérons I'opérateur
D= Vila+a’) —(g+ 1)1,

égal a | /q fois celuis défini par (10). Notons ¢ = D?E+1p Ona

~

h(s) = (A(s) — (g + 1)*F+g(s),

de sorte que toutes les dérivées de ¥ en ¢ + 1 s’annulent jusqu’a 'ordre 2R + 1. On a donc §,.(¢)) =
0. La formule des traces appliquée & 1 donne donc
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. . R 1 1 -
N (Z w(sj)> = N/¢(8) dm(s) + Z:O N W)+ wra Bra (¥)

— O(N) + 0(1) + O(N;£+1 (L o] L/z))’

ou L désigne toujours une borne du support de ¢. De plus, par positivité de @, tous ses coeflicients
sont positifs, donc

Ey (2; q,z(sj)) —Ey (2; (N — (g + 1))2R+1¢(sj))

EN(()‘1 —(¢+ 1))2R+1¢(51))

1
> 772R+1qL/2IP’(a < Im81 < 5 777>7

avec 1) > 0 fixé. En imposant || < 1, on obtient donc la majoration

IP’(a <Ims; < 3 —77) S| N+ NER+1gL/2 | p2R+1"

En choisissant L = 2(R + 2) log,(N), et o > m, il vient
Fo<me <5-n) 720

1 n’est pas génante, car il existe n > 0 tel que

La condition supplémentaire Im s; < %

1
P\, > (¢g+1)—n) = O(m)-
Pour 1 = 0, on peut montrer par une méthode de dénombrement (cf. cours de ’année derniére) que

1
P(\; = ¢+ 1) = P(Gy non connexe) = O(W)
3.1.3. Conclusion par la méthode polynomiale

On prend R = 0. On exprime tout en fonction du polynéme P. On a,

IEN(TrP< )) N/ +50()+1/0(P)+%R1(P). (15)

ou A, désigne toujours la matrice d’adjacence de Gy et 7 la mesure de Kesten-McKay. Par densité
des polyndmes dans I'espace C!, on peut remplacer P dans (15) par toute fonction h € CT([—(q +
1),q + 1]), ou r est 'ordre maximal des distributions aparaissant dans cette équation. On veut montrer
que la probabilité que toutes les valeurs propres de Ay (sauf la valeur propre triviale A, = d) soient
dans I'intervalle [—2,/g, 2\/_ | tend vers 1 lorsque N tend vers I'infini. Le changement de variable z =
2 envoie [—24/4,2+/q] sur [—2,2] et d sur b := q"/? + ¢ Y/2. On fixe €, > 0 petits, et on prend une

Va
fonction test h a valeurs dans [0, 1] telle que

h(z) = 0 sifz[<2+5ouz=0
1 31m6[2+€b n U [—b,—2—¢].
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)>@

—b —(24+¢) —(24+5) -2 2 2+5 2+ b—y b
Fig. 1. — Graphe de la fonction test A

Par construction, vy(h) = 0 car h est nulle sur [—2, 2] et v, est supportée dans cet intervalle d’aprés
la Proposition 3.9. De méme, la Proposition 3.7 montre que §,(h) = 0. Enfin, on a

/ " h(z) di(z) = 0.

-2

L’équation (15) appliquée a h s’écrit donc

Ay 1 - |Allco 1
= — < < : ’
Ey (Trh ( \/a) ) NRl (h) N min(e, n)°N

puisque R, est une distribution d’ordre 9 d’aprés le Théoréme 3.10. D’autre part, par définition de h,

on a

Ey (Trh(%)) >P(\ € [-b,—(2+¢e)]U24¢,b—1)).

On conclut que

P(A, € [-b,—(2+¢)]U[24+¢€,b—n]) — 0.

N—oo

Comme précédemment, la contrainte faisant intervenir 1 > 0 n’est pas génante, et on obtient encore
une fois la convergence forte souhaitée.

3.1.4. Raffinements obtenus par la méthode polynomiale (d’aprés [Che+25])

Pour r > R_, la distribution v, est supportée par

En choisissant comme fonction test similaire a celle décrite par la Fig. 1, mais en remplacant 2 par z,.,
on obtient le raffinement suvant :

|\ ] |l arso 1
P(% €z, —¢e,z,+e] | < N1 = cAr 9 Nl

On peut d’ailleurs montrer que cette estimation est optimale.

3.1.5. Comment Friedman a réussi a dépasser la valeur 17,

L’idée est de modifier légérement le modele de graphe aléatoire pour éliminer les « tangles » et ainsi
faire en sorte que les F, soient des fonctions de Ramanujan méme pour 7 > R,. On rappelle que ce
n’est pas le cas pour le modéle de configuration (ni pour le modéle de permutations d’ailleurs). On veut
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montrer que les F, sont des fonctions de Ramanujan en utilisant le Théoréme 3.4. Quand nous avons
applié ce théoreme, la borne

Ve >0, sup |g(m)|=O0((p+¢e)™)
m-é=M

donnait lieu a un reste dominant, empéchant la méthode de fonctionner, dés que R > R,. Cette condi-
tion est équivalente a p > ,/q, ou p désigne la valeur propre dominante de la matrice de Hashimoto
du graphe rempli I' de G;. Dans la méthode de Friedman, le développement limité a 'ordre R de la
formule des traces ne fait intervenir que des graphes remplis de rang cyclique au plus R 4+ 1. On a vu
que le fait de subdiviser une aréte en deux ne change pas le rang cyclique, et fait diminuer la valeur
propre dominante de la matrice de Hashimoto. Reprenons les notations de la Définition 3.2. On peut
montrer que pour chaque forme F' il existe E tel que pour tout [> E, on ait p(F (Z)) < /q. Comme il
n’y a qu’un nombre fini de formes, on en déduit que I’ensemble des graphes remplis I' de rang cyclique
au plus R + 1 et tels que p(I') > /g est fini. On appelle «tangles» ces graphes. Friedman a montré
que la probabilité que Gy, contienne un tangle tend vers 0 lorsque /N tend vers I'infini. On peut donc
appliquer la méthode de développement de la formule des traces au modele de graphe aléatoire de
configurations conditionné a ne pas contenir de tangle, et en déduire la convergence forte souhaitée.

3.2. Méthode polynomiale
Dans ’article, détails faits pour le modéle de permutation. Ici, on continue avec le modéle de configu-

rations.

3.2.1. Notations et Rappels

Gy = (Vy, Ey) désigne un graphe aléatoire avec N = |V, | sommets. On considére une fonction test
¢ : Z — C paire a support dans [—L, L]. On note

L L
B(5) = 3 @D = 9(0) + 3 @(B)(a +47%) = p(0) + > 9 (01T, (%)
LeZ 2=1 = q

sa transformée de Fourier, ou 7}, est le polynome de Tchebychev de degré ¢ défini par la relation

T,(2cos0) = 2cos(£0) <= T,(t +t71) = t¢ + ¢~ (16)

A(s)
Va
L, et les () sont les coefficients de ¢(s) dans la base des polyndmes de Tchebychev (7;). On a vu

et A(s) = q** + ¢ . On notera également X = . Ainis, ®(s) est un polynéme P en X de degré

Pexistence des développements asymptotiques suivants.

Théoréme 3.12. Notons Ay la matrice d’adjacence du graphe Gy;. Alors, pour tout entier R > 0, il
existe des formes linéaires iy, ..., it,, €t Rp 1 ny € C[X]* telles que

En

2 R
Tep (A_ff;)] =N [ P dn@ + 3" P+ e Rean(P) ()
_92 r=0

oum désigne la mesure de Kesten-McKay.

Remarque 3.13. Dans l'article [Che+25], ils utilisent la trace normalisée Tr = + Tr. Dans ce cas,
le développement asymptotique (17) s’écrit

En

AN 2 R 1 1 ~
TrNP(%)] :/ P(z)dm(x) +;OWNT<P) + WRR+1,N(P)'

-2

Il y a donc un décalage d’une puissance de N entre les deux formulations.
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On a également vu (Proposition 3.7 et Proposition 3.9) que l'on peut écrire y,. = 9, + v,., avec

=Y w0)(¢z+q2)B(6) et v.(P)=) @(f)c,.(0)

LEZ LEZ

Dans cette expression, P. est un polynéme de degré au plus 4r. Ainsi, ¢, est une combinaison linéaire
de la masse de Dirac en x, = % =.q+ \/LE et de ses dérivées jusqu’'a l'ordre 4r. En particulier,
on a suppd, = {z,}. De plus, pour 0 <r < R, = ‘/52_1

distribution d’ordre au plus 47 + 1. Pour R, <7 < 4 —1, on a seulement la majoration |c,.(¢)| <
047 (2r +1)%q~*/?. Enfin, pourr > 2 —1,0na ¢ €4T ¢2,

,on a |c.(£)] = O(£*), donc v, est une

r <

Pour ce qui concerne le reste R, | y, on ne peut pour I'instant pas dire mieux que

RR+1,N<P) = Z@(e)dRH,N(f), avec |dR+1,N(£)| < E4(R+1)qe/2- (18)
LEZ

3.2.2. Le reste est une distribution

Pour l'instant, la borne (18) ne permet pas d’affirmer que Rl, n est une distribution. Dans le cours
précédent, on a admis le Théoréme 3.10, qui garantit que c’est le cas, et nous avons vu que, combiné avec
la Proposition 3.9, on pouvait en déduire la convergence forte. On se propose donc ici de démontrer le
résultat suivant.

Théoreme 3.14. Pour tout R > 0
(i) RR+1,N(P> est une distribution d’ordre au plus 4(R +2) + 1 =4R + 9 de support inclus dans
[—z.,z.].
(ii) w, est une distribution d’ordre au plus4(r + 1) + 1 = 4r + 5 de support inclus dans [—z ., x,], pour
tout0 <r < R.
(iii) Pourr < R, le support de v, est inclus dans [—2, 2].

(iv) Pour R, < r < & —1, le support de v, est inclus dans [—z,, x,], oz, = 22t + 2\/6

\/6 r+1
3.2.2.1. Démonstration de (i) et (ii) = (iii) et (iv).
On admet le résultat général suivant sur les distributions.

Proposition 3.15. Soit v € &' (R) une distribution a support compact. Alors,

suppv C [—p,p], ou p:=limsup |1/(3:L)|1/L.
L—+o00

Exprimons le mondéme X’ dans la base des polynémes de Tchebychev.
XP =3 e (OT,(X), avec p () >0 YO<L<L.

SiR. <r< % — 1, on a donc la majoration

L

L
|V?"(XL)| < Z ’V T'g Z(pL 27«_1_ )f —5/2547"-!—1
£=0 =0
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En appliquant la Proposition 3.15, on en (iv). La méme preuve montre (iii) dans le cas r < R,..
3.2.2.2. Démonstration de (i) et (ii).

3.2.2.2.1.

L’expression E y[Tr P(Ay)] est une fraction rationnelle en +. En effet, si B désigne la matrice de
Hashimoto de Gy, on a vu que

PL(x)
Q(aw)
avecdeg P, < Let Q. (X)=(1—X)(1—-3X)(1— (2L —1)X). D’apres la relation

o((8)) Bt 5 (G 24

0<el<L 2
¢=L mod 2

Ey[Tr P(BY)] =

on en déduit que
Py ()
Qr(an)

On rappelle que dans cette derniére expression, Try = =+ Tr désigne la trace normalisée. Il suit que

Ey[Try A%] = avec deg P, < L+ 1.

si h € C;[X] est un polynome de degré au plus L, il existe un polynome &, de degré au plus L + 1

tel que
A
Ey|Tryh| =X
N[ N (ﬁ>

On remarque que le dénominateur (); est indépendant de h, et que 1, dépend linéairement de h.

_ @h(%)) :‘¢h<l)‘

QL(ax N

Comme ¥, est une fraction rationnelle, le développement asymptotique en puissances de % de ¢y, (%)
lorsque N — +o00 n’est autre que le développement en série de Taylor de v}, en 0.

() = gwhrig L / %Ef;%m)(%) .

3.2.2.2.2.

Comme la matrice d’adjacence Ay est auto-adjointe et que son spectre est inclus dans [—,/qz,, /4%, ],

on a la borne suivante
A A
Ey|Tryh| =X h| —
N[ N (\/5)] (\/5)

X

() -

ou ||-|| désigne la norme d’opérateur.

< Alleos, 2.0

3.2.2.2.3. Inégalité des freres Markov

Théoréme 3.16. Soient h € C,[X], et a > 0. Alors, pour tout x € [0, a] et toutm € N, on a

(m) 1 L’ "
’h (:L‘)‘ gm 7 ”h"CO([O,a])'
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Corollaire 3.17. Si f,g € C.[X] eta > 0 tel que g ne s’annule pas sur [0, al, alors pour tout x € [0, a

etm € N, la fraction rationnelle ¥ := 5 vérifie

5cL? g(z)

(
9(y)

Définition 3.18. Soient J un intervalle de R, I C J ete > 0. On dit que I est e-dense dans J si

z,y€(0,a

|\1"m)(w)!<m!( ) I¥lcogoay, ol c= sup

J CI+[—e¢].
Théoreme 3.19. Soienta > 0, h € C,[X], et I C [0, a] un sous-ensemble ;7= -dense dans [0, a]. Alors,

IRl coo,q)) < 2 Slél?|h($)|-

Proposition 3.20. Soit L € N. Soita < m un réel. Alors, Uensemble I := {x € [0, d] ‘ % € N} est
Ly ~dense dans [0, a).

Démonstration. En effet, la plus grande distance entre deux éléments consécutifs de I est majorée par
e = w < .
3.2.2.2.4. Conclusion

En appliquant ces résultats a la fraction rationnelle ¥, , dont le numérateur et le dénominateur sont de

1

degré au plus L + 1, on obtient, en prenant a = P ASVE

(m) 4m 1
N\ <m!(10e(L +1 sup U (—) ,
H h ‘CO([O,a]) (10c( ") Nsar12| AN
ou
c= sup Qr(@) < V2e .
z,y€[0,qa] QL(y)

En utilisant la borne de la Section 3.2.2.2.2, il vient

o

< Cp(L+D)*" bl co(—s. 2
o ([o.zzm])

ou C,, est une constante qui ne dépend que de m. De 13, la définition de p,. donne
|ty (W) < CUL + D* ] o g 2)-
Cela implique (exercice, développer h dans la base T}, (x&) + analyse de Fourier) que

I, (h)] < C;’L4(r+1)+1||h||C4(r+1>+1([

—z,,z,])
ce qui prouve (ii). Le méme raisonnement appliqué a R ; y permet de montrer (i).

Remarque 3.21. Sil’on analyse la preuve précédente, on remarque que l'on a utilisé le fait que

A 1 SO | 1
Ihlcor-s,,0 = En [TI"N h (72)] =Y, (N) =Y Nt (W) + Srm B (h),
r=0

ou le membre de droite est le développement de Taylor de ¥;, en 0. Dés que les .. sont des distributions
de support compact strictement inclus dans [—z,, z,], et que Ry, v = O(||h| c«), on peut appliquer
la méthode polynomiale. On n’a donc pas vraiment besoin que ¥, soit une fraction rationnelle. Voir
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[MPH25] pour des revétements aléatoires de surfaces hyperboliques. Par exemple, une condition
suffisante pour appliquer la méthode polynomiale a R = 0 (a posteriori) est de savoir que pour tous
h € C;[X] et R entier, on a

A 1 (CR)CR(CL)C(L+R)
Ex [TrN h (ﬁ) ] a0 = Frp (7 )| € g Wleo,

(19)

ou

u_l(h)z/zhdm

-2

est la mesure spectrale limite avec m la mesure de Kesten-McKay, et
R

Frppn = Z#r(h)XTH € Cr[X].
r=0

On a donc besoint d’'un développement limité a 'ordre R quelconque pour ensuite appliquer la
méthode polynomiale & R = 0. Montrons que (19) est suffisante. En prenant R = Let N > (¢’L)° =:

A 1 (L) " 12 co
En [TTN h (72)] - FL,h(N) < (W) IAllco < N—§

De 13, on obtient |F}, , (%)| < 2||A]co. Grace a I'inéglité des fréres Markov, on parvient a majorer F”’
et F” sur [0, 3] par | h]ca. 11 suit

' M
Ey [TI"N h (A_\/J—;> ] —p_q(h) — HOJE,h)

désque N > M.Si N < M, on utilise le fait que 1, est une distribution de support connu pour obtenir

Ey [TTN h (A_\/%I> ] —p_q(h) — Mojffh)

pour un choix de 3’ convenable. On a obtenu une majoration de la forme du (i) du Théoréme 3.14,

M, on trouve

[l ce
<

[l ce
N2

12l coran
N2

N

L? ol
< 2fhlo + w7 lhloe < L

pour R = 0 comme attendu.

4. Convergence forte des matrices hermitiennes gaussiennes
(d’apres [HTO05])

4.1. Vocabulaire des probabilités libres

Soit (A, +, x, I, ) une C*-algébre, c’est a dire une C-algébre associative unitaire de Banach munie
d’une involution C-antilinéaire * : .4 — A telle que, pour tous a,b € A, on a
(i) (ab)* =b*a*;

i) aa*] = faf.
En particulier, il résulte du (i) que I* = 1.

Définition 4.1 (Espace de probabilité non commutatif). Un état sur A est une forme linéaire T :
A — C wvérifiant les conditions suivantes.
(i) 7(I) = 1 (normalisation) ;
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(ii) T(a*a) > 0 pour tout a € A (positivité).

Un espace de probabilité non commutatif est la donnée d’'une C*-algebre munie d’un état. Un état T
est dit tracial si, pour tous a,b € A, on a 7(ab) = 7(ba). Il est dit fidéle si, pour tout a € A non nul,
T(a*a) > 0.

Remarque 4.2. Un état 7 est automatiquement continu et de norme || 7| = 7(I) = 1. Si 7 est fidéle,
alors pour tout a € A non nul, on a
k\ 2k
lim 7((a*a = |a|.
Jim 7((a*a)")* = Ja]
Définition 4.3. Un élémenta € A est appelé variable aléatoire non commutative. Sa loi est la donnée des

moments joints T(P(a, a*)), ot P décrit I’ensemble des polynomes en deux variables non commutatives.
Dans le cas ot a est auto-adjoint, sa loi est déterminée par la famille des moments T((],k), k> 1.

Définition 4.4 (Loi semi-circulaire). On dit que a € A suit une loi semi-circulaire si a est auto-
adjoint et si, pour toutk > 1, on a

7(a*) = /2 t’“E dt.

o 2m

La notion de liberté est une analogie non commutative de I'indépendance en théorie des probabilités
classique.

Définition 4.5. Une famille finie (A, ..., A,) de sous-algébres de A est dite libre si, pour tout k > 1,
pour toute suite d’indices j, ..., j;, € {1, ..., 7} telle que j; # j; ., pourl < i < ket jj, # j,, et pour toute
collectiona; € A; , (1 < i < k) de variables aléatoires centrées (ie. T(a;) = 0 pour1 <i < k), ona

T(ajaq:--ay) = 0.

Une famille d’éléments x, ..., x, € A est ditelibre si les sous-C*-algébres engendrées par chacun d’eux
forment une famille libre.

4.2. Convergence faible et forte en distribution

Définition 4.6 (Convergence faible et forte en distribution). Soitr > 1 fixé. Soient (A, T) et
(Apn,Tn), (N > 1) des espaces de probabilité non commutatifs. On se donne également r variables
aléatoires non commutatives a(lN), e aSN) € Ay pour tout N > 1.

(i) On dit que la famille <a(1N), ...,agnN) converge faiblement en distribution vers une famille

)i
(aq,...,a,) € (A,T) si pour tout polynéme P en 2r variables non commutatives, on a

N—oo

™~ (P(a(lN), ey al), (a(lN)>*, e (aﬁ,N))*>) — 7(P(ay,-..,a,,0a7,...,ak)).  (20)

(ii) On dit que la famille (a(lN), ...,agN)> converge fortement en distribution vers une famille
N>1
(ay,...ya,) € (A, ) sielle converge faiblement en distribution vers (aq, ...,a,) et si, de plus, pour

tout polynéme P en 2r variables non commutatives, on a

HP(agN), - a(TN), <a(1N))*, ey (agN))*)

T

HAN Eo)“P(alw-war’ai’""a*)H./l. (21>

Remarque 4.7. Cette définition généralise la notion de convergence faible et forte des matrices
aléatoires vue précédemment. En effet, si 'on prend r = 1 et que 'on considére des variables aléatoires
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auto-adjointes, alors la condition (i) est équivalente a la convergence faible des mesures spectrales, et
la condition (ii) est équivalente a la convergence du spectre en topologie de Fell.

4.3. Théoréeme de Haagerup — Thorbjernsen

Dans la suite, on fixe une famille (z4, ..., z,.) € (A, ) de variables aléatoires non commutatives libres
suivant chacune une loi semi-circulaire.

Théoreme 4.8 ([HT05, Theorem A]). Soit Ay la C*-algébre des matrices de taille N x N a coeffi-
cients complexes, munie de l’état tracial Ty = % Tr donné par la trace normalisée. Pour tout N > 1, on se
donne A(lN), .., AN des matrices hermitiennes aléatoires sur un espace probabilisé (0, P), indépendantes,
et de méme loi gaussienne

exp(—(ﬁ) Tr(A2))dA, ot dA= H . I dRe(4,;)dIm(4,;;)
2 1= 1<z<]<N

est la mesure de Lebesgue sur 'espace des matrices hermitiennes. Alors, presque sirement, la famille

(A(lN), s A(TN)) . converge fortement en distribution vers la famille semi-circulaire libre (z1, ..., z,.).
>
Autrement dit, il existe un ensemble B C § de mesure pleine (ie. P(B) = 1) tel que, pour tout w € B, et

tout polynéme P en 2r en 2r variables non commutatives, (20) et (21) soient vérifiées.

Remarque 4.9.

1) Il n’est pas nécessaire de supposer que les matrices AEN) et AE-M) sont indépendantes pour M # N.

2) Comme les matrices AiN) sont hermitiennes, on peut se restreindre aux polynomes en r variables
non commutatives dans (20) et (21). On note d’ailleurs C(X;),.; I'algébre des polynémes non
commutatifs en les variables X, i € I.

3) Pourr = 1le moment E |:7'N ((A(N) ) k) ] se calcule explicitement et converge vers le moment T(:Ek)
de la loi semi-circulaire (voir [Voi91]). Le passage de la convergence de I’espérance a la convergence
presque-siire peut se faire par une estimation des moments (voir [HP00]). La convergence spectrale
forte

a0 =2
N—oo

peut se faire par un calcul explicite des moments exponentiels E [TN (etA(N) )]

4.4. Quelques étapes de la preuve de la convergence des normes (21)

On veut montrer que, pour tout P € C(X,, ..., X,.),

||P(A(1N)(w) )H Py, ). (22)

N—o0
4.4.1. Astuce de linéarisation de Pisier
On admet le résultat suivant (voir [Pis19])

Théoréme 4.10 (Astuce de linéarisation de Pisier). Pour montrer (22) pour tout P € C(X,, ..., X,.),
il suffit de montrer que pour tout m > 1 et pour toutes matrices symétriques hermitiennes by, ..., b, €
H,.(C), il existe un ensemble B C Q) de mesure pleine tel que pour tout w € B, on ait

m

Ve >0,IN, > 1, (N > Ny = Sp(H™(w)) C Sp(h(w)) +] —&,¢[), (23)

ou
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HN =by @Iy + > b, ® AV € M,,(C) ® Ay

=1

et
=1

Remarque 4.11. Le Théoréme 4.10 permet de prouver une convergence forte presque-siire. On a un
énoncé similaire pour une convergence forte en probabilité [Pis19, Remark 13].

On fixe donc m > 1 et des matrices symétriques hermitiennes by, ..., b,. € J,, (C), et on se propose
de montrer (23) a lieu presque siirement. La démonstration que ’'on donne est basée sur une idée de
[FHSO06]. Sans perte de généralité, on peut supposer les b, symétriques réelles. En effet, dans le cas
général, on peut trouver des matrices symétriques réelles b, € M,,, (R) de méme spectre que les b;.
On peut également supposer que les b, sont inversibles par densité et continuité du spectre.

4.4.2. Transformée de Stieltjes matricielle

Définition 4.12. Soient (B, T5) un espace de probabilité non commutatif et m > 1 un entier. Pour une
variable aléatoire non commutative X € M,,(C) ® B, on appelle transformée de Stieltjes matricielle
(ou résolvante) de X Uapplication

M,,(C) — M, (C), A= (I, @75) (A Iy — X) 7).

Dans la suite, on note G et Gy les transformées de Stieltjes matricielles respectives de h et HN), On
définit également G, = E[Gy]. Ainsi, d’aprés la définition précédente, on a, pour tout A € M, (C),

G\ =(I,®7)((A®L;—h)™") € M,(C)
et

Gy () = (L, @ my) (A @ Iy = HV) ™) € M, (C).

4.4.3. Demi-espace de Siegel

Définition 4.13. On appelle demi-espace de Siegel, et I'on note SH,,, I’ensemble des matrices de taille
m X m symétriques (pas au sens hermitien) et dont la partie imaginaire est définie positive. Pourm = 1,
on retrouve le demi-plan de Poincaré H.

Proposition 4.14. Le demi-espace de Siegel SH.,,, est stable par les transformations suivantes :
(i) Z+— —2Z71;
(i) Z > BT ZB pour toute matrice B inversible réelle ;
(iti) Z — (AZ + B)(CZ + D)~! pour toutes matrices A, B, C, D réelles de taillem x m telles que la
matrice par bloc
[A B

c D] € M,,,(R)

soit symplectique, c’est a dire que C'T A et D' B sont symétriqueset D' A — BT C' = I,. On appelle
homographie ces transformations.

Exercice 4.15. Prouver la Proposition 4.14.
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Le demi-espace de Siegel est muni d’'une famille de métriques finslériennes (analogue d’une métrique
riemannienne, sans imposer aux normes des espaces tangents d’étre issues d’un produit scalaire) d,,
1 < p < o0, définies par

1
20, 7) =ink [ 10, 0

ot 7y parcourt 'ensemble des chemins de classe C! joignant Z; a Z, et, pour tout Z = X +1iY €
SHL,,,, et toute matrice W € M,,,(C), on a posé

Sl

Wi, = Tr((W;WY)%) . avec Wy =Y WY 5.

Exercice 4.16 (Pas facile). Montrer que les métriques d,, sont préservées par les homographies du
demi-espace de Siegel ((iii) de la Proposition 4.14).
Comme pour le demi-plan de Poincaré, on a une isométrie
SH,, — SD,,, Z+ (Z—il,)(Z+il,) ",
ou SD,,, est 'ensemble des matrices de taille m x m symétriques de norme strictement inférieure a 1.

4.4.4. Méthode de point fixe

On va utiliser une idée venant du lemme de Schwarz-Pick pour les fonctions holomorphes du disque.

Lemme 4.17 (Schwarz-Pick). Soit f : D — D une fonction holomorphe du disque de Poincaré dans
lui méme. Alors f est contractante pour la métrique métrique hyperbolique

1 — ?2

dy (21, 20) = |7
1~2

De plus, le seul cas ou f n’est pas strictement contractante est celui ot c’est une transformation de Mébius
(donc en particulier une isométrie).

On admet (voir [MS17]) que G vérifie ’équation
D b, GNb,GN) + (b — NG(A) + I, = 0.
i=1

On en déduit que

puis, en posant Z(\) = —G(A), il vient

-1
Z(\) =&, (Z(N\), ou &(W)=— (Z b, Wb, + (A — b0)> .
i=1
D’apres la Proposition 4.14, ®, est une transformation du demi-espace de Siegel (car on a supposé les

matrices b; symétriques réelles inversibles).

Proposition 4.18 (Master equation). On a, pour tout N, Uidentité suivante
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E [Z b,Gn (Mb,G (A) + (by — NGy (A) + Im] = 0. (24)

Idée de la démonstration. C’est une conséquence de I'identité suivante. Pour toutes variables aléatoires
X4, ..., X; indépendantes suivant une loi gaussienne N (0,02), on a

Vi€ {l,., M}, B[Oy f(Xy, . Xar)| = BIX; (X0, s Xag)],

ce qui vient de I'intégration par parties

4.4.4.1. Inégalité de Poincaré

L’équation (24) n’étant pas linéaire en G, on ne peut pas intervertir 'espérance et la fonction ®,. On
va donc utiliser une inégalité de concentration pour montrer que G () est proche de son espérance
Gy (N). Linégalité de Poincaré par rapport a la mesure de Lebesgue dit que si 2 € RM est un ouvert
borné connexe a bord régulier, et u est une fonction de classe C! sur 2 alors

lu — E”LQ(Q) < C"VU||L2(Q)7

ou u désigne la moyenne de u sur {2 et C' > 0 est une constante ne dépendant que de (2. On al'inégalité
analogue pour la mesure gaussienne v = N (0, 0%I,,) sur RM et pour f : R® — R de classe C'.

[ @)= ava) <o [ 95(@)P dvto)

Autrement dit, si X est un vecteur gaussien de loi NV (0, 0%I,,), alors
V(f(X)) < E[|VF(X)].

4.4.4.2. Conséquence

Notons Cy = |\ et C; = |[(Im A\)||~*. L’inégalité de Poincaré permet d’obtenir I'estimée suivante

E [Z biGN(A)biGN(A)] = Z b,Gxy(Nb;G () + O ( % ) _

04

1Z5 (%) — 2 (Zy )] = 0<]CV—> (25)

11 suit

r

Z b;Gn (NG (V) + (b — NG y(N) + 1,

=1

puis, en posant Zy(\) = —G y()) et en factorisant par Zy ()),

4.4.5. Quelques bornes a priori

Pour tous \, W € SH, ,, ona |®, (W)| < C}, donc ®, envoie le demi-espace de Siegel dans une boule
de rayon C; pour la norme opérateur. On a également |Z(\)| < C; et [Zn(N)|| < C; pour tout N et

39



tout A € SH,,, d’apres les définitions des résolvantes. On montre également que, pour la distance d
sur SH,,,

,
W Z b;Wb, est contractante ;
=1

1=
Wir— —w-! est une isométrie ;

Wi— W + b, est une isométrie (b, réelle).

Proposition 4.19. Soit Y une matrice réelle symétrique définie positive. Si |Y | < K, alors pour tout
veR™, ona

(v, Y +ImA)v) > (1 +¢)(v,Yv),

1
K,

avec c =

On en déduit les inégalités suivantes pour M € SH,, et Y symétrique réelle définie positive.

puis

2y |

[(Y +ImA)"V2M(Y +Im M) ~V/2|| < e

(26)

On rappelle que par définition de la distance d_, si y est une courbe tracée dans SH,,, sa longueur
£ () pour la métrique d vérifie

) = [ I @ dt = [ Ama(®) 2 (0 1my () at.

0

Supposons de plus que pour tout ¢ € [0, 1], [Im~(¢)| < K. Alors, d’apreés (26), on a

~—

Coo (7

14 Im)) < .

4.4.6. Passage de la norme d’opérateur |.| a la distance d_
En utilisant estimée de «quasi point fixe » (25) en norme d’opérateur, on peut montrer le résultat
suivant.

Proposition 4.20. Lorsque N2 > 2C{(1 + Cy + C)), on a également Lestimée de « quasi point fixe »
pour Z () en distance d . suivante.

CG
doo(Zn(N), 22 (2N (V) = O(N—lg) :

Proposition 4.21. Soit o > 0 petit. Si Z,, Z, € SH,,, sont dans la boule de centre 0 et de rayon C|, et

sid. (Zy,Z,) < a, alors toute géodésique joignant Z, a Z, est contenue dans la boule de centre 0 et de
C 7. 71 < aC)

rayon 15, et | Z, — Z,| < =%

4.4.7. Estimée de la distance entre les résolvantes.

En appliquant les Propositions 4.20 et 4.21, on obtient, pour N suffisamment grand et £ entier,
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k 6
Lo (BH(Zn (), B (2 ) = (1) 0(%) (27)

A N fixé, on en déduit que la suite ®¥(Z())) est de Cauchy pour la distance d__, et converge donc
vers 'unique point fixe de Z(\) de ®@,. De plus, en sommant (27) pour k allant de 0 4 oo, on obtient

c 6
Ao (Zy(N), Z(V) < -5 o(%)

C

En repassant a la norme d’opérateur et en remplagant ¢ par son expression en fonction de C), on
trouve l’estimée

HaN()‘) H — (1 +G)Cy, avec a=38. (28)

4.4.8. Conclusion

Concluons la preuve de (23) a partir de cette estimée. On introduit les mesures
pn(p) =E[(1, ® ) (0(HM))] et p(p) = (7, @ 7)(i0(h))

définies pour toute fonction test ¢ : R — C continue sur un voisinage du spectre de H™) (resp. h)
par calcul fonctionnel. On considére également les transformées de Stieltjes (usuelles) de ces mesures,
données pour tout A € H par

o = [ o @y0n) @ g = [ Y - 60,
R R

D’une part, 'estimée (28) donne en prenant la trace

) 1 o 1 o
Vi=ztayeH, [gv(A) -9 S 7m0+ GG = 7+ Ay (29)
D’auter part, on a les identités usuelles
1. .
o) =~ lim_ [ pla) Imlg(o + i) da
T y—0+ R
1 (30)
pn(p) = —= lim [ o(z)Imlgy (2 + iy)] dz.
T y—0+

R
En effet, on a

T gy (o + iy) = —Tm [/ M] - [ a0,

R THiy—t g (t—x)% +y?
En appliquant le théoreme de Fubini, on a

2 [ o) tmlgy (e + i) do =

™

[ o0 [ i) a



avec

1y
U (r) =——.
y(2) a2 + g2
On reconnait que ¥, est une approximation de I'identité, ce qui donne (30) en faisant tendre y vers 0*.
La justification pour y est analogue. Notons hy (A) = gn(A) — g(A). Il suit des définitions que h y est
holomorphe sur H. D’apreés (30), on a pour toute fonction test ¢ a valeurs réelles

(@) — plp) = —Im [ lim / p(x)hy (2 + iy) dx] : (31)

"
s y—0 R

On transforme I'intégrale du membre de droite grace a des intégrations par parties successives. On
trouve

/ (@) hy (& + iy) dz = / (1+8,) ()], (z + iy) dz,
R R

ou la fonction I, est définie par

1

V=G

) / hy (A + t)tP~tet dt.

R+
La fonction t > hy (X +t)tP~te~? étant holomorphe au voisinage de 'adhérence du demi-plan de
Poincaré, la formule intégrale de Cauchy montre la valeur de I'intégrale qui définit 7,(A) ne change
pas si 'on remplace le domaine d’intégration R, par la demi-droite (1 4+ ¢)R_ . Ainsi,

(1414)P

BV =G

p

/ hy (A4 (1 +i)t)tP—te- (1Dt 4t
R,

Cela nous permet d’utiliser I’estimée (29), pour obtenir, en écrivant A = x + iy,

2r/2 L+ A +2t

tP~le~t dt.
(p—D! Jp, N2(y+1)*

1L,(V)] <

On voit alors qu’en choisissant p suffisamment grand (par exemple p = « + 1), on obtient un constante
C > 0 telle que

C
1,0 € 151+ ]A]),

En réinjectant cette derniére majoration dans (31), on trouve enfin

jux(e) — i) = 012z ).

On peut alors conclure en choisissant une fonction test ¢ qui est nulle sur un Sp(h) + [—¢/2,¢/2] et
égale a 1 sur sur le complémentaire de Sp(h) +| — €, [. En effet, on obtient alors

%E[AN,E] = pn(p) = O(%),

ou Ay . désigne le nombre de valeurs propres (comptées avec multiplicité) de H (N) appartenant au
complémentaire de Sp(h) +] — €, €. L’astuce de linéarisation de Pisier permet alors de conclure a la
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convergence forte (22) en probabilité. Pour obtenir la convergence forte presque-siire, il faut travailler
un peu plus pour contrdler la variance de Ay . et appliquer le lemme de Borel-Cantelli.

Remarque 4.22 (Ouverture). [HMY24] traite le cas des graphes réguliers aléatoires par des tech-
niques de matrices aléatoires (utilisant notamment I’équation de Point fixe). Les auteurs ont montré
que, avec les notations de la Section 3, que la suite

()

converge en distribution vers la loi de Tracy-Widom.

On peut également mentionner les travaux [HMT25; HMT25; MPH25], dans lesquels la méthode
polynomiale est appliquée a des modeles de surfaces hyperboliques aléatoires.
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